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0. Einleitung und Motivation

Anschaulich ausgedriickt ist die Topologie das Teilgebiet der Mathematik, das sich mit Deformatio-
nen von Objekten beschiftigt — und mit Eigenschaften, die unter solchen Deformationen unveréin-
dert bleiben. So behilt z. B. ein Rettungsring seine Eigenschaft, ein ,,Loch* zu haben, auch dann bei,
wenn man ihn verformt oder die Luft heraus ldsst und ihn irgendwie zusammendriickt. Eine zusam-
menhédngende Menge z.B. in der Ebene bleibt zusammenhingend, wenn man die Ebene beliebig
deformiert. Zwei ineinander verschlungene Ringe lassen sich durch Deformationen nicht voneinan-
der trennen. Dies alles sind topologische Aussagen — und sie zeigen, dass die Topologie von der Idee
her wohl eines der anschaulichsten Gebiete der Mathematik ist.

Schauen wir uns als konkretes Beispiel einmal das rechts

abgebildete Puzzlespiel an. Das eigentliche Gestell (also die

Platte unten und die insgesamt sechs Stangen mit der Kugel C
bzw. den horizontalen Ringen drauf) ist dabei aus Holz ge- &9
fertigt und damit also nicht beweglich. Die schwarze Schnur X @
ist an den Enden links auf der Platte befestigt und verlduft \ ¥ @

um die letzte der sechs Stangen herum. Ziel des Spiels ist \\\ \\ ®

es, diese Schnur so um die Stangen und durch die Ringe \ \ T
zu fadeln, dass sie letztlich ,.frei” ist und man den weiflen w 7‘-)
Ring unten herausnehmen kann. Wir wollen dabei anneh-

men, dass die Schnur lang genug ist, um alle dafiir notwen-

digen Bewegungen zuzulassen.

Wenn man dieses Puzzlespiel konkret in der Hand hélt und damit herumspielt, erscheint es einem
auf den ersten Blick sehr verwirrend und schwierig. Dabei ist aus topologischer Sicht, also wenn wir
einmal Deformationen des Raumes bzw. des Holzgestells betrachten, einfach einzusehen, dass und
auch wie das Puzzle 16sbar sein muss: beginnen wir einmal mit der Kugel oben links. Es ist klar, dass
diese Kugel keinerlei echte Funktion erfiillt und das Problem genauso einfach oder schwierig wire,
wenn die Kugel nicht da wire, also wenn man sie immer kleiner machen wiirde bis sie schlieflich
verschwindet. Dasselbe gilt dann natiirlich auch fiir die gesamte linke Stange, die man immer kiirzer
machen konnte, ohne dass sich das eigentliche Problem &dndert. Das Puzzle in Abbildung (a) unten,
bei dem die linke Stange fehlt, ist also praktisch dquivalent zum urspriinglichen.

| .
s IkcEY

(a) (b)
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Setzen wir diese Deformationsiiberlegungen weiter fort, so sehen wir genauso, dass man den Ring
links oben wie in Abbildung (b) auch senkrecht stellen und kleiner machen konnte, ohne dass wir das
eigentliche Problem dndern. Danach konnen wir natiirlich auch die darunter liegende Stange immer
kiirzer machen, so dass der Ring wie in Abbildung (c) letztlich direkt auf der Bodenplatte sitzt. Mit
denselben Uberlegungen fiir die anderen vier Ringe folgt also, dass unser urspriingliches Puzzle
effektiv dasselbe ist wie das in Abbildung (d) — das aber offensichtlich trivial ist, denn hier kann
man den weillen Ring ja einfach herausnehmen. Wir kénnen dieses Puzzle (und auch die meisten
anderen dieser Art, von denen ihr sicher schon einige gesehen habt) also letztlich als topologisches
Puzzle bezeichnen. Erstaunlicherweise hilft diese Erkenntnis den meisten Leuten allerdings noch
nicht besonders viel bei der konkreten Losung des urspriinglichen Puzzles: unsere ganzen oben
gemachten Vereinfachungen in Schnurbewegungen um die ,.eigentlich iiberfliissigen* Holzstangen
und Ringe umzuwandeln ist in der Praxis nicht so einfach.

Topologie wird iibrigens in der einen oder anderen Form auch in vielen anderen Gebieten der Ma-
thematik benotigt. Wahrscheinlich sind euch topologische Konzepte auch bereits mehrfach in vorhe-
rigen Vorlesungen begegnet: z. B. offene, abgeschlossene oder zusammenhingende Mengen in den
Grundlagen der Mathematik, homotope Wege in der Funktionentheorie, oder kompakte Mengen in
der Funktionalanalysis.

Wir werden uns in dieser Vorlesung die wesentlichen Konzepte der Topologie erarbeiten. Aus ma-
thematischer Sicht bedeutet das ,,Studium der Deformationen® einfach, dass wir stetige Abbildungen
betrachten wollen. In der Tat sind die sogenannten topologischen Riume (die wir gleich als Erstes
in Definition 1.1 einfithren werden) und stetigen Abbildungen zwischen ihnen fiir die Topologie ge-
nauso grundlegend und zentral wie beispielsweise die Vektorraume und linearen Abbildungen in der
linearen Algebra.

Besonders bemerkenswert ist dabei {ibrigens, dass die grundlegende Definition eines topologischen
Raumes trotz ihrer anschaulichen Motivation zunéchst so abstrakt und allgemein klingt, dass man auf
den ersten Blick gar nicht vermuten wiirde, dass dabei etwas Sinnvolles herauskommen kann. Wir
werden uns aber sehr schnell vom Gegenteil iiberzeugen konnen und sehen, dass es gerade dieses
Wechselspiel zwischen abstrakter Theorie einerseits und sehr anschaulichen Sitzen und Beispielen
andererseits ist, das die Topologie so interessant macht.
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1. Topologische Raume

Wie schon in der Einleitung erwihnt wollen wir uns in dieser Vorlesung mit stetigen Abbildungen
beschiftigen. Als Erstes miissen wir uns daher fragen, welche Struktur die Start- und Zielrdume der
betrachteten Abbildungen haben miissen, damit wir den Begriff der stetigen Abbildung zwischen
ihnen iiberhaupt erst einmal sinnvoll definieren konnen.

Aus den ,,Grundlagen der Mathematik* wisst ihr auf diese Frage bereits eine erste Antwort: Fiir me-
trische Riaume (also insbesondere auch fiir normierte Vektorrdume) kann man stetige Abbildungen
mit dem {iblichen ,,e-8-Kriterium* einfiihren und untersuchen [G2, Definition 23.10 und 24.1]. In
der Tat wollen wir die elementaren Eigenschaften solcher stetigen Abbildungen zwischen metrischen
Riumen wie z. B. in [G2, Kapitel 23 und 24] im Folgenden als bekannt voraussetzen.

Beachte jedoch, dass ein metrischer Raum fiir unsere Zwecke eigentlich schon zu viele Informatio-
nen enthilt. So haben wir ja z. B. bereits in den ,,Grundlagen der Mathematik* bei der Untersuchung
der Aquivalenz von Normen [G2, Lemma 23.17 und Bemerkung 23.18] gesehen, dass verschiede-
ne Metriken auf R” durchaus zu gleichen topologischen Eigenschaften fithren knnen. Der Grund
hierfiir ist letztlich, dass wir in der Topologie zwei Rdume X und Y schon als gleichwertig ansehen
konnen, wenn es zwischen ihnen eine bijektive Abbildung f: X — Y gibt, so dass sowohl f als
auch die Umkehrabbildung f~! stetig ist (siehe Definition 2.13 und Bemerkung 2.14). Anschaulich
bedeutet dies einfach, dass Y eine Deformation von X ist — und eine Deformation kann natiirlich
problemlos die Abstinde zwischen Punkten @ndern. Fiir topologische Untersuchungen sollte es also
eigentlich gar nicht erst notig sein, Abstidnde zwischen Punkten messen zu konnen, d. h. eine Metrik
festzulegen.

Aber ohne Metrik gibt es keine e-Umgebungen, und damit kein &-6-Kriterium. Wie kann man dann
trotzdem noch stetige Abbildungen definieren? Dazu erinnern wir uns daran, dass eine Abbildung
f: X — Y zwischen metrischen Riumen genau dann stetig ist, wenn das Urbild f~!(U) jeder offenen
Menge U C Y wieder offen in X ist [G2, Satz 24.17]. Dies bedeutet fiir uns zwei Dinge:

e Wenn wir lediglich wissen, welche Teilmengen eines gegebenen Raumes offen sind, so ge-
niigt uns dies, um iiber Stetigkeit reden zu kénnen.

e Ist f: X — Y wie oben bijektiv, so dass f und f~! beide stetig sind und X und ¥ damit als
topologisch gleichwertig anzusehen sind, so sind sowohl Bilder als auch Urbilder offener
Mengen unter f wieder offen, d.h. f identifiziert die offenen Mengen von X genau mit
denen von Y. Die Information dariiber, welche Teilmengen offen sind, bleibt im Gegensatz
zur Metrik unter derartigen Abbildungen also erhalten.

Dies fiihrt unmittelbar zur Idee eines topologischen Raumes, den wir nun genau dadurch definieren
wollen, dass wir in ihm festgelegt haben, welche Teilmengen offen heiflen sollen und welche nicht.
Diese Festlegung konnen wir jedoch nicht vollig beliebig vornehmen, denn es sollten zumindest
die aus den Grundlagen der Mathematik bekannten Standardeigenschaften offener Mengen gelten:
namlich dass beliebige Vereinigungen und endliche Durchschnitte offener Mengen wieder offen sind
[G2, Lemma 23.35].

Fiir eine Menge X bezeichnen wir im Folgenden mit £7(X) die Menge aller Teilmengen von X, die
sogenannte Potenzmenge von X.

Definition 1.1 (Topologische Ridume). Es sei X eine Menge. Eine Menge .7 C £?(X) von Teilmen-
gen von X heifit Topologie auf X, wenn gilt:

(a) 0e T und X € 7,

(b) sind U; € .7 fiir alle i aus einer beliebigen Indexmenge J, so ist auch J,c; U; € 7 (d.h. ,,.7
ist abgeschlossen unter beliebigen Vereinigungen®);
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(c) sindU,V € Z,soistauchUNV € .7 (d.h.,,7 ist abgeschlossen unter Durchschnitten von
zwei und damit auch von endlich vielen Mengen®).

Man nennt (X, .7) in diesem Fall einen topologischen Raum und schreibt ihn auch einfach als X,
wenn die betrachtete Topologie aus dem Zusammenhang klar ist.

Die Mengen in 7 heilen offen beziiglich dieser Topologie. Eine Teilmenge A C X heilt abge-
schlossen, wenn ihr Komplement X\A offen ist.

Sind 2] und % zwei Topologien auf derselben Menge X mit .7 C 2, so heifit 7] grober als %
bzw. 7 feiner als 7] (woher dieser Name kommt, werden wir in Beispiel 1.22 sehen).

Beispiel 1.2 (Metrische Riume sind topologische Riume). Ist (X,d) ein metrischer Raum [G2,
Definition 23.10] und bezeichnet

Ui(a) =={xeX :d(x,a) <r}

fir @ € X und r € R wie iiblich die offene Kugel vom Radius r um a, so wissen wir aus den
»Grundlagen der Mathematik* bereits, dass X dann zu einem topologischen Raum wie in Definition
1.1 wird, wenn wir eine Teilmenge U C X offen nennen (also U in .7 liegt), wenn es zu jedem Punkt
a € U ein € € Ry gibt mit Ug(a) C U [G2, Definition 23.33 (a) und Lemma 23.35]. Wie man leicht
nachpriift, sind dann z. B. alle Kugeln U, (a) offen [G2, Beispiel 23.34 (c)].

Diese Festlegung ist die Standardtopologie auf metrischen Riumen — wir werden metrische Raume
also immer auf diese Art als topologische Rdume auffassen, sofern wir nichts anderes angeben.

Ist X eine Teilmenge von R” fiir ein n € N+, so wollen wir dariiber hinaus festlegen, dass wir X ohne
gegenteilige Angaben stets als metrischen Raum mit der euklidischen Metrik, und somit auch wie
oben als topologischen Raum ansehen wollen. Dabei benutzen wir die folgenden in der Topologie
iblichen Standardnotationen: Es bezeichnet fiir n € N

(a) I:=[0,1] C R das Einheitsintervall, und damit /" = [0,1]" C R" den n-dimensionalen Ein-
heitswiirtel ;

(b) D" :={x € R": ||x|]» < 1} die n-dimensionale abgeschlossene Einheitskugel in der euklidi-
schen Norm || - || in R";

(¢) §":={x € R"!:||x|| = 1} die n-dimensionale Einheitssphre in R"*!.

Die Einheitskreislinie S!  R? und den Einheitskreis D> C R? werden wir dabei auch oft als Teil-
mengen von C auffassen.

Bemerkung 1.3 (Eigenschaften abgeschlossener Mengen). Sind U; Teilmengen eines topologischen
Raumes X fiir alle i in einer beliebigen Indexmenge J, so gelten bekanntlich die mengentheoretischen
Beziehungen
X\Jui=N&\U) uwd X\ U= JX\Ui).
ieJ i€l il il
Durch Ubergang zum Komplement erhalten wir also aus den Eigenschaften (a) bis (c) von Definition
1.1 sofort die folgenden dquivalenten Eigenschaften fiir abgeschlossene Mengen:

(a) O und X sind abgeschlossen;
(b) beliebige Durchschnitte abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen;
(c) endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen;

Bemerkung 1.4. Esistin Definition 1.1 wichtig, dass zwar beliebige Vereinigungen, aber nur endli-
che Durchschnitte offener Mengen wieder offen sein miissen. Natiirlich hitten wir auch eine andere
Definition hinschreiben und z. B. verlangen konnen, dass beliebige Vereinigungen und Durchschnitte
offener Mengen wieder offen sind — aber dann wire nicht einmal der R” mit den iiblichen Festle-
gungen wie in Beispiel 1.2 ein topologischer Raum geworden, denn dort ist ja z. B. der unendliche
Durchschnitt offener Mengen
n Ue (0) = {0}
ecR-g
nicht offen.
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Beispiel 1.5 (Beispiele topologischer Raume). Hier sind ein paar weitere Beispiele topologischer
Riume, die sich von der Standardtopologie auf R” stark unterscheiden:

(a) (Postamtmetrik) Wie man leicht nachpriift, definiert

d(xy)— 0 furx:y7
T Il Iyl firx £y

eine Metrik (und damit nach Beispiel 1.2 auch eine Topologie) auf X = R”. Man nennt sie
die Postamtmetrik, da sie die Laufzeit eines Briefes von x nach y beschreibt, wenn jeder
Brief, der nicht den gleichen Zielort y wie Absendeort x hat, tiber ein Postamt im Nullpunkt
geschickt werden muss.

(b) Auf jeder beliebigen Menge X ist 7 = Z?(X) trivialerweise eine Topologie; sie heifit die
diskrete Topologie auf X. Sie ist die feinste mogliche Topologie auf X: In ihr ist jede Teil-
menge von X offen (und damit auch jede Teilmenge abgeschlossen).

Analog ist auch 7 = {0,X}, d.h. wenn nur die leere Menge und der gesamte Raum offen
sind, auf jeder Menge X eine Topologie. Sie wird die indiskrete Topologie auf X genannt.
Da die leere Menge und der gesamte Raum nach Definition 1.1 (a) immer offen sein miissen,
ist dies die grobste mogliche Topologie auf X.

(c) Auf jeder beliebigen Menge X definiert
T ={0}U{U C X : X\U istendlich}

offensichtlich eine Topologie auf X; in ihr sind also neben der leeren Menge genau die
Komplemente endlicher Mengen offen. Wir nennen sie die Komplement-endlich-Topologie
auf X. Analog ist auch

F ={0}U{U C X : X\U ist (endlich oder) abzihlbar}
eine Topologie, die wir die Komplement-abzéihlbar-Topologie auf X nennen.

Bemerkung 1.6 (Topologien auf Mengen mit drei Elementen). Wie man an diesen Beispielen schon
sehen kann, ist der Begriff eines topologischen Raumes sehr allgemein. Dies wird auch noch ein-
mal deutlich, wenn wir eine Menge X mit nur drei Elementen betrachten und uns fragen: Wie viele
verschiedene Topologien .7 C (X)) gibt es in diesem Fall? Zunichst einmal gibt es natiirlich
|22(X)| = 2° = 8 Teilmengen von X, von denen @ und X nach Definition 1.1 (a) in jedem Fall in .7
liegen miissen. Da wir von jeder der iibrigen 6 Teilmengen nun noch entscheiden konnen, ob sie in
T liegt oder nicht, haben wir zunichst einmal noch 26 = 64 Maglichkeiten fiir .7. Durch Uberprii-
fen aller dieser Moglichkeiten stellt man fest, dass 29 davon auch die Eigenschaften (b) und (c) aus
Definition 1.1 erfiillen, also wirklich Topologien auf X sind. Diese fiir eine nur dreielementige Men-
ge sehr grofle Zahl erlaubter Moglichkeiten zeigt noch einmal deutlich, wie vielfiltig topologische
Réume sind.

Natiirlich sind aber nicht alle diese Topologien auch praktisch relevant. Sehr wichtig ist dagegen,
dass sich eine Topologie auf einer Menge unmittelbar wie folgt auf jede Teilmenge tibertragen ldsst.

Konstruktion 1.7 (Teilraumtopologie). Es seien (X, 9 ) ein topologischer Raum und ¥ C X eine
beliebige Teilmenge von X. Wir setzen
Gy ={YnU:U € Jx},

d.h. nennen eine Teilmenge von Y genau dann offen, wenn sie der Schnitt von Y mit einer in X
offenen Menge ist. Dann ist .9y eine Topologie auf Y, denn die drei Axiome aus Definition 1.1 sind
schnell iiberpriift:

(@) =Y NOundY =Y NX sind offen in .7y, weil 0 und X offen in .F% sind;
(b) sindU; € Fy furie J,alsoU; =Y NV, fir V; € Fx, soistauch U;c; Ui =Y NU;es Vi € Ty

(c) sind Uy, Up € Fy, also Uy =Y NV und U, =Y NV, fiir gewisse Vi, V, € Jx, so ist damit
auch U NU, = Yﬂ(Vl ﬁVg) e %.
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Wir nennen % die (von Jx induzierte) Teilraumtopologie oder Relativtopologie auf Y. Die Teil-
raumtopologie ist die Standardtopologie auf Teilmengen topologischer Riume. Sofern wir nichts
anderes angeben, werden wir Teilmengen topologischer Rdume in Zukunft also immer mit dieser
Teilraumtopologie betrachten.

Aufgabe 1.8. Es sei Y eine beliebige Teilmenge eines metrischen Raumes X. Wir haben dann oben
zwei Arten kennen gelernt, wie man auf Y eine natiirliche Topologie definieren kann:

(a) Y ist mit der Einschrinkung der Metrik auf X auch selbst ein metrischer Raum und hat damit
eine zugehorige Standardtopologie wie in Beispiel 1.2.

(b) Y ist eine Teilmenge des topologischen Raumes X und hat damit eine zugehorige Teilraum-
topologie wie in Konstruktion 1.7.

Zeige, dass diese beiden Topologien auf Y iibereinstimmen. Es konnen also keine Missverstdndnisse
entstehen, wenn wir Teilmengen metrischer Rdume in Zukunft ohne weitere Angaben als topologi-
sche Rédume betrachten.

Beispiel 1.9.

(a) Im topologischen Raum [0,2] C R ist die Teilmenge [0, 1) offen, denn sie ist der Durchschnitt
von [0,2] mit der in R offenen Menge (—1,1).

(b) In Z C R ist jede einpunktige Menge {a} =ZN (a — %,a + %) fiir a € Z offen. Da Ver-
einigungen offener Mengen wieder offen sind, ist damit also jede Teilmenge von Z in der
Teilraumtopologie von Z offen: Die Teilraumtopologie von Z in R ist die diskrete Topologie.

Aufgabe 1.10. Es sei Y eine Teilmenge eines topologischen Raumes X. Man zeige:

(a) Eine Teilmenge von Y ist genau dann abgeschlossen in der Teilraumtopologie von Y, wenn
sie von der Form Y N A fiir eine in X abgeschlossene Menge A ist.

(b) Ist Y offen, so ist eine Teilmenge von Y genau dann offen in der Teilraumtopologie von Y,
wenn sie offen in X ist.

(c) IstY abgeschlossen, so ist eine Teilmenge von Y genau dann abgeschlossen in der Teilraum-
topologie von Y, wenn sie abgeschlossen in X ist.

Um noch weitere Topologien einfacher konstruieren zu konnen, bendtigen wir den Begriff der Basis
einer Topologie. Die Idee hierfiir kommt aus dem folgenden Lemma fiir metrische Rdume.

Lemma 1.11 (Offene Mengen in metrischen Raumen). FEine Teilmenge U eines metrischen Raumes
X ist genau dann offen, wenn sie eine Vereinigung von offenen Kugeln ist.

Beweis. ,,=*: Es sei U C X offen. Nach Beispiel 1.2 bedeutet dies, dass es um jeden Punkt a € U
eine Kugel Uy, (a) gibt, die noch ganz in U liegt. Dann ist aber

UcC U Ug,(a) (denna € Ug,(a) firallea € U)
acU

cU (wegen Ug, (a) C U).
Also gilt die Gleichheit, d. h. U ist eine Vereinigung offener Kugeln.

»<=“ Da jede offene Kugel offen ist, ist eine Vereinigung solcher Kugeln nach Definition 1.1 (b)
natiirlich auch offen. O

In der Tat ist es in vielen topologischen Raumen moglich, alle offenen Mengen aus einer einfache-
ren Klasse von Teilmengen zu erzeugen, indem man beliebige Vereinigungen bildet. Wir definieren
daher:

Definition 1.12 (Basis einer Topologie). Es sei (X,.7) ein topologischer Raum. Man nennt eine
Menge # C #(X) von Teilmengen von X eine Basis von .7 bzw. von (X, .7), wenn fiir alle U C X
gilt, dass U genau dann offen ist (also in 7 liegt), wenn U eine Vereinigung von Elementen aus %
ist.
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Bemerkung 1.13.

(a) Nach Lemma 1.11 bilden die offenen Kugeln in einem metrischen Raum eine Basis der
Topologie.

(b) Ist £ eine Basis eines topologischen Raumes (X, ), so muss natiirlich auch jedes Element
von & (als einelementige Vereinigung von sich selbst) offen sein. Es ist also stets 4 C 7.
Hat man eine konkrete Basis 4 von .7 gegeben, so werden die Mengen in % daher auch als
basis-offene Mengen bezeichnet.

(c) Der Begriff einer Basis einer Topologie hat nichts mit dem Begriff einer Basis eines Vek-
torraums zu tun und ,,verhilt sich auch nicht analog®. Eine Basis gemif} Definition 1.12 hat
namlich keinerlei Minimalititseigenschaft — so ist z. B. die Menge & = .7 aller offenen
Mengen immer eine Basis von .7 (wenn auch eine ziemlich langweilige). Es stimmt also
z.B. auch nicht, dass sich jede offene Menge eindeutig als Vereinigung von Mengen aus %
schreiben lassen muss (wie man aufgrund des Basisbegriffs in der linearen Algebra vielleicht
vermuten konnte).

Die eigentliche Bedeutung von Basen kommt daher, dass man mit ihnen gut Topologien konstru-
ieren kann, indem man eine moglichst einfache Basis angibt. Dazu miissen wir natiirlich wissen,
welche Mengensysteme % C & (X) hierfiir geeignet sind, also wirklich eine Basis einer Topologie
darstellen. Dies klirt der folgende Satz.

Satz 1.14 (Konstruktion von Topologien aus Basen). Es seien X eine Menge und 9 C & (X) eine
Menge von Teilmengen von X mit den folgenden beiden Eigenschaften:

(1) UyerU =X (,, die Vereinigung aller Mengen aus 9 ist der ge-
samte Raum*);

(2) fiir alle U,V € 28 und a € UNV gibt es (wie im Bild rechts) ein U ‘
WeBmitacWCUNV. 1%

Dann ist  Basis einer eindeutigen Topologie 7 auf X. Man nennt
die von A erzeugte Topologie.

Beweis. Wir betrachten das Mengensystem

T = { U U; : es gibt eine Indexmenge J und U; € & fur alle i € J}
icJ
aller Teilmengen von X, die sich als Vereinigung von Elementen aus % schreiben lassen. Nach
Definition 1.12 kommt natiirlich nur dieses .7 als Topologie mit Basis 4 in Frage — was bereits die
Eindeutigkeit zeigt. Wir miissen also nur noch zeigen, dass .7~ wirklich eine Topologie ist, also die
drei Eigenschaften aus Definition 1.1 erfiillt:

(a) 0 € 7 istklar; X € 7 gilt nach Voraussetzung (1).
(b) folgt unmittelbar aus der Definition von .7 .

(c) EsseienU,V € Z unda € UNV.DaU und V Vereinigungen von Mengen aus 4 sind, gibt
es Uy,V, € B mitaecU,NV, CUNV. Nach Voraussetzung (2) existiert also eine Menge
W, € Bmitae W, CU,NV, CUNV.Danit gilt analog zum Beweis von Lemma 1.11

unvec | w.cuny,
acUnv

und damit UNV = U,ecpyry Wa € 7. O

Bemerkung 1.15. Beachte, dass die Bedingung (2) aus Satz 1.14 insbesondere dann erfiillt ist, wenn
2 abgeschlossen unter endlichen Durchschnitten ist, also mit U,V € % auch stets UNV € £ gilt
(sofern diese Menge nicht leer ist): Dann kénnen wir ndmlich immer W = U NV wibhlen. In vielen
konkreten Beispielen, wie z. B. den folgenden Konstruktionen, ist dies der Fall und vereinfacht die
Situation damit noch einmal.

01
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Konstruktion 1.16 (Produkttopologie). Es seien X und Y zwei topologische Raume. Wir betrachten
das System

PB={UxV:UCX offen, V C Y offen}
von Teilmengen von X x Y. Dies erfiillt die Eigenschaften (1) und (2) aus Satz 1.14:

(a) ist klar, da der gesamte Raum X X Y bereits eine Menge in & ist.

(b) folgt aus Bemerkung 1.15, da fiir zwei Mengen U; x V] und U x V; in £ ihr Durchschnitt
(U1 NU,) x (V NV,) nach Definition 1.1 (c) auch wieder in 2 liegt.

Nach Satz 1.14 erzeugt £ also eine Topologie auf X x Y. Sie wird die Produkttopologie auf X x Y
genannt und ist die Standardtopologie auf Produkten topologischer Rdume. Ihre offenen Mengen
sind also genau die Vereinigungen von Mengen der Form U x V, wobei U und V offen in X bzw. Y
sind. Natiirlich ldsst sich diese Konstruktion statt fiir zwei auch fiir mehrere Faktoren durchfiihren.

Aufgabe 1.17. Mit Konstruktion 1.16 haben wir auf R” jetzt neben der Standardtopologie noch
eine weitere natiirliche Topologie eingefiihrt, ndmlich die von R induzierte Produkttopologie auf
R"=R x --- x R. Zeige, dass diese beiden Topologien iibereinstimmen, so dass es hier also nicht zu
Missverstiandnissen kommen kann.

Beispiel 1.18 (Sorgenfrey-Topologie). Es sei Z = {[a,b) : a,b € Rmita < b} C Z(R) die Menge
aller links abgeschlossenen und rechts offenen Intervalle in R. Dann erfiillt & die Voraussetzungen
von Satz 1.14:

(a) ist klar, da bereits die Vereinigung der Intervalle [n,n+ 1) fiir n € Z gleich R ist.

(b) folgt aus Bemerkung 1.15, weil nicht-leere Durchschnitte von zwei links abgeschlossenen
und rechts offenen Intervallen wieder von dieser Form sind.

Die damit nach Satz 1.14 von 4 auf R erzeugte Topologie .7 wird Sorgenfrey-Topologie genannt.
Wir werden sie im Folgenden immer mal wieder als nicht-triviales Beispiel einer Topologie auf R
betrachten, die nicht gleich der Standardtopologie ist. In der Tat ist sie feiner als die Standardtopo-
logie:

e Ist U C R offen in der Standardtopologie, so gibt es natiirlich zu jedem a € U ein halboffenes
Intervall [a,a + &,) C U. Die Vereinigung U,y [a,a + &) ist dann offensichtlich gleich U,
und gleichzeitig Sorgenfrey-offen als Vereinigung von Mengen aus %.

e Das halboffene Intervall hingegen [0,1) ist Sorgenfrey-offen, aber nicht offen in der
Standardtopologie.

Die Sorgenfrey-Topologie ist aber natiirlich grober als die diskrete Topologie, denn die einpunktige
Menge {0} kann nicht als Vereinigung von Mengen aus .2 geschrieben werden.

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir nun noch einige bereits aus den ,,Grundlagen der Ma-
thematik™ bekannte topologische Konzepte auf die offensichtliche Art auf allgemeine topologische
Réume iibertragen.

Definition 1.19 (Inneres, Abschluss und Rand). Es seien X ein topologischer Raum, a € X ein Punkt
und M C X eine Teilmenge von X.

(a) Der Punkt a heifit innerer Punkt von M, wenn es eine offene Menge U gibt mita € U C M.
In diesem Fall nennt man M auch eine Umgebung von a. Die Menge aller inneren Punkte
von M wird mit M bezeichnet und das Innere von M genannt.

(b) Der Punkt a heif3t Beriihrpunkt von M, wenn jede offene Menge U mit a € U einen Punkt
aus M enthilt. Die Menge aller Beriihrpunkte von M wird mit M bezeichnet und der Ab-
schluss von M genannt.

Ist M = X, so heiBt M dicht in X.
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(c) Der Punkt a heiit Randpunkt von M, wenn jede offene Menge U mit a € U sowohl einen
Punkt aus M als auch einen aus dem Komplement X\ M enthélt. Die Menge aller Randpunkte
von M wird mit dM bezeichnet und der Rand von M genannt.

Bemerkung 1.20. In allen drei Teilen der Definition 1.19 kann der Begriff ,,offene Menge U* durch
»basis-offene Menge U* ersetzt werden, wenn die Topologie auf X durch eine Basis 4 gegeben ist.
Wir zeigen dies hier exemplarisch fiir Teil (a), also die Aquivalenz

esgibtU C X offenmitac U CM < esgibtV e B mitacV CM.

In der Tat ist die Richtung ,,<=* offensichtlich, weil jede basis-offene Menge offen ist und wir somit
U =V wihlen konnen. Fiir die Richtung ,,.= schreiben wir die gegebene offene Menge U als
Vereinigung basis-offener Mengen aus Z. Da diese basis-offenen Mengen U iiberdecken, gibt es
unter ihnen eine Menge V, die a enthilt und fiir die somita € V C M gilt.

Da basis-offene Mengen in der Regel eine einfachere Form als allgemeine offene Mengen haben,
zeigt diese Bemerkung noch einmal die Niitzlichkeit von Basen beim Umgang mit topologischen
Réumen. In der Tat werden wir auch noch fiir einige andere topologische Eigenschaften sehen, dass
es geniigt, statt beliebiger offener Mengen nur basis-offene Mengen zu betrachten (siehe z. B. Satz
2.4 und Bemerkung 4.2).

Die oben definierten Mengen I\C;I , M und dM erfiillen einige einfache anschauliche Eigenschaften,
die mehr oder weniger direkt aus den Definitionen folgen und wortlich genauso bewiesen werden
wie im Fall von metrischen Rdumen in den ,,Grundlagen der Mathematik* [G2, Lemma 23.40]. Thr
Beweis sei deshalb hier nur der Vollstindigkeit halber angegeben (und wurde in der Vorlesung auch
nicht vorgefiihrt).

Lemma 1.21. Fiir jede Teilmenge M eines topologischen Raumes X gilt:

(a) M ist die Vereinigung aller offenen Mengen, die in M enthalten sind, also

o
M= \J U
UCM offen

o

Insbesondere ist M also die grifite offene Menge, die in M enthalten ist; und M ist genau
o]

dann offen, wenn M = M.

(b) M ist der Durchschnitt aller abgeschlossenen Mengen, die M enthalten, also

M= N A.
ADM abgeschlossen

Insbesondere ist M also die kleinste abgeschlossene Menge, die M enthdilt; und M ist genau
dann abgeschlossen, wenn M = M.

(©) M =M\IM.
(d) M=MUIM.
(e) oM = M\]\O/I Insbesondere ist OM abgeschlossen.

Beweis.

(a) Nach den Definitionen folgt fiir alle a € X sofort

o
a€M & esgibteinUofftnmitacUCM < ac | J U,
UCM offen

und I\C;I ist nach Definition 1.1 (b) offen.
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(b)

()

(d)

(e)
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zeigt man analog zu (a) durch Ubergang zum Komplement: Fiir alle a € X gilt nach Defini-
tion 1.19 (b)

a¢M & esgibteinU offen mita € Uund U C X\M

& ae U U

UCX\M offen
s a¢ () X\U)
UCX\M offen
& ad N A (mit A = X\U).

ADM abgeschlossen
Damit gilt die in (b) behauptete Formel, und M ist nach Bemerkung 1.3 abgeschlossen.

Die Bedingung a ¢ dM bedeutet genau, dass es eine offene Menge U mit a € U gibt, fiir die
entweder U C M oder U C X\M ist. Falls a € M gilt, kann hierbei wegen a € U natiirlich
nur die Alternative U C M auftreten. Also ist a € M\dM genau dann, wenn es eine offene

Menge U mita € U C M gibt, also wenn a € M.

»,C“ Ista € M und a ¢ M, so enthilt jede offene Menge U mit a € U nicht nur einen Punkt
aus M, sondern auch den Punkt a € X\M. Also ist dann a € M.

Die Inklusionen M C M und M C M fiir die Riickrichtung ,,D* folgen sofort aus den Defi-
nitionen.

Die Gleichung folgt sofort aus (¢) und (d); der Rand dM ist dann als Durchschnitt der nach
(a) und (b) abgeschlossenen Mengen M und X'\M abgeschlossen. O

Beispiel 1.22. Wir betrachten die Teilmenge M = [0, 1] von X = R. Was der Rand von M in X ist,
hiingt sehr von der betrachteten Topologie ab:

(a)
(b)

(©)

(d)

Wiihlen wir auf R die Standardtopologie, so ist natiirlich oM = {0, 1}.

Wihlen wir auf R die diskrete Topologie, ist also jede Menge offen und abgeschlossen, so

gilt M = M = M und damit M = M\M = 0@ nach Lemma 1.21. In der Tat kann man auch
direkt sehen, dass kein Punkt a € R ein Randpunkt irgendeiner Teilmenge von R sein kann,
weil {a} eine offene Umgebung von a ist, die natiirlich nicht gleichzeitig einen Punkt aus
der Menge und aus dem Komplement der Menge enthalten kann.

Wihlen wir auf R dagegen die indiskrete Topologie, so folgt aus den Formeln in Lemma

1.21 (a) und (b) sofort M = @ und M = R (denn die einzige offene Menge, die in M liegt,
ist @, und die einzige abgeschlossene Menge, die M enthilt, ist R). Damit ist dM = R nach
Lemma 1.21 (e).

Wihlen wir auf R schlieBlich die Sorgenfrey-Topologie aus Beispiel 1.18, so gibt es zu
jedem a € R mit a # 1 offensichtlich ein € > 0, so dass [a,a + €) entweder ganz in M
oder ganz in X \M liegt — keiner dieser Punkte a € R kann also ein Randpunkt von M sein.
Allerdings ist 1 nach Bemerkung 1.20 ein Randpunkt von M, denn jede basis-offene Menge
[a,b), die 1 enthilt (also fiir die a < 1 < b gilt), enthilt auch einen Punkt groRer als 1, der
damit nicht mehr in M liegt. Also ist hier dM = {1}.

Man kann an diesen Beispielen iibrigens auch eine anschauliche Interpretation ablesen, warum To-
pologien mit mehr bzw. weniger offenen Mengen feiner bzw. grober heilen (siehe Definition 1.1):
Bilden wir von M z.B. in der grobsten moglichen Topologie, der indiskreten Topologie in (c), das
Innere bzw. den Abschluss, d.h. ,,nehmen wir lediglich die Randpunkte weg oder mit hinzu®, so
verhilt sich diese Topologie in der Tat sehr ,,grob* und man erhilt sofort die leere Menge bzw. den
ganzen Raum. Die diskrete Topologie in (b) ist hingegen so ,,fein®, dass beim Weg- oder Hinzuneh-
men der Randpunkte iiberhaupt nichts passiert.
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Aufgabe 1.23. Man beweise oder widerlege: Fiir zwei Teilmengen A und B eines topologischen
Raumes gilt

(@ (AUB)° C AUB;

(b) AUBC AUB;

(c) d(AUB) C JAUJB.
Untersuche jeweils auch die umgekehrten Inklusionen bzw. die Gleichheit!
Aufgabe 1.24. Man zeige:

(a) Ist X ein metrischer Raum, der eine dichte abzihlbare Teilmenge besitzt, so gibt es eine
abzihlbare Basis der Topologie von X.

(b) Die Sorgenfrey-Topologie auf R ist nicht metrisierbar (d. h. es gibt keine Metrik auf R, die
genau die Sorgenfrey-Topologie erzeugt).

Aufgabe 1.25 (Ein topologisches Spiel). Es sei M eine Teilmenge eines topologischen Raumes X.
Ausgehend von M diirfen wir jetzt neue Teilmengen von X konstruieren, indem wir von M oder
bereits vorher konstruierten Mengen entweder das Komplement oder den Abschluss bilden. Starten
wir z. B. mit X = R (mit der Standardtopologie) und M = [0, 1], so ist das Komplement von M gleich
(—0,0) U (1,0), von dieser Menge der Abschluss gleich (—eo,0] U[1, o), und davon wiederum das
Komplement gleich (0, 1). Man iiberpriift schnell, dass weitere Komplemente oder Abschliisse dieser
vier konstruierten Mengen nicht mehr zu neuen Mengen fiihren. Ausgehend von M konnten wir hier
also insgesamt vier verschiedene Mengen erzeugen.

Das Ziel ist es nun, eine Startmenge M zu finden, aus der man durch Komplemente und Abschliisse
moglichst viele verschiedene Teilmengen von R bilden kann. Durch geschickte Wahl von M kann
man deutlich mehr als vier Mengen bekommen — was ist das Maximum?
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2. Stetige Abbildungen

Nachdem wir im letzten Kapitel topologische Raume eingefiihrt haben, wollen wir nun Abbildungen
zwischen solchen Rdumen untersuchen. Wie schon in der Einleitung erwihnt sind in der Topologie
vor allem die stetigen Abbildungen wichtig — in der Tat war die Definition eines topologischen
Raumes ja gerade so motiviert, dass man damit das Konzept von stetigen Abbildungen formulieren
kann. Zur Definition stetiger Abbildungen verwenden wir die folgende Bedingung, die sich in der
Sprache der topologischen Riume formulieren ldsst und von der wir bereits wissen, dass sie in
metrischen Raumen zur €-98-Stetigkeit dquivalent ist [G2, Lemma 24.16]:

Definition 2.1 (Stetigkeit). Essei f: X — Y eine Abbildung zwischen topologischen Riaumen.

(a) f heiBt stetig in einem Punkt a € X, wenn zu jeder Umgebung U von f(a) in ¥ das Urbild
f~Y(U) eine Umgebung von a in X ist.

(b) f heil3t stetig, wenn f in jedem Punkt a € X stetig ist.
@ ¢

(a) In der Tat geniigt es fiir die Stetigkeit von f in a, die Bedingung aus Definition 2.1 (a)
fiir jede offene Umgebung U, bzw. im Fall einer durch eine Basis gegebenen Topologie
fiir jede basis-offene Umgebung von f(a) nachzupriifen: Ist V dann némlich eine beliebige
Umgebung von f(a), so enthilt diese nach Definition 1.19 (a) bzw. Bemerkung 1.20 eine
(basis-)offene Umgebung U von f(a). Wissen wir nun, dass f~!(U) dann eine Umgebung
von a ist, so ist f~1(V) D f~!(U) damit natiirlich erst recht eine Umgebung von a.

(b) Ein Konzept der gleichmifBigen Stetigkeit wie in [G2, Definition 8.34 (b) und Definition
24.24 (a)] lasst sich fiir Abbildungen zwischen allgemeinen topologischen Raumen nicht
definieren, da es keine Moglichkeit gibt, Umgebungen von verschiedenen Punkten ,,grofen-
méBig miteinander zu vergleichen®.

Bemerkung 2.2.

Bemerkung 2.3 (Stetigkeit in metrischen Raumen [G2, Lemma 24.16]). Sind X und Y metrische
Réume, so ist die Definition 2.1 (a) der Stetigkeit einer Abbildung f: X — Y in einem Punkta € X
wie oben schon erwihnt dquivalent zum gewohnten &-d-Kriterium [G2, Lemma 24.16]. Der Voll-
standigkeit halber sei hier noch einmal ein Beweis dafiir gegeben: Zunéchst einmal sieht man mit
dem gleichen Argument wie in Bemerkung 2.2, dass es geniigt, die Bedingung aus Definition 2.1
(a) fiir e-Kugeln Ug(f(a)) um f(a) zu zeigen. Die Bedingung besagt dann aber gerade, dass das
Urbild £~ (Ue(f(a))) eine Umgebung von a ist, also dquivalent dazu eine §-Umgebung Us(a) von
a enthilt. Mit anderen Worten ist die Bedingung genau

Ve e Rug 36 € Rug: Us(a) C £ (Ue(f(a))),

was genau das e--Kriterium ist.

Mochte man von einer Abbildung nicht unbedingt genau wissen, in welchen Punkten sie stetig ist
und in welchen nicht, sondern nur, ob sie in allen Punkten stetig ist, so gibt es hierfiir ein Kriterium,
das oft viel einfacher anzuwenden ist als Definition 2.1. Auch dieses Kriterium, das wir im folgenden
Satz beweisen wollen, ist euch vermutlich zumindest zum Teil schon fiir den Fall von Abbildungen
zwischen metrischen Rdumen aus den Grundlagen der Mathematik bekannt [G2, Satz 24.17].
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Satz 2.4 (Kriterien fiir Stetigkeit). Fiir eine Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Rdumen
sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) f ist stetig.
(b) Fiir alle offenen Teilmengen U C Y ist f~1(U) offen in X
(,, Urbilder offener Mengen sind offen ).
(¢) Fiir alle Basen % der Topologie auf Y gilt: Fiir alle U € % ist f~'(U) offen in X
(,, Urbilder basis-offener Mengen sind offen ).
(d) Es gibt eine Basis % der Topologie auf Y, fiir die gilt: Fiir alle U € % ist f~'(U) offen in
X.
(e) Fiir alle abgeschlossenen Teilmengen A C Y ist f~! (A) abgeschlossen in X

(,, Urbilder abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen ).

Beweis. ,,(a) = (b)*: Es seien f stetig, U C Y offenunda € f~! (U), also f(a) € U.Dannist U eine
Umgebung von f(a), und damit ist £~!(U) nach Definition 2.1 (a) eine Umgebung von a. Es gibt
also eine offene Menge V,, in X mit a € V, C f~!(U). Vereinigen wir nun diese Mengen V, fiir alle
a € f~Y(U), so erhalten wir

fiuyc |J Ve (demnaeV,firalleac f'(U))
acf~1(U)
cf'w)  (wegenV, C f7H(U)).
Also gilt hier die Gleichheit, und f~!'(U) ist als Vereinigung offener Mengen offen.
,»(b) = (c)“ist trivial, da basis-offene Mengen immer auch offen sind.
»(€) = (d)“ ist ebenfalls trivial (wihle z. B. fiir £ die Basis aller offenen Mengen).

»(d) = (a)*“: Es seien a € X beliebig und U eine Umgebung von f(a) in Y. Dann gibt es nach
Bemerkung 1.20 eine basis-offene Menge V in ¥ mit f(a) € V C U. Da Urbilder basis-offener
Mengen unter f nach (d) offen sind, ist £~'(V) nun offen in X. Wegen a € f~'(V) C f~1(U) ist
f~Y(U) damit eine Umgebung von @ in X. Also ist f stetig in a.

,(b) & (e)*“: Dies ergibt sich sofort durch Ubergang zum Komplement, da

o) =x\r'(v)
fiir jede (offene) Teilmenge U von Y gilt. O

Beispiel 2.5. Aufgrund von Bemerkung 2.3 iibertragen sich natiirlich alle Beispiele und Gegen-
beispiele fiir stetige Abbildungen zwischen metrischen Rdumen, die ihr aus den ,,Grundlagen der
Mathematik* kennt, sofort auf unsere neue Definition. Hier sind noch ein paar weitere Beispiele:

(a) Eine stetige Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Rdumen bleibt stetig, wenn man
die Topologie auf X feiner oder die auf ¥ grober macht — denn dann ist die neue Stetigkeits-
bedingung aus Satz 2.4 (b) ja schwicher als die alte.

Im Extremfall, wenn X die diskrete (also feinstmdgliche) oder Y die indiskrete (also grobst-
mogliche) Topologie hat, ist sogar jede Abbildung f: X — Y stetig, da die Bedingung aus
Satz 2.4 (b) dann immer erfiillt ist.

(b) Eine konstante Abbildung f: X — Y zwischen beliebigen topologischen Rdumen ist immer
stetig, denn Urbilder beliebiger Teilmengen von Y konnen nur @ und X sein und sind damit
nach Definition 1.1 (a) offen.

(c) Es sei Y eine Teilmenge eines topologischen Raumes X. Wie tiblich fassen wir ¥ mit der
Teilraumtopologie aus Konstruktion 1.7 selbst wieder als topologischen Raum auf. Wir be-
trachten die Inklusionsabbildung

i:Y—>X a—a.



16 Andreas Gathmann

Ist U C X offen, so ist natiirlich i’l(U ) =Y NU, und diese Menge ist nach Definition der
Teilraumtopologie offen in Y. Also ist i nach Satz 2.4 ,(b) = (a)* stetig. In der Tat sind
genau die Mengen dieser Form offen in ¥ — was man auch so formulieren kann, dass die
Teilraumtopologie die grobste Topologie auf'Y ist, fiir die die Inklusionsabbildung i: ¥ — X
stetig ist.

(d) Sind f: X — Y und g: Y — Z stetige Abbildungen zwischen topologischen Riumen, so ist
auch die Verkettung go f: X — Z stetig — dies ergibt sich z. B. sofort aus dem Stetigkeits-
kriterium aus Satz 2.4 (b).

Aufgabe 2.6. Es sei .7 die Topologie zur Postamtmetrik auf R? aus Beispiel 1.5 (a).
(a) Zeige, dass fiir x € R? die einpunktige Menge {x} genau dann offen bzgl. .7 ist, wenn x # 0
ist.
(b) Bestimme eine moglichst einfache Basis der Topologie 7.
(¢) In welchen Punkten ist die Abbildung (R?,.7) — (R?,.7), (x1,x2) ~ (x1 + 1,x2) stetig?
Aufgabe 2.7 (Andere Stetigkeitsbegriffe aus der Analysis). Es seien f: R — R eine Funktion und
acR.

() Die Funktion f heifit in a rechtsseitig stetig, wenn lim f(x) = f(a) gilt.
x>a
Zeige, dass diese Bedingung dquivalent ist zur Stetigkeit in a als Abbildung f: (R, .7) —» R,
wobei .7 die Sorgenfrey-Topologie ist und der Zielraum die Standardtopologie hat.
(b) Die Funktion f heif3t in a halbstetig von oben, wenn
VeeR- g6 €ER o VXxER: |x—a|<d = f(x)—f(a) <Ee.

Konstruiere eine Topologie .7 auf R, so dass diese Bedingung #dquivalent ist zur Stetigkeit
in a als Abbildung f: R — (R, ), wobei der Startraum die Standardtopologie hat.

Was bedeutet diese Bedingung anschaulich?
Aufgabe 2.8. Es sei f: X — Y eine Abbildung zwischen topologischen Rdumen. Man zeige:

(a) Sind Uy,...,U, offene Mengen in X mit U; U---UU, = X und ist f|y, stetig fiir alle i, so ist
f stetig.

(b) SindAj,...,A, abgeschlossene Mengen in X mit A; U---UA, =X und ist |, stetig fiir alle
i, soist f stetig.

Gelten diese Aussagen auch noch fiir Uberdeckungen von X durch unendlich viele Teilmengen?

Aufgabe 2.9 (Stetigkeit # Folgenstetigkeit). In dieser Aufgabe wollen wir sehen, dass man die
Stetigkeit von Abbildungen zwischen topologischen Rdumen im Allgemeinen nicht mit Hilfe von
Folgen tiberpriifen kann — im Gegensatz zum Fall von metrischen Riumen [G2, Bemerkung 24.5
(b)]. Aus diesem Grund spielen Folgen in der Topologie auch eine viel geringere Rolle als in der
Analysis. (Man briuchte hier stattdessen die Begriffe von sogenannten Netzen oder Filtern, die
man sich als geeignet verallgemeinerte Folgenbegriffe vorstellen kann — wir wollen darauf in dieser
Vorlesung jedoch nicht weiter eingehen.)

(a) Man zeige: In der Komplement-abzihlbar-Topologie aus Beispiel 1.5 (c) konvergiert eine
Folge (x,), in X genau dann gegen ein a € X, wenn x, = a fiir fast alle n gilt. (Wie ist
eigentlich Folgenkonvergenz in einem topologischen Raum definiert?)

(b) Gib ein Beispiel fiir eine Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Raumen an, die in
einem Punkt a € X zwar das Folgenkriterium

fiir jede Folge (x,,), in X mit x, — a gilt f(x,) — f(a)
erfiillt, die aber dennoch nicht stetig in a ist.

Warum genau kann der fiir metrische Rdume bekannte Beweis des Folgenkriteriums fiir
Stetigkeit nicht auf beliebige topologische Rdume verallgemeinert werden?
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Ein weiteres interessantes und wichtiges Beispiel zu stetigen Abbildungen ergibt sich bei der Un-
tersuchung der Produkttopologie aus Konstruktion 1.16. Es ist die direkte Ubertragung der aus den
»Grundlagen der Mathematik* bekannten Aussage, dass die Stetigkeit einer Abbildung von einem
metrischen Raum nach R” komponentenweise im Zielraum iiberpriift werden kann [G2, Lemma
24.7]. Wir formulieren es hier als eigenes Lemma.

Lemma 2.10 (Stetige Abbildungen in Produkte). Es seien X und Y topologische Rdume sowie
wx: X XY = Xund ny: X XY — Y die Projektionsabbildungen. Dann gilt:

(a) my und 7y sind stetig.
(b) Eine Abbildung f: Z — X XY von einem topologischen Raum Z in das Produkt X x Y ist

genau dann stetig, wenn die beiden Komponentenabbildungen fx := nxo f: Z — X und
fri=myof:Z—Y stetig sind.

Beweis.

(a) Ist U C X offen, so ist das Urbild 7y '(U) = U x Y nach Definition der Produkttopologie
offen in X x Y. Also ist Ty (und analog auch 7y) stetig nach Satz 2.4 (b).

(b) ,,=*: Ist f stetig, so sind nach (a) natiirlich auch fx und fy als Verkettungen stetiger Abbil-
dungen stetig (siehe Beispiel 2.5 (d)).

»<=":Es seien fx und fy stetig. Nach Satz 2.4 ,,(d) = (a)“ geniigt es zu zeigen, dass Urbilder
unter f von Mengen der Form U x V fiir offene Mengen U C X und V C Y wieder offen sind.
In der Tat ist nun

FlUXV)Y={z€Z: f(z) eUxV}={z€Z: fx(z) €U und fy(z) € V}
=K' U)NKV)

nach Satz 2.4 (b) offen, da fy und fy als stetig vorausgesetzt wurden. O

Bemerkung 2.11 (Initialtopologien). Man kann leicht iiberpriifen, dass die Eigenschaft aus Lemma
2.10 (b) die Produkttopologie eindeutig charakterisiert, d. h. dass die Produkttopologie die einzige
Topologie auf X x Y ist, mit der diese Aussage richtig ist. Man nennt dies daher die universelle
Eigenschaft der Produkttopologie. Analog rechnet man leicht nach, dass die Produkttopologie die
grobste Topologie auf X x Y ist, beziiglich der die Aussage aus Lemma 2.10 (a) gilt.

In der Tat ist dies ein spezieller Fall einer sogenannten Initialtopologie: Hat man eine Familie to-
pologischer Rdume (X;);e;, eine Menge Y und Abbildungen 7;: ¥ — X; fiir alle i € J gegeben, so
definieren diese Daten eine sogenannte Initialtopologie auf Y als die die grobste Topologie auf Y,
beziiglich der alle 7; stetig sind, oder alternativ als die eindeutig bestimmte Topologie auf Y, so dass
eine Abbildung f: Z — Y von einem beliebigen topologischen Raum Z genau dann stetig ist, wenn
alle Verkettungen m;o f': Z — X; es sind.

Ein weiteres Beispiel einer Initialtopologie, das wir bereits gesehen haben, ist die Teilraumtopologie
(siehe Beispiel 2.5 (c)). In diesem Fall gibt es nur eine Abbildung : ¥ — X, ndmlich die Inklusion
einer Teilmenge Y in einem topologischen Raum X.

Wir werden diese allgemeinen Initialtopologien in dieser Vorlesung aber nicht weiter untersuchen.
Es gibt iibrigens auch eine entsprechende ,,duale* Version mit ,,umgekehrten Pfeilrichtungen®, die
sogenannten Finaltopologien (siche Bemerkung 5.7).

Beispiel 2.12 (Summen und Produkte stetiger Abbildungen nach R). Es seien f,g: X — R zwei
stetige Abbildungen von einem beliebigen topologischen Raum X in die reellen Zahlen mit der
Standardtopologie. Dann sind auch

e X—=>Rx—f(x)+g®) und f-g: X >R, x— f(x) g(x)

stetig: Die Abbildung X — R?, x +— (f(x),g(x)) ist stetig nach Lemma 2.10 (b), und die beiden
Abbildungen f + g und f - g ergeben sich daraus durch Verkettung mit den bekanntlich stetigen
Abbildungen R? — R, (x1,x2) > x1 +x3 bzw. R? — R, (x1,x2) > x1x2.

Wir werden dies im Folgenden oft benutzen, ohne jedes Mal explizit darauf hinzuweisen.
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Von besonderer Bedeutung sind die Abbildungen, die nicht nur stetig sind, sondern auch noch ei-
ne stetige Umkehrabbildung besitzen. Sie haben einen besonderen (und nicht besonders schonen)

Namen:

Definition 2.13 (Homoomorphismen). Es seien X und Y topologische Raume.

()

(b)

Eine Abbildung f: X — Y heist Hom6omorphismus, wenn sie stetig und bijektiv ist, und
die Umkehrabbildung f~! ebenfalls stetig ist.

Die Riume X und Y heilen homéomorph (in Zeichen: X 22 Y), wenn es zwischen ihnen
einen Homoomorphismus f: X — Y gibt.

Bemerkung 2.14.

(a)

(b)

Nach dem Stetigkeitskriterium aus Satz 2.4 (b) ist eine Abbildung f: X — Y zwischen to-
pologischen Rdumen genau dann ein Homdomorphismus, wenn sie bijektiv ist und unter f
sowohl Urbilder als auch Bilder (die man ja dann als Urbilder von f~! auffassen kann) offe-
ner Mengen wieder offen sind. Anders ausgedriickt ist f genau dann ein Homéomorphismus,
wenn f bijektiv ist und die offenen Mengen von X und Y eins zu eins aufeinander abbildet.
Da die offenen Mengen ja aber gerade das sind, was eine Topologie definiert, heif3t das also,
dass zwei topologische Riume genau dann homdomorph sind, wenn sie topologisch unun-
terscheidbar sind. Homdomorphe Riume werden daher auch oft als topologisch isomorph
oder topologisch dquivalent, Homdomorphismen als topologische Isomorphismen bezeich-
net. Sie spielen in der Topologie dieselbe Rolle wie z. B. in der Algebra die Isomorphismen
von Gruppen oder Vektorrdumen.

In der Definition eines Homoomorphismus ist die Bedingung, dass f~! ebenfalls stetig ist,
nicht iiberfliissig — im Gegensatz z. B. zur Theorie von Vektorrdumen, wo die Umkehrabbil-
dung eines bijektiven Homomorphismus ja stets automatisch wieder ein Homomorphismus
ist. Ein sehr einfaches Beispiel hierfiir ist die identische Abbildung f: R — R, x — x, wenn
wir den Startraum mit der diskreten und den Zielraum mit der indiskreten Topologie verse-
hen: Natiirlich ist f bijektiv und nach Beispiel 2.5 (a) stetig, aber da sich die offenen Mengen
im Start- und Zielraum nicht entsprechen, ist f kein Homdomorphismus.

Wir werden in Folgerung 4.14 allerdings noch ein einfaches hinreichendes Kriterium dafiir
kennenlernen, wann eine stetige bijektive Abbildung bereits ein Homoomorphismus ist.

Beispiel 2.15 (Beispiele homdomorpher Raume).

(a)

(b)

Die Abbildung f: R — (—%,7), x = arctanx wie im
Bild rechts ist bekanntlich bijektiv und stetig (in der
Standardtopologie), genau wie ihre Umkehrabbildung
f':(=%,%2) > R, x — tanx. Also ist f ein Homdomor-
phismus, d. h. R ist (mit der Standardtopologie) topologisch
dquivalent zum offenen Intervall (—%,%) — und analog na-

tiirlich auch zu jedem anderen offenen Intervall.

Wir schlielen daraus, dass die Topologie in diesem Sinne nicht zwischen ,,unterschiedlich
groBen* Rdumen unterscheiden kann, auch nicht zwischen solchen ,,mit endlicher und un-
endlicher Ausdehnung*.

Es seien || - || und || - || zwei Normen auf R" sowie
X={xeR":||x]|<1} und X' ={xeR":|x]/ <1}

die zugehorigen Einheitskugeln [G2, Definition 23.1]. Im Bild unten ist dies fiir die Maxi-
mumsnorm | - || = || - ||~ und die euklidische Norm || - ||" = || - ||> in der Ebene dargestellt,
so dass die beiden Einheitskugeln ein (abgeschlossenes) Quadrat bzw. ein (abgeschlossener)
Kreis sind [G2, Beispiel 23.3].
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X b'd XX

Wir betrachten nun die Abbildung

X=X, xes “i”’x fiir x 70,
’ 0 fiir x =0,

die jeden Vektor um einen variablen Faktor streckt. Sie erfiillt offensichtlich || f(x)|| = ||x||
fiir alle x € X. Daraus folgt sofort:

e Ausx€X,also |x|| <1, ergibt sich auch || f(x)||" < 1 und damit f(x) € X’. Also bildet
f wirklich wie behauptet X auf X’ ab.

e Die Abbildung f ist stetig: Bekanntlich kénnen wir dies mit dem &-§-Kriterium in
einer beliebigen Norm iiberpriifen, da alle Normen die Standardtopologie erzeugen
[G2, Bemerkung 24.5 (b)]. Insbesondere konnen wir im Start- und Zielraum auch
unterschiedliche Normen wihlen — in diesem Fall || - || im Startraum und || - ||’ im
Zielraum. Dann besagt die Gleichung || f(x)||" = ||x|| aber gerade || f(x)|" < € fiir alle
x € X mit ||x|| < & womit f in O stetig ist. Die Stetigkeit in den anderen Punkten folgt
natiirlich einfach daraus, dass Normen stetig sind [G2, Beispiel 24.3] und f dort somit
aus stetigen Funktionen zusammengesetzt ist.

[lx|I"

Da f offensichtlich bijektiv ist mit Umkehrabbildung f~': x — B ist £~ mit dem
gleichen Argument ebenfalls stetig. Also ist f ein Homdomorphismus, die beiden Einheits-
kugeln X und X’ sind (in der Standardtopologie) hom&omorph.

Wir konnen dieses Ergebnis so interpretieren, dass die Topologie ,,keine Formen oder Ecken
sieht*: Ein Quadrat ist z. B. topologisch dquivalent zu einem Kreis.

Aufgabe 2.16. Es seien D ein Dreieck und K ein (abgeschlossener) Kreis in R? mit der Standard-
topologie. Zeige, dass D und K homdomorph sind.

Beispiel 2.17 (Beispiele nicht-homdomorpher Raume).

(a)

(b)

Zwischen Q und Z gibt es zwar bijektive Abbildungen (da beides abzdhlbar unendliche
Mengen sind); als Teilmengen von R mit der Teilraumtopologie betrachtet sind sie jedoch
nicht hom&omorph, da Z die diskrete Topologie besitzt und Q nicht.

Man kann zeigen, dass die Topologie ,,Dimensionen unterscheiden kann*: So sind z. B. die
Raume R” fiir n € Ny alle topologisch verschieden, also paarweise nicht zueinander ho-
moomorph. Dies ist jedoch schon ein schwieriges Resultat der algebraischen Topologie, von
dem wir in dieser Vorlesung in den Beispielen 3.9 (a) und 8.18 nur die Spezialfille beweisen
konnen, dass R! und R? nicht zu den anderen R” homoomorph sind. Die Situation ist dabei
deutlich komplizierter als man zunichst annehmen wiirde: Dass z. B. R! nicht homéomorph
zu R? ist, liegt nicht etwa daran, dass R? zu grof3* ist, um mit einer stetigen Abbildung
durch R! ausgefiillt zu werden. Es gibt nimlich durchaus stetige und surjektive Abbildun-
gen von R! nach R?, wie wir gleich in Satz 2.18 und Aufgabe 2.19 (b) sehen werden. In
der Tat macht die Existenz derartig ,,wilder* stetiger Abbildungen einige Beweise in der
Topologie deutlich schwieriger, als man sich das wiinschen wiirde.

Satz 2.18 (Peano-Kurve). Es gibt eine stetige und surjektive Abbildung von I' = [0,1] C R nach
I? = [0, 1]2 C R2. Man bezeichnet eine solche Abbildung, also eine , flichenfiillende Kurve*, als
Peano-Kurve.
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Beweisskizze. Da die Peano-Kurven fiir uns eigentlich nur als ,,abschreckendes Beispiel* dienen,
werden wir den Beweis dieses Satzes hier nur skizzieren, so dass man die Idee hinter der Kon-
struktion erkennen kann. Die Details zu diesem Beweis konnt ihr in [G2, Satz 24.43] finden, ein
alternativer Beweis ergibt sich spiter mit den Methoden dieser Vorlesung in Aufgabe 4.28 (c).

Wir konstruieren die gesuchte stetige surjektive Funktion f: I' — I? als Grenzwert einer rekursiv
definierten Funktionenfolge (f,,) mit f,: I' — I”. Dabei ist fy einfach die Gerade

for I' = It (1,0),

die das Einheitsquadrat mit konstanter Geschwindigkeit von links unten nach rechts oben durchlauft.
Fiir die nichste Funktion f; teilen wir IZ in 9 gleich groBe Teilquadrate entlang der horizontalen und
vertikalen Linien bei % und %, und durchlaufen nun diese 9 Teilquadrate der Reihe nach entlang ihrer
Diagonalen wie im Bild unten dargestellt. Die Abbildung f; besteht also aus 9 Geradenstiicken, die
alle mit gleicher Geschwindigkeit durchlaufen werden — ihr Bild unten ist an den Ecken nur deswe-
gen abgerundet eingezeichnet, damit den Verlauf besser erkennen kann. Beachte, dass die zuriickge-
legte Strecke von f| dreimal so lang ist wie bei f und der Weg daher mit dreifacher Geschwindigkeit
durchlaufen wird.

1 o) =7

fo(0)

Jo

Die néchste Abbildung f> entsteht nun aus fi, indem wir wie im Bild oben jedes der 9 Geradenstiicke
von fi (z.B. das in dem dunkel eingezeichneten Teilquadrat) durch einen Weg ersetzen, der selbst
wieder wie f] aussieht. Entsprechend ersetzen wir dann jedes der Geradenstiicke von f> durch einen
Weg wie fi, um f3 zu erhalten. Setzen wir dieses Verfahren fort, so erhalten wir eine Folge von
Abbildungen f,,: I' — I%.

Man kann nun zeigen, dass der Grenzwert f(t) := lim, o f;,(¢) fiir alle # € I' existiert und die so
konstruierte Abbildung f: I' — I? stetig und surjektiv ist [G2, Satz 24.43]. O

Aufgabe 2.19. Konstruiere eine stetige surjektive Abbildung ...

(a) von I' nach I3;

(b) von R nach R2.

Bemerkung 2.20. Da homéomorphe Ridume als topologisch gleichwertig anzusehen sind, ist es
eines der wichtigsten Probleme der Topologie herauszufinden, ob zwei gegebene Raume X und Y
homoomorph sind oder nicht. Sind die Rdume homdomorph, so wird man dies in der Regel natiirlich
dadurch beweisen, dass man einen Homdomorphismus f: X — Y konkret angibt — so wie wir das
in Beispiel 2.15 getan haben. Wie aber zeigt man, dass zwei Rdume nicht homdomorph sind, also
dass es keinen Homdomorphismus zwischen ihnen geben kann? Die Idee ist hierbei, topologische
Eigenschaften zu suchen (also solche, die unter Homoomorphismen unveridndert bleiben), die bei
den beiden Rdumen verschieden sind. Was fiir Eigenschaften von Rdumen sind also derartige topo-
logische Eigenschaften? Wir haben in Beispiel 2.15 schon gesehen, dass die Grofe und eventuelle
,-Ecken des Raumes nicht dazu gehoren.

Wir betrachten dazu einmal die unten abgebildeten fiinf topologischen Riume (als Teilriume von R?
mit der Standardtopologie aufgefasst). Sie sind alle als ,,zweidimensionale Objekte* zu verstehen,
es handelt sich also jeweils nur um die Oberfliache der betrachteten Figuren.
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& T4

() (b) © (d) (e)

Diese Ridume sind in der Tat alle nicht homdomorph zueinander. Auch wenn wir dies momentan
noch nicht exakt beweisen konnen, sind die topologischen Eigenschaften, die bei diesen Riumen
verschieden sind, anschaulich leicht einzusehen: Die beiden Binder (a) und (b) haben im Gegensatz
zu den anderen drei Rdumen eine ,,Berandung®, und diese Berandung besteht beim gewohnlichen
Band (a) aus zwei unzusammenhingenden Kreislinien, wéihrend sie beim Mobiusband (b) aus nur
einer Kreislinie besteht (sieche auch Beispiel 5.9 (b)). Die Vereinigung (e) von zwei Kugeln ist im
Gegensatz zu den anderen Rdumen unzusammenhingend, und der Torus (d) hat im Gegensatz zur
Kugel (c) ein ,,Loch*.

Wir werden im Rest dieses Skripts noch viele derartige topologische Eigenschaften kennen lernen
und auch mathematisch exakt formulieren. Im néchsten Kapitel beginnen wir dabei mit dem Begriff
des Zusammenhangs, den wir gerade eben bei der Unterscheidung der im Bild oben dargestellten
Réume ja auch schon verwendet haben.
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3. Zusammenhang

Eine der anschaulichsten Eigenschaften eines topologischen Raumes ist wahrscheinlich, ob er ,,zu-
sammenhingend* ist oder aus mehreren Teilen besteht. Wir wollen dieses Konzept des Zusammen-
hangs nun mathematisch exakt einfiihren. Es stellt sich heraus, dass es zwei ganz verschiedene Arten
gibt, es zu definieren.

Definition 3.1 (Wegzusammenhingende und zusammenhidngende Rdume). Es sei X ein topologi-
scher Raum.

(a) X heifit wegzusammenhiingend, wenn es zu jeder Wahl von zwei Punkten x,y € X eine
stetige Abbildung y: [a,b] — X mit ¥(a) = x und y(b) =y gibt (wobei das abgeschlossene
reelle Intervall [a,b] mit der Standardtopologie versehen ist). Eine solche Abbildung nennt
man einen Weg von x nach y.

Y A

a b X

(b) X heifit zusammenhiingend, wenn man X nicht als disjunkte Vereinigung X = U UV von
zwei nicht-leeren offenen Teilmengen U,V C X schreiben kann.

Oft werden wir auch sagen, dass eine Teilmenge A eines topologischen Raumes X wegzusammen-
hingend bzw. zusammenhéngend ist. Dies ist dann natiirlich so zu verstehen, dass der topologische
Raum A mit der Teilraumtopologie (siehe Konstruktion 1.7) die entsprechende Eigenschaft hat.

Bemerkung 3.2.

(a) Das Konzept des Wegzusammenhangs erlaubt eine naheliegende Verfeinerung: Auf einem
topologischen Raum X ist die Relation

x~Yy & esgibt einen Weg in X von x nach y

offensichtlich eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklassen dieser Relation nennt man
Wegzusammenhangskomponenten. Mit dieser Definition ist der Raum X also genau dann
wegzusammenhédngend, wenn er genau eine Wegzusammenhangskomponente besitzt (die
dann ganz X ist).

(b) Ist X in Definition 3.1 (b) die disjunkte Vereinigung von zwei Mengen U und V, so ist
natiirlich V = X\U. Die Bedingung, dass U und V offen sind, ist also dquivalent dazu, dass
U gleichzeitig offen und abgeschlossen ist. Wir konnen Definition 3.1 (b) damit auch so
umformulieren: Ein topologischer Raum X heifit zusammenhéngend, wenn die leere Menge
@ und der ganze Raum X die einzigen Teilmengen von X sind, die sowohl offen als auch
abgeschlossen sind.

Die Idee hinter der Definition 3.1 (a) eines wegzusammenhingenden Raumes ist natiirlich sofort ein-
leuchtend und vermutlich auch schon aus den ,,Grundlagen der Mathematik* bekannt [G2, Definition
24.20]. Sie wirkt aus topologischer Sicht jedoch recht unnatiirlich, da sie die Standardtopologie von
reellen Intervallen, also topologische Eigenschaften eines willkiirlich gewihlten Beispielraums be-
nutzt. Diesen Nachteil hat die Definition 3.1 (b) des Zusammenhangs nicht — dafiir ist bei ihr aber
anschaulich zunichst einmal tiberhaupt nicht klar, wieso die Existenz von gleichzeitig offenen und
abgeschlossenen Teilmengen etwas damit zu tun haben soll, ob ein Raum ,,aus mehreren Teilen be-
steht”. Wir wollen die beiden eingefiihrten Zusammenhangsbegriffe daher zunichst anhand von ein
paar Beispielen untersuchen.
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Beispiel 3.3.

(a)

(b)

Ein abgeschlossenes Intervall X = [a,b] C R (mit der Standardtopologie) ist natiirlich weg-
zusammenhingend, da sich zwei beliebige Punkte x,y € [a,b] immer durch einen Weg mit-
einander verbinden lassen, z. B. mit y: [0,1] — [a,b], Y() = x+1(y —x).

In der Tat ist [a, b] auch zusammenhingend: Gibe es nidmlich eine Darstellung [a,b] = U UV
mit disjunkten und in [a, b] offenen Teilmengen U und V, so wire die Abbildung

0 fii U
fila,b >R, x> arxe Y
1 firxeV

wohldefiniert und nach Satz 2.4 (b) stetig — im Widerspruch zum Zwischenwertsatz [G2,
Satz 8.21].

Andere Intervalle in R (offene, halboffene, uneigentliche) sind natiirlich mit denselben Ar-
gumenten ebenfalls sowohl wegzusammenhéngend als auch zusammenhingend.

Die rationalen Zahlen X = Q sind nicht wegzusammenhingend: Sind a,b € QQ verschieden,
so wire ein Weg von a nach b in Q auch ein Weg von a nach b in R und miisste damit
nach dem Zwischenwertsatz [G2, Satz 8.21] auch alle irrationalen Zahlen zwischen a und
b treffen — was natiirlich ein Widerspruch ist. Damit ist jeder Punkt von X seine eigene
Wegzusammenhangskomponente.

Wegen der disjunkten offenen Zerlegung
Q:{xe@:x<ﬁ}u{x€(@:x>\@}

ist Q auch nicht zusammenhingend.

In den bisher betrachteten Beispielen waren die Eigenschaften ,,wegzusammenhingend* und ,,zu-
sammenhidngend* gleichwertig. Der folgende Satz zeigt, dass dies in der Tat oft der Fall ist (wenn
auch nicht immer, wie wir in Beispiel 3.8 sehen werden).

Satz 3.4 (Wegzusammenhang und Zusammenhang). Es sei X ein topologischer Raum.

(a)
(b)

Beweis.

(a)

(b)

Ist X wegzusammenhdngend, so ist X auch zusammenhdngend.

Ist X zusammenhdngend und besitzt jeder Punkt x € X eine wegzusammenhcdngende Umge-
bung, so ist X auch wegzusammenhdiingend.

Angenommen, X wire nicht zusammenhéngend, d. h. wir kénnten X = U UV als disjunkte
Vereinigung nicht-leerer offener Mengen schreiben. Wir wihlen Punkte x € U und y € V.
Da X als wegzusammenhingend vorausgesetzt ist, gibt es nun einen Weg ¥: [a,b] — X von
xnach y. Wegen X = U UV ist dabei natiirlich

[a,b] =y~ (U)UY (V).
Diese Vereinigung ist disjunkt, da U und V es sind. Die beiden vereinigten Mengen sind

auch beide nicht leer (da sie den Punkt a bzw. b enthalten) und nach Satz 2.4 (b) offen.
Damit miisste [a,b] unzusammenhingend sein, im Widerspruch zu Beispiel 3.3 (a).

Beachte zunichst, dass alle Wegzusammenhangskomponenten offen sind: Ist nimlich U eine
Wegzusammenhangskomponente von X, so gibt es nach Voraussetzung zu jedem x € U eine
wegzusammenhédngende Umgebung Uy, die damit natiirlich in U liegen muss. Dies bedeutet
genau, dass U offen ist.

Es sei nun V die Vereinigung aller anderen Wegzusammenhangskomponenten von X. Als
Vereinigung offener Mengen ist V dann offen; und da die Wegzusammenhangskomponenten
(als Klassen einer Aquivalenzrelation) eine Partition von X bilden, vereinigen sich U und V
disjunkt zu X. Da X nun zusammenhéngend ist, muss also V = @ gelten. Also war U schon
die einzige Wegzusammenhangskomponente von X, d. h. X ist wegzusammenhingend. [
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Bemerkung 3.5. Die Zusatzbedingung in Satz 3.4 (b), dass jeder Punkt x € X eine wegzusammen-
hingende Umgebung besitzt, ist z. B. fiir offene Mengen in R” stets erfiillt. In diesem Fall stimmen
die Begriffe ,,wegzusammenhingend* und ,,zusammenhingend* also iiberein. Wie schon angekiin-
digt werden wir allerdings in Beispiel 3.8 gleich noch sehen, dass diese beiden Begriffe im Allgemei-
nen verschieden sind. Um die Zusammenhangseigenschaften in diesem Beispiel besser untersuchen
zu konnen, wollen wir aber zunichst noch zwei Aussagen beweisen, die generell niitzlich sind, um
herauszufinden, ob ein gegebener Raum wegzusammenhidngend bzw. zusammenhingend ist oder
nicht. Das erste ist einfach die anschauliche Aussage, dass ein zusammenhédngender Raum durch
eine stetige Abbildung nicht ,,auseinander gerissen®, also unzusammenhingend gemacht werden
kann.

Lemma 3.6. Es sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen Ridumen.

(a) Ist X wegzusammenhiingend, so auch f(X).
(b) Ist X zusammenhdiingend, so auch f(X).

Beweis.

(a) Es seien x,y € f(X), also x = f(x') und y = f()') fiir gewisse x’,y’ € X. Da X wegzusam-
menhingend ist, gibt es einen Weg y: [a,b] — X mit y(a) = x’ und y(b) = y'. Der Weg
foy:la,b] = f(X) verbindet dann die Punkte x und y miteinander.

(b) Angenommen, f(X) wire unzusammenhiingend, d. h. es gébe eine disjunkte Vereinigung
f(X) = U UV mit nicht-leeren und in f(X) offenen Mengen U und V. Dann wire auch
X = f~Y(U)u f~1(V) eine disjunkte Vereinigung von nicht-leeren offenen Mengen (siche
Satz 2.4 (b)). Dies ist ein Widerspruch dazu, dass X als zusammenhingend vorausgesetzt
wurde. O

Das zweite Lemma, das wir noch benétigen, ist zwar auch einfach, aber schon weit weniger anschau-
lich — und in der Tat auch einer der Punkte, in denen sich Wegzusammenhang und Zusammenhang
unterschiedlich verhalten.

Lemma 3.7. Es sei A eine Teilmenge eines topologischen Raumes X. Weiterhin sei B C X eine
Teilmenge mit A C B C A, d. h. B entstehe aus A durch Hinzunehmen einiger Randpunkte.

Ist dann A zusammenhdngend, so auch B.

(Die entsprechende Aussage fiir ,, wegzusammenhdngend “ ist falsch, wie wir in Beispiel 3.8 (b) sehen
werden.)

Beweis. Wire B unzusammenhingend, so gibe es eine disjunkte Zerlegung B = U UV in nicht-
leere und in B offene Teilmengen U und V. Die Mengen U und V enthalten wegen B C A also einen
Beriihrpunkt von A und miissen nach Definition 1.19 (b) damit auch einen Punkt von A enthalten,
d.h. ANU und ANV sind nicht leer. Schneiden wir die Zerlegung B = U UV also mit A, erhalten
wir die disjunkte Zerlegung A = (ANU) U (ANV) in zwei nicht-leere Teilmengen, die in der Teil-
raumtopologie von A offen sind. Dies ist ein Widerspruch dazu, dass wir A als zusammenhéngend
vorausgesetzt haben. U

Beispiel 3.8 (Ein zusammenhingender, aber nicht wegzusammenhéngender Raum). Der folgende
Raum ist wohl eines der einfachsten Beispiele dafiir, dass die Begriffe des Wegzusammenhangs und
des Zusammenhangs i. A. verschieden sind: Es sei

1
X ={(0,0)}u { (x,cos ;) X € R>o} CR2
Dann gilt:

(a) X ist zusammenhzngend: Nach Beispiel 3.3 (a) ist R+ zu-
sammenhéngend, nach Lemma 3.6 (b) also auch das Bild
von R unter der stetigen Abbildung x — (x,cos 1), d.h.
der Raum X\{(0,0)}. Das Hinzufiigen des Randpunktes
(0,0) éndert nach Lemma 3.7 nun ebenfalls nichts mehr
am Zusammenhang dieser Menge.
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(b) X ist nicht wegzusammenhingend: Andernfalls giibe es einen Weg ¥y = (71,%): [a,b] = X
mit ¥(a) = (0,0) und y(b) = (1,cos 1). Nach dem Zwischenwertsatz fiir 7; gibt es fiir alle
n € Nog nunx, € [a,b] mit ¥ (x,) = 7. und damit »(x,) = cos(27n) = 1; insbesondere gilt
also 71 (x,) — 0 fiir n — oo.

Nach dem Satz von Bolzano-WeierstraR [G2, Satz 6.21] kénnen wir nun aus der Folge (x,,),
eine konvergente Teilfolge (x,, ) auswihlen; es sei x € [a,b] ihr Grenzwert. Wegen der Ste-
tigkeit von ¥ gilt dann y(x) = limy_,e (71 (%, ), %2(xn,)) = (0,1) & X, was ein Widerspruch
1st.

Beachte, dass dieses Argument auch zeigt, dass die Aussage von Lemma 3.7 nicht auch
analog fiir wegzusammenhéngende Mengen gelten kann — andernfalls konnte man ndmlich
das Argument von (a) wortlich genauso auch fiir ,,wegzusammenhéngend* aufschreiben und
wiirde im Widerspruch zu unserem gerade gezeigten Resultat erhalten, dass X auch wegzu-
sammenhédngend ist.

Beispiel 3.9. Mit Hilfe des (Weg-)Zusammenhangs konnen wir nun in einigen Fillen bereits zei-
gen, dass zwei topologische Rdume nicht homdomorph sind. Offensichtlich ist natiirlich, dass ein
zusammenhédngender Raum nicht zu einem unzusammenhingenden homdomorph sein kann; analog
gilt dies auch fiir den Wegzusammenhang. Mit einem kleinen Trick kann man aus dieser Idee aber
noch deutlich mehr herausholen:

(a) Die reelle Gerade R! ist nicht homéomorph zu einem anderen R” fiir n > 1: Angenom-
men, es gibe einen solchen Homdomorphismus f: R! — R”. Nehmen wir dann aus R!
den Nullpunkt heraus, wiirden wir durch Einschrinken von f natiirlich auch einen Homéo-
morphismus von R\ {0} nach R"\{f(0)} bekommen. Dies ist aber ein Widerspruch, denn
R\ {0} ist nicht wegzusammenhingend, wihrend R” fiir n > 1 offensichtlich auch nach
Herausnahme eines Punktes noch wegzusammenhingend ist (siehe Bild unten fiir n = 2).

(b) Das Achsenkreuz X = {(x,y) € R?: xy = 0} in R? ist nicht zur reellen Gerade R homoo-
morph: Das Argument ist hier analog zu dem in (a). Nehmen wir niamlich aus X den Null-
punkt heraus, so erhalten wir vier Wegzusammenhangskomponenten, wihrend R nach Her-
ausnehmen eines Punktes P in nur zwei Wegzusammenhangskomponenten zerfillt.

(c) Die reellen Intervalle [a,b], [a,b) und (a,b) sind paarweise nicht homdomorph zueinander:
Das Intervall [a, b] besitzt genau zwei Punkte (ndmlich die Randpunkte a und b), so dass es
nach Herausnehmen einer dieser Punkte wegzusammenhingend bleibt. Das Intervall [a,b)
dagegen besitzt nur einen solchen Punkt a, und das Intervall (a,b) iiberhaupt keinen.

f(0) ‘

R'\{0} R\{£(0)} X\{(0,0)} R\{P}
nicht wegzusammenhingend vier Wegzusammen-  zwei Wegzusammen-
wegzusammenhédngend hangskomponenten hangskomponenten

(a) b)

Aufgabe 3.10. Zeige, dass ein topologischer Raum X genau dann zusammenhingend ist, wenn
in ihm ,,der Zwischenwertsatz fiir stetige Abbildungen nach R gilt“, d.h. wenn zu jeder stetigen
Abbildung f: X — R und je zwei Punkten x,y € X jeder Wert zwischen f(x) und f(y) von f auf X
angenommen wird.

Aufgabe 3.11. Anschaulich erklidrt man Stetigkeit ja oft so, dass eine Funktion genau dann stetig
ist, wenn man ihren Graphen zeichnen kann, ohne den Stift abzusetzen.
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Beweise die folgende mathematisch exakte Version dieser Aussage: Eine Funktion f: R — R ist
genau dann stetig, wenn ihr Graph I":= {(x, f(x)) : x € R} C R? wegzusammenhingend ist.

Aufgabe 3.12. Wir betrachten auf dem Einheitsquadrat I? die lexikografische Ordnung
x<y & x;<y;oder(x; =y;undx; <y)
und die dazugehorige Ordnungstopologie .7, die von den ,,offenen Intervallen*
{(xeP:a<x<b}, {xelP:a<x} und {xel*:x<b}
mit a,b € I? erzeugt wird. Man zeige:

(a) I? ist mit dieser Ordnungstopologie zusammenhingend.

(Hinweis: Fiir alle ¢ € I ist die zugehorige Teilraumtopologie auf dem Streifen {c} x I genau
die Standardtopologie.)

(b) I? ist mit dieser Ordnungstopologie nicht wegzusammenhingend.
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4. Trennung und Kompaktheit

In diesem Kapitel wollen wir zwei weitere wichtige und miteinander zusammenhingende Eigen-
schaften topologischer Rdume untersuchen — némlich die Frage, welche Mengen sich durch offene
Mengen trennen lassen, und die euch aus den ,,Grundlagen der Mathematik* bereits bekannte Kom-
paktheit. Wir beginnen mit der wohl einfachsten und wichtigsten Trennungseigenschaft.

Definition 4.1 (Hausdorff-Raume). Ein topologischer Raum X heif3t
Hausdorff-Raum, wenn es zu zwei beliebigen verschiedenen Punk-

ten x,y € X stets offene Umgebungen U von x und V von y gibt mit U
U NV = 0. Man sagt in diesem Fall auch, dass sich Punkte von X

=0
<

durch offene Mengen trennen lassen.

Bemerkung 4.2. Ist die Topologie auf X durch eine Basis gegeben, so enthilt jede offene Umgebung
eines Punktes auch eine basis-offene Umgebung. Wir konnen in Definition 4.1 dann also genauso
gut verlangen, dass sich Punkte von X durch basis-offene Mengen trennen lassen.

Beispiel 4.3.

()

(b)

©)

Jeder metrische Raum X ist ein Hausdorff-Raum: Sind x,y € X mit x # y und wihlen wir
e< %d (x,y), so sind die e-Kugeln Ug (x) und Ug (y) um x und y disjunkte Umgebungen dieser
Punkte. Wire namlich z € U, (x) NUg(y), also d(z,x) < € und d(z,y) < €, so wiirde aus der
Dreiecksungleichung der Widerspruch

d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) < 2€ < d(x,y)

folgen.

Jede Teilmenge Y eines Hausdorff-Raumes X ist selbst wieder ein Hausdorff-Raum: Sind U
und V trennende Umgebungen in X von zwei verschiedenen Punkten x,y € Y, so sind Y NU
und Y NV trennende Umgebungen dieser Punkte in der Teilraumtopologie von Y.

Die diskrete Topologie auf einer beliebigen Menge X ist immer ein Hausdorff-Raum, da
hier die Punkte selbst trennende offene Mengen bilden. Hat X mindestens 2 Elemente, ist
die indiskrete Topologie auf X dagegen nie eine Hausdorff-Topologie, da zu jedem Punkt
x € X der gesamte Raum X die einzige Umgebung von x ist. Ebenso sind die Komplement-
endlich-Topologie auf einer unendlichen Menge und die Komplement-abzéihlbar-Topologie
auf einer iiberabzdhlbaren Menge keine Hausdorff-Topologien (siehe Beispiel 1.5 (c)), da
auch hier zwei beliebige nicht-leere offene Mengen stets einen Schnittpunkt besitzen.

Wir sehen also schon, dass die meisten in der Praxis vorkommenden Ridume die Hausdorft-
Eigenschaft besitzen. Bevor wir untersuchen, welche schonen Folgerungen sich aus dieser Eigen-
schaft ergeben, wollen wir zunéchst noch eine oft benutzte, dazu dquivalente Bedingung angeben.

Lemma 4.4 (Hausdorff = Diagonale ist abgeschlossen). Ein topologischer Raum X ist genau dann
ein Hausdorff-Raum, wenn die Diagonale

Ax ={(x,x):xeX} CXxX

abgeschlossen ist (in der Produkttopologie von X x X).
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Beweis. Dies ist letztlich nur eine einfache Umformulierung der Bedingung aus Definition 4.1: Es

gilt

X ist Hausdorff-Raum

& flirallex,y € X mitx # y gibtes U,V C X offen mitxe U,y € VundUNV =0
< fiir alle (x,y) € (X x X)\Ax gibtes U,V C X offen mit (x,y) € U xV C (X x X)\Ax
< (X x X)\Ay ist offen

(denn die Mengen der Form U x V bilden eine Basis der Produkttopologie)

& Ay ist abgeschlossen. g

Lemma 4.5 (Eigenschaften von Hausdorff-Rdumen). Es sei X ein Hausdorff-Raum. Dann gilt:

(a)

(b)

Beweis.

(a)

(b)

Sind f,g: Y — X zwei stetige Abbildungen von einem weiteren topologischen Raum Y nach
X, so ist die Menge {y €Y : f(y) = g(y)} abgeschlossen (und {y € Y : f(y) # g(y)} damit
offen).

Fiir alle a € X ist die einpunktige Menge {a} C X abgeschlossen.

Da X ein Hausdorff-Raum ist, ist die Diagonale Ax C X x X nach Lemma 4.4 abgeschlossen.
Die Menge {y € Y : f(y) = g(y)} ist nun aber genau das Urbild dieser Diagonalen unter
der gemiB Lemma 2.10 (b) stetigen Abbildung (f,g): ¥ = X x X, y— (f(v),g(»)), also
abgeschlossen nach Satz 2.4 (e).

Dies ergibt sich sofort aus (a), angewendet auf die offensichtlich stetigen Abbildungen
X=X, x—xundg: X =X, x—a. U

Bemerkung 4.6 (Eindeutigkeit von Grenzwerten in Hausdorff-Rdumen).

()

(b)

Die aus den ,,Grundlagen der Mathematik fiir metrische Raume bereits bekannte Eigen-
schaft aus Lemma 4.5 (a), dass durch Gleichungen zwischen stetigen Funktionen definier-
te Mengen abgeschlossen sind [G2, Beispiel 24.18], ldsst sich auch so interpretieren, dass
Funktionsgrenzwerte in Hausdorff-Rdumen stets eindeutig sind. Dazu sei f: D — X eine
Abbildung von einer Teilmenge D eines topologischen Raumes Y in einen Hausdorff-Raum
X. Ist dann @ € D\D und sind fi, f>: DU{a} — X zwei stetige Fortsetzungen von f nach
a (so dass man ihre Funktionswerte f|(a) und f>(a) also als Grenzwerte von f fiir x — a
auffassen kann), so besagt Lemma 4.5 (a) genau, dass {y € DU{a} : fi1(y) = f2(y)} abge-
schlossen ist, also mit D auch den Punkt a enthilt: Es ist fi(a) = f2(a), d. h. es gibt hochstens
eine stetige Fortsetzung von f nach a.

Analog dazu sind in einem Hausdorff-Raum X auch Folgengrenzwerte eindeutig: Sind U
und V trennende Umgebungen zweier Punkte x,y € X, so kann mit der iiblichen Grenz-
wertdefinition offensichtlich keine Folge sowohl x als auch y als Grenzwert haben, da nicht
gleichzeitig fast alle Folgenglieder sowohl in U als auch in V liegen konnen.

Insgesamt zeigen uns Lemma 4.5 und Bemerkung 4.6 also, dass die Hausdorff-Bedingung viele wiin-
schenswerte Eigenschaften sicherstellt. Die allermeisten Rdume, die wir ab jetzt betrachten werden,
werden daher Hausdorff-Rdume sein, und etliche Sitze werden diese Bedingung auch als Vorausset-
zung haben.

Als Nichstes wollen wir uns nun mit dem wichtigen Begriff der Kompaktheit beschéftigen, den ihr
ja bereits aus den ,,Grundlagen der Mathematik* kennt. Dort wurde gezeigt, dass fiir Teilmengen
K von R" die folgenden drei Eigenschaften dquivalent sind [G2, Satz 23.51 und 23.58], und solche
Mengen dann kompakt genannt:

(a)
(b)
(©)

K ist beschrinkt und abgeschlossen.
Jede Folge in K hat eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in K.

Jede offene Uberdeckung von K hat eine endliche Teiliiberdeckung.
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Wie ihr euch vielleicht schon denken kénnt, bleibt von diesen Aquivalenzen in allgemeinen topologi-
schen Raumen leider nicht mehr viel iibrig. In der Tat lésst sich die Beschrinktheit in Bedingung (a)
natiirlich iiberhaupt nur in metrischen Rédumen formulieren, und von der in R” geltenden Aquivalenz
(b) < (c) sind in beliebigen topologischen Rdumen sogar beide Richtungen falsch. Da wir in Auf-
gabe 2.9 schon gesehen haben, dass Folgen im Allgemeinen nicht die erwarteten Resultate liefern,
ist also klar, dass (c) fiir allgemeine topologische Rdume die ,,richtige™ Definition der Kompaktheit
sein muss (obwohl es natiirlich die unanschaulichste von ihnen ist).

Definition 4.7 (Kompaktheit). Ein topologischer Raum X heiffit kompakt, wenn gilt: Ist J eine
beliebige Indexmenge und sind U; fiir i € J offene Teilmengen von X mit X = [ J;c; Ui, so gibt es
bereits eine endliche Teilmenge J' C J mit X = {J,cy U;. (Man sagt: ,,Jede offene Uberdeckung von
X hat eine endliche Teiliiberdeckung®.)

Bemerkung 4.8.

(a) Esist wichtig zu verstehen, dass Kompaktheit eine Eigenschaft eines topologischen Raumes,
und nicht (wie z. B. Offenheit oder Abgeschlossenheit) einer Teilmenge eines topologischen
Raumes ist.

Ist K eine Teilmenge eines topologischen Raumes X, so definieren wir die Kompaktheit von
K also iiber die Teilraumtopologie von K. Mit anderen Worten ist K C X damit kompakt,
wenn es zu jeder Uberdeckung K = |J;c; (K NU;) durch in K offene Mengen K NU; (mit U;
offen in X) eine endliche Teiliiberdeckung K = (J;c» (K N U;) gibt. Offensichtlich ist dies
dquivalent dazu, dass es im Fall K C (J;c; U; eine endliche Menge J' C J mit K C ;e U;
gibt. In dieser Form — bei der die Vereinigung der offenen Mengen K enthalten, aber nicht
gleich K sein muss — habt ihr die Kompaktheit von Teilmengen vermutlich bisher kennenge-
lernt.

(b) Analog zur Hausdorff-Eigenschaft geniigt es im Fall eines durch eine Basis gegebenen topo-
logischen Raumes X, die Uberdeckungseigenschaft fiir basis-offene Mengen zu iiberpriifen.
In jeder offenen Uberdeckung von X ist nimlich jede dieser Mengen selbst wieder eine
Vereinigung basis-offener Mengen, so dass wir also letztlich eine Uberdeckung durch basis-
offene Mengen gegeben haben. Natiirlich geniigt es dann zu zeigen, dass bereits endlich viele
dieser basis-offenen Mengen X tiberdecken, weil ja jede von ihnen in einer der urspriinglich
gegebenen offenen Mengen enthalten ist und daher dann auch diese endlich vielen entspre-
chenden urspriinglichen Mengen den Raum tiberdecken.

(c) In der Literatur nennt man einen topologischen Raum X mit der Eigenschaft aus Definition
4.7 statt kompakt manchmal nur quasikompakt, und definiert einen kompakten Raum dann
als einen quasikompakten Hausdorff-Raum.

Beispiel 4.9.

(a) Wie oben schon erwihnt, wissen wir aus den ,,Grundlagen der Mathematik*, dass eine Teil-
menge des R"” genau dann kompakt ist, wenn sie beschrinkt und abgeschlossen ist [G2, Satz
23.58].

(b) Ein endlicher Raum sowie einer mit der indiskreten Topologie ist stets trivialerweise kom-
pakt; ein unendlicher mit der diskreten Topologie hingegen niemals (da die Uberdeckung
durch die einelementigen offenen Mengen {x} keine endliche Teiliiberdeckung besitzt).

(c) Da die Kompaktheit eine Eigenschaft eines topologischen Raumes ist (und nicht einer Teil-
menge eines Raumes, siche Bemerkung 4.8 (a)), konnen wir sie verwenden, um Réume
als nicht homdomorph zu erkennen. So ist z. B. die abgeschlossene euklidische Einheits-
kreisscheibe D? = {x € R? : ||x|| < 1} nicht homdomorph zur offenen Einheitskreisscheibe
{x € R?: ||x||], < 1}, da von diesen beiden Riumen nur D*> kompakt ist.

Wir wollen nun sehen, welche der aus den Grundlagen der Mathematik bekannten Eigenschaften
kompakter Teilmengen metrischer Rdume auf beliebige kompakte Réume iibertragbar sind. Wir be-
ginnen mit ein paar Aussagen, die sich unmittelbar aus der Definition ergeben.
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Satz 4.10 (Eigenschaften kompakter Raume). Es seien X und Y topologische Riume.

(a) Ist f: X — Y eine stetige Abbildung und X kompakt, so ist auch f(X) C Y kompakt.
(b) Ist X kompakt, so ist auch jede abgeschlossene Teilmenge A C X kompakt.
(¢) Sind K,L C X kompakt, so ist auch K UL kompakt.

Beweis.

(a) Esseien U; C Y offen fiir alle i € J mit f(X) C U,c; Us (siehe Bemerkung 4.8 (a)). Dann bil-
den die nach Satz 2.4 (b) offenen Mengen f~! (U;) fiir i € J eine Uberdeckung von X. Wegen
der Kompaktheit von X gibt es daher eine endliche Menge J' C J mit X = ;e ' (U;), also
auch mit f(X) C U,y U;. Damit ist f(X) kompakt.

(b) Wie in Bemerkung 4.8 (a) seien U; C X offen fiir alle i € J mit A C |J;c; U;. Dann ist

x\)uJui
icJ
eine offene Uberdeckung von X, aus der wir wegen der Kompaktheit von X eine endliche
Teiliiberdeckung
x\ulu
ieJ'
von X auswihlen konnen. Da hierbei kein Punkt aus A von der ersten Menge X \A iiberdeckt

wird, muss jeder Punkt von A in einem U; mit i € J' enthalten sein. Also ist A C ;e U,
d. h. A ist kompakt.

(c) Esseiennun U; C X offen fiir alle i € J mit KUL C | J;c; U;. Dann iiberdecken diese offenen
Mengen natiirlich auch K und L. Da K und L kompakt sind, gibt es also endliche Teilmengen
J'J" CJmit K C Ujey Ui und L C Ujeyn Ui Damit ist KUL C Ujepyn Ui, d-h. KUL ist
kompakt. g

Den folgenden Satz, dass Produkte kompakter Mengen kompakt sind, erhélt man ebenfalls aus einer
geeigneten Anwendung der Uberdeckungseigenschaft auf beide Faktoren. Wir beweisen ihn gleich
in einer etwas allgemeineren Version, die wir im darauf folgenden Satz noch bendtigen werden.

Satz 4.11 (Produkte kompakter Mengen sind kompakt). Es seien K und L zwei kompakte Teilmengen
in topologischen Rdaumen X bzw. Y. Sind dann J eine beliebige Indexmenge und W; C X XY offen
fiiri € J mit K x L C U;e; Wi, so gibt es eine endliche Menge J' C J und offene Teilmengen U C X
undV CY mit
KxLcUxVc|Jw.
et
Insbesondere sind Produkte kompakter Raume also kompakt.

Beweis. Wie in Bemerkung 4.8 (b) dirfen wir annehmen, dass die Mengen W; basis-offen in der
Produkttopologie sind, also die Form W; = U; x V, fiir offene Mengen U; C X und V; C Y haben.

Das Bild rechts zeigt eine solche Situation (bei der
wir allerdings aus hoffentlich verstindlichen Griin- Ui xW Us x Vs
den von vornherein nur endlich viele W; eingezeich- UERREERRRERRRRE 1
net haben, so dass das Bild letztlich nur als schema- ] . i
tische Hilfe angesehen werden kann, um die folgen- L
den Konstruktionen zu verdeutlichen). Das durch- d ]
gezogen gezeichnete Rechteck ist dabei K x L, und

dunkler gefirbte Gebiete deuten an, wo sich die
Mengen W; tiberlappen. K

Fiir ein zuniéchst festes y € L betrachten wir die Menge J, := {i € J : y € V;} aller Indizes, deren zu-
gehorige Mengen W; den horizontalen Schnitt X x {y} treffen; im Bild oben also z. B. J, = {1,2,4}.



4. Trennung und Kompaktheit 31

Dann ist ¢, (Ui x V;) eine offene Uberdeckung von K x {y}, und damit |J;c s, Ui eine offene Uber-
deckung von K. Weil K kompakt ist, konnen wir also eine endliche Teilmenge J; C Jy auswiihlen, so
dass bereits K C Uiy Ui =: Uy ist (im Beispiel oben konnen wir z. B. J; = {1,4} wihlen).

In X x Y iiberdecken die Quader U; X V; mit i € J; nun aber natiirlich nicht nur K x {y}, sondern
sogar einen ganzen offenen Streifen Uy x V, mit V, 1= ;¢ s, Vi (beachte, dass diese Menge offen ist,
da wir nur endlich viele offene Mengen schneiden). Im Bild ist dieser Streifen mit einer gestrichelten
Linie eingezeichnet.

Wegen y € V, fiir alle y € L iiberdecken diese offenen Mengen V), aber die Menge L, und daher kénnen
wir wegen der Kompaktheit von L nun yy,...,y, € L wihlen, so dass L C V,, U --- UV, =: V. Die
Mengen U; x V; fiir alle i in der endlichen Indexmenge J§1 U--- UJ}’,H tiberdecken dann wie gewiinscht
die offene Menge U x V mitU = Uy, N ---NU,, D K. O

Kombinieren wir diese Ergebnisse nun mit der Hausdorff-Eigenschaft, so erhalten wir noch die
folgenden zwei weiteren wichtigen Aussagen.

Satz 4.12 (Kompakte Mengen in Hausdorff-Raumen). Es sei X ein Hausdorff-Raum.

(a) Sind K und L kompakte Teilmengen von X mit KNL =0,
so gibt es offene Mengen U D K undV D LmitUNV =0.
(In Hausdorff-Rdumen lassen sich also nicht nur Punkte, | pj .
sondern sogar kompakte Mengen durch offene Mengen
trennen.)

.V

(b) Jede kompakte Teilmenge K C X ist abgeschlossen.

Beweis.

(a) DaX ein Hausdorff-Raum ist, ist die Diagonale Ax C X x X nach Lemma 4.4 abgeschlossen.
Ihr Komplement (X x X)\Ay ist also offen und iiberdeckt wegen KN L = 0 die Menge
K x L. In dieser Situation haben wir aber in Satz 4.11 (angewendet auf eine Uberdeckung
mit nur einer offenen Menge) gesehen, dass es offene Teilmengen U D K und V D L gibt mit
UxV C(XxX)\Ax, alsomitUNV =0.

(b) Fiir jedes x € X\K ist die einpunktige Menge {x} kompakt (siche Beispiel 4.9 (b)) und lésst
sich daher nach (a) von K durch offene Mengen trennen. Insbesondere gibt es also eine offene
Menge U, mitx € U, C X\K. Vereinigen wir alle diese Mengen miteinander, so erhalten wir
wie gewiinscht die offene Menge U,ex\x Ur = X \K. Also ist K abgeschlossen. U

Bemerkung 4.13.

(a) Ohne die Voraussetzung eines Hausdorff-Raumes ist die aus den ,,Grundlagen der Mathe-
matik* bereits bekannte Aussage aus Satz 4.12 (b) in der Regel falsch: In der indiskreten
Topologie auf einer beliebigen Menge X ist jede Teilmenge K C X kompakt (da die triviale
Uberdeckung, die nur aus der Menge X besteht, die einzige offene Uberdeckung von K ist),
aber aufler @ und X ist keine Teilmenge abgeschlossen in X.

(b) Sind K und L kompakte Teilmengen eines Hausdorff-Raumes X, so ist K nach Satz 4.12
(b) abgeschlossen in X, also K N L abgeschlossen in L und damit nach Satz 4.10 (b) auch
kompakt.

In Hausdorff-Rdumen sind also nicht nur Vereinigungen (wie in Satz 4.10 (c)), sondern auch
Durchschnitte von zwei kompakten Mengen wieder kompakt. Wir werden in Bemerkung
5.10 noch sehen, dass dies in allgemeinen topologischen Raumen falsch ist.

Setzen wir die Aussagen aus Satz 4.10 und 4.12 schlieBlich noch zusammen, so erhalten wir ein
einfaches hinreichendes Kriterium dafiir, wann eine stetige und bijektive Abbildung bereits ein Ho-
moomorphismus ist (siche Bemerkung 2.14 (b)).
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Folgerung 4.14. Es sei f: X — Y eine stetige und bijektive Abbildung zwischen topologischen
Rdaumen. Ferner setzen wir voraus, dass X kompakt und Y ein Hausdorff-Raum ist. Dann ist auch
1 stetig, d. h. f ist ein Homgomorphismus.

Beweis. Nach Satz 2.4 (c) geniigt es zu zeigen, dass unter f~! Urbilder abgeschlossener Mengen
abgeschlossen sind, d. h. dass unter f Bilder abgeschlossener Mengen abgeschlossen sind. Es sei also
A C X abgeschlossen. Da X kompakt ist, ist nach Satz 4.10 (b) dann auch A kompakt. Nach Satz
4.10 (a) ist damit f(A) als Teilmenge von ¥ kompakt, und nach Satz 4.12 (b) ist diese Teilmenge
dann auch abgeschlossen in Y. O

Beispiel 4.15. Wir erinnern uns noch einmal an die Peano-Kurve aus Satz 2.18 — eine stetige und
surjektive Abbildung vom Einheitsintervall 7 C R in das Einheitsquadrat 1> C R?. Mit Hilfe von
Folgerung 4.14 sehen wir nun, dass wir jedoch keine stetige und bijektive Abbildung zwischen
diesen Mengen finden konnen: Da I kompakt und /% ein Hausdorff-Raum ist, miisste diese sonst
niamlich auch ein Homoomorphismus sein, was wir aber in Beispiel 3.9 (a) bereits ausgeschlossen
haben.

Aufgabe 4.16 (Einpunktkompaktifizierung). Es sei X ein Hausdorff-Raum, der nicht kompakt ist.
Wir wollen in dieser Aufgabe untersuchen, wie man X durch Hinzunehmen eines ,,unendlich fernen
Punktes* zu einem kompakten Raum machen kann. Dazu setzen wir X:=XU {eo} (wobei ,,00%
einfach nur der Name des neu hinzugefiigten Punktes ist) sowie

T :={U: U cCX offen} U {X\K: K C X kompakt} C 2(X).
Man zeige:
(a) .7 ist eine Topologie auf X, und X ist mit dieser Topologie kompakt.
(b) X liegt dicht in X.
(c) Besitzt in X jeder Punkt eine kompakte Umgebung, so ist auch X ein Hausdorff-Raum.

Man nennt X die Einpunktkompaktifizierung von X. In der folgenden Aufgabe werden wir zwei
Beispiele dazu untersuchen.

Aufgabe 4.17. Es bezeichne X noch einmal die Einpunktkompaktifizierung eines topologischen
Raumes X wie in Aufgabe 4.16.

(a) Zeige, dass R homéomorph zur Kreislinie S' ist.

(b) Es sei (ay), eine Folge in einem topologischen Raum Y. Wir konnen diese Folge dann na-
tiirlich auch als Funktion f: N — Y, n — a, auffassen.

Zeige, dass (a,), genau dann gegen ein a € Y konvergiert, wenn sich diese Funktion f durch
die Festsetzung f(oo) := a zu einer stetigen Funktion von N nach Y fortsetzen lésst.

Wir haben in Satz 4.12 (a) gesehen, dass sich in einem Hausdorff-Raum nicht nur Punkte, sondern
auch kompakte Mengen durch offene Mengen trennen lassen. Derartige Trennungseigenschaften
spielen in der Topologie eine wichtige Rolle. Wir wollen daher noch eine weitere solche Eigenschaft
untersuchen, die letztlich auch interessante Schlussfolgerungen iiber stetige reellwertige Funktionen
auf solchen Rdumen zulassen wird (siehe Satz 4.24).

Definition 4.18 (Normale Ridume). Ein topologischer Raum

X heiBt normal, wenn es zu je zwei abgeschlossenen Mengen . . v
A,B C X mitANB = 0 stets offene Mengen U DAundV D B U

gibtmitUNV =0.

Bemerkung 4.19 (Abweichende Bezeichnungen in der Literatur).

(a) Analog zur Kompaktheit (sieche Bemerkung 4.8 (c)) wird auch die Normalitit eines topolo-
gischen Raumes in der Literatur manchmal so definiert, dass sie zusitzlich zur Bedingung
aus Definition 4.18 noch die Hausdorff-Eigenschaft verlangt.
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(b) Da es insgesamt viele verschiedene Trennungseigenschaften gibt, werden diese auch oft
einfach nur durchnummeriert und mit 7; fiir verschiedene Zahlen i bezeichnet. In dieser
Notation heifit dann z. B. die Hausdorff-Eigenschaft 75> und die Normalitit 74, es gibt aber
auch noch Ty, T, T, 1 und einige andere, die wir hier jedoch nicht behandeln wollen (und

deren Bezeichnung auch nicht iiberall einheitlich ist) [Q, Kapitel 6].
Beispiel 4.20.

(a) Jeder metrische Raum ist normal; das Argument hierfiir ist Zhnlich zu dem fiir die Hausdorff-
Eigenschaft in Beispiel 4.3 (a): Sind A und B abgeschlossen mit ANB =@, so gibt es zunéchst
zu jedem a € A ein &, > 0 mit Ug, (a) C X\B, da a in der offenen Menge X \B liegt. Analog
gibt es zu jedem b € B ein §, > 0 mit Us, (b) C X\A. Dann sind die Mengen

U:=JUgpla) und V:=|]JUs(b)
acA beB

als Vereinigungen offener Kugeln offen und enthalten natiirlich A bzw. B. Auflerdem ist
UNV =0: Gibe es ein Element x € U NV, so wire d(x,a) < % und d(x,b) < % fiir gewisse
a € Aund b € B. Ist nun ohne Einschriankung &, < &, so erhalten wir

& O, & &
d(a,b) <d dx,b)< —+—< —+—=
(a,b) <d(a,x)+ (x,)<2+2_2+2 &
und damit b € Ug,(a) im Widerspruch zu Ug, (a) C X\B. Damit ist also U NV = @, und wir
haben wie gewiinscht zwei trennende offene Mengen zu A und B gefunden.

(b) Kompakte Hausdorff-Rédume sind stets normal, denn in ihnen sind abgeschlossene Mengen
nach Satz 4.10 (b) kompakt und damit nach Satz 4.12 (a) durch offene Mengen trennbar.

(c) Ein indiskreter Raum (mit mehr als einem Punkt) ist nach Beispiel 4.3 (c) zwar kein
Hausdorff-Raum, aber trivialerweise normal (da es in ihm tiberhaupt keine zwei disjunk-
ten, nicht-leeren abgeschlossenen Mengen gibt). Auch ein diskreter Raum ist trivialerweise
normal, da wir hier stets U = A und V = B setzen konnen.

(d) Die reelle Gerade ist mit der Komplement-endlich-Topologie (siehe Beispiel 1.5 (c)) nicht
normal: In diesem Raum sind ndmlich Punkte abgeschlossen, aber nicht durch offene Men-
gen trennbar, da zwei beliebige nicht-leere offene Mengen stets einen nicht-leeren Durch-
schnitt haben.

Aufgabe 4.21. Zeige, dass die Sorgenfrey-Topologie auf R (siehe Beispiel 1.18) normal ist.

Aufgabe 4.22. Wir betrachten die folgenden beiden topologischen Rédume:

e X; ={z€ C:Imz > 0}, wobei die Topologie erzeugt wird
von allen offenen Kreisschreiben, die die reelle Achse nicht X
treffen, und allen Mengen der Form

{a}U{z€C:Imz>0und |z—a| <r}

firae RundreRsyo.  TTTTTTT LA

e X, =(0,1) mit auBer @ und X, genau den offenen Mengen der Form (%, 1) fiir n € N>».

Ihr braucht nicht zu zeigen, dass es sich dabei wirklich um Topologien handelt. Benutzt diese Raume,
um folgende Aussagen zu zeigen:

(a) Nicht jeder Hausdorff-Raum ist normal.

(b) Ein Raum X heift regulér oder 73-Raum, wenn es zu jedem Punkt x € X und jeder abge-
schlossenen Menge A C X mit x ¢ A offene Mengen U Sxund V D A gibt mit UNV = 0.
Diese Bedingung ist weder zur Hausdorff-Eigenschaft noch zur Normalitit dquivalent.

Durch einen geeigneten Ubergang zu Komplementen erhalten wir die folgende Aquivalente Umfor-
mulierung der Normalitdtsbedingung, die wir spiter noch benodtigen werden.
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Lemma 4.23. FEin topologischer Raum X ist genau dann normal, wenn
es zu jeder abgeschlossenen Menge A und offenen Menge U mit A C U
eine weitere abgeschlossene Menge A’ und offene Menge U’ gibt mit
AcU' cA' cu. U

Beweis. Wir formulieren die Bedingung des Lemmas um, indem wir B := X\U und V' := X\A’
setzen. Dabei sind U und V' dann natiirlich genau dann offen, wenn B bzw. A’ abgeschlossen sind.
Da weiterhin A C U &quivalent ist zu ANB =AN (X\U) = 0, besagt die gegebene Bedingung also
genau: Zu abgeschlossenen Mengen A und B mit AN B = 0 gibt es offene Mengen V’ und U’ mit
AcCU, U cX\V'(d.h.U'NV' =0)und X\V' C X\B (d.h. B C V). Dies ist offensichtlich exakt
die Normalititsbedingung aus Definition 4.18. O

Der entscheidende Grund, warum gerade die Trennbarkeit von abgeschlossenen Mengen wichtig
ist, ist die folgende iiberraschende Aquivalenz dieser Eigenschaft zur Existenz gewisser stetiger,
reellwertiger Funktionen.

Satz 4.24 (Lemma von Urysohn). Fiir einen topologischen Raum X sind dquivalent:

(a) X ist normal.

(b) Zu je zwei abgeschlossenen Mengen A,B C X mit ANB = (0 gibt es eine stetige Funktion
f: X — I in das Einheitsintervall (mit der Standardtopologie) mit f|s = 0 und f|p = 1.
(Man sagt auch: ,,Abgeschlossene Mengen lassen sich durch stetige Funktionen trennen*.)

Beweis. Es seien A,B C X zwei abgeschlossene Mengen mit ANB = 0.

»(@) = (b)*“: Wir konstruieren zunichst fiir alle r € 1N Q eine offene Menge U, C X und eine ab-
geschlossene Menge A, C X wie folgt. Als Erstes setzen wir Uy := 0, Ag := A, U; := X\B und
Ay :=X. Da die Menge (0,1) N Q abzihlbar ist [G2, Beispiel 5.58 (a)], konnen wir nun wegen der
Normalitédt von X nach Lemma 4.23 rekursiv iiber eine solche Abzdhlung Mengen U, und A, fiir alle
r € (0,1)NQ finden mit

U.-CA, firallerelIn@Q
und A, CU; furaller,s € INQ mitr <s.

Beginnen wir die Abzéhlung von (0,1) NQ z. B. mit (%, %, . ), so wiirden wir nach Lemma 4.23
wie im Bild unten links zundchst Uy ;, und Ay /, finden mit Ag C Uy C Ao C Uy, und als Nichstes
dann Uy /4 und Ay 4 mit Ag C Ujjg C Ayjg C Uyjp. Auf diese Art bekommen wir rekursiv wie im
mittleren Bild die gewiinschten Mengen U, und A, fiir alle r € /N Q. Wir setzen ihren Indexbereich
auf ganz Q fort, indem wir U, = A, = 0 fiir r <0 und U, = A, = X fiir r > 1 setzen.

Al\. A]
u

A]/z\s_ Al
0= /
A1/4>
Uija
AO)— Ag

Die gesuchte Funktion f definieren wir nun als ,,Einhiillende* der Mengen A, also als
fiX—=Lx—inf{reQ:xeA,}.

Die Menge, von der hier das Infimum gebildet wird, ist offensichtlich stets eine Teilmenge von Qx>
und enthilt Q> sie ist dariiber hinaus gleich Q> fiir x € A und gleich Q> fiir x € B. Damit ist f
wirklich eine Funktion nach 7, und es gilt f|4 =0 und f|z = 1.

Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass f stetig ist. Beachte dazu zunichst fiir alle r € Q:
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(1) Istx € U, bzw. x € A,, so ist x € A; fiir alle s > r, und damit f(x) =inf{s € Q:x € A;} <r.
(2) Istx ¢ U, bzw. x ¢ A,, so ist x ¢ A; fiir alle s < r, und damit f(x) =inf{s € Q:x € A;} >r.
Es seien nun a € X und € > 0 gegeben. Wie im Bild oben rechts wihlen wir r1,r, € Q mit
fla)—e<r <fla)<rn<f(a)+e
und betrachten die offene Menge U = U, \A,,. Dann gilt:

e Wegen f(a) < r ist a € U,, nach (2), und wegen f(a) > ry ist a ¢ A,, nach (1). Also gilt
acU.

o Firallex € U,, ist f(x) <ry < f(a)+€nach (1), und firallex ¢ A, ist f(x) >r; > f(a)—¢€
nach (2). Also gilt | f(x) — f(a)| < e firallex € U.

Insgesamt ist U damit eine Umgebung von a, die unter f ganz in die e-Umgebung von f(a) abge-
bildet wird. Also ist f stetig.

,»(b) = (a)“: Nach (b) gibt es eine stetige Funktion f: X — I mit f|4 = 0 und f|p = 1. Fiir die nach
Satz 2.4 (b) offenen Mengen U := f1([0,1)) und V := f~!((1,1]) gilt dann U D A, V O B und
UNV = 0. Also ist X normal. O

Bemerkung 4.25.
(a) Natiirlich gilt Satz 4.24 genauso auch fiir andere (abgeschlossene) Zielintervalle als [0, 1].

(b) Das Lemma von Urysohn ist allein schon deswegen interessant, weil es auf geeigneten Réu-
men die Existenz (vieler) nicht-konstanter stetiger Funktionen nach R sicherstellt: Ist X z. B.
ein normaler Hausdorff-Raum mit mehr als einem Punkt, so gibt es nach Lemma 4.5 (b)
und Satz 4.24 zu je zwei verschiedenen Punkten a,b € X eine stetige Funktion f: X — I mit
f(a)=0und f(b) = 1. Ist X dariiber hinaus zusammenhéngend, bedeutet dies nach Aufgabe
3.10 sogar, dass f dann jeden Wert in / annehmen und X damit insbesondere iiberabzéhlbar
sein muss.

(c) Satz 4.24 ist in gewissem Sinne ,,dual® zur Situation beim Zusammenhang in Kapitel 3: Der
Wegzusammenhang in Definition 3.1 (a) untersucht zu einem topologischen Raum X die
Existenz von stetigen Abbildungen f: I — X mit vorgegebenen Bildern von 0,1 € I, die
Aussage aus Satz 4.24 (b) dagegen stetige Abbildungen f: X — I mit vorgegebenen Urbil-
dern von O und 1. Beide Konzepte verwenden also einen speziellen Beispielraum (ndmlich /
mit der Standardtopologie) und erscheinen dadurch vielleicht nicht besonders natiirlich, ha-
ben iiberraschenderweise aber eine enge Beziehung zu einer einfachen, allein durch offene
und abgeschlossene Mengen formulierbaren Eigenschaft: die erstere zum Zusammenhang
(siehe Definition 3.1 (b) und Satz 3.4), die letztere ist nach Satz 4.24 sogar dquivalent zur
Normalitit.

Eine interessante Konsequenz aus dem Lemma von Urysohn ist die folgende, noch etwas stirkere
Aussage iiber die Fortsetzbarkeit stetiger Funktionen.

Satz 4.26 (Fortsetzungssatz von Tietze). Fiir einen topologischen Raum X sind dquivalent:

(a) X ist normal.

(b) Jede stetige Funktion f: A — I von einer abgeschlossenen Menge A C X in das Einheitsin-
tervall I ldsst sich zu einer stetigen Funktion f: X — I fortsetzen (d. h. es gibt eine stetige
Funktion f: X — I mit f|s = f).

Beweis. Auch bei diesem Satz kommt es natiirlich nicht darauf an, welches abgeschlossene reelle
Intervall wir als Zielbereich der Funktionen nehmen (siehe Bemerkung 4.25 (a)). Da es im folgenden
Beweis etwas praktischer ist, verwenden wir daher als Zielintervall [—1,1] statt /.

»(@) = (b)*: Es sei A C X abgeschlossen. Wir geben zunéchst ein Verfahren an, wie man zu einer
gegebenen stetigen Funktion g: A — [—r,7] fiir ein r € Ry eine ,,Niherungsfortsetzung* finden
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kann — darunter wollen wir eine stetige Funktion
g X [—gg} mit |g(x)—g(x)\§% fiir alle x € A )
verstehen. In der Tat ist eine solche Nidherungsfortsetzung schnell
konstruiert: Die Mengen A~ :=g~ ' ([—r,—§]) und AT :=g~'([5,7])
sind disjunkt und nach Satz 2.4 (d) abgeschlossen in A, mit Aufga-
be 1.10 (c) also auch in X. Nach Satz 4.24 (mit Bemerkung 4.25
(a)) gibt es damit aufgrund der Normalitit von X wie im Bild rechts
ein stetiges g: X — [—%, %] mit g[4~ = —% und g|4+ = §, und die-
se erfiillt offensichtlich die oben genannten Bedingungen (1): Nach
Konstruktion liegen fiir alle x € A sowohl g(x) als auch g(x) im glei-

chen der drei Intervalle [—r, —£], [~ 5, §] und [§,7].

[N

Wi~

—r

Auf diese Art konstruieren Wir nun zur urspriinglich gegebenen Funktion f:A—[—1,1] eine Néhe-
rungsfortsetzung fo: X — [~ 37 1], dann zum Fehler f — fo: A — [—3, 3] eine Naherungsfortsetzung

fi: X—[- %%, % . %} mit f—fo—fi: A— [—% . %, % . %], und letztlich rekursiv fiir alle n € N stetige
Funktionen
= 1 /2\n 1 /2\n
wxo[-5(G) 5 G) .
X2 1733) 3713 2
. x ~ 2 2\
mit  [f() = o) =~ )| < 5 (g) fiir alle x € A. 3)
Wegen (2) gilt fiir alle x € X nach der Formel fiir die geometrische Reihe [G2, Beispiel 7.3 (a)]
I /2y 1 1
W =) == =1 4
Z|f ‘—203 (3) 3 1-% @

Die Reihe iiber die Funktionen f, ist also absolut und gleichmiiBig konvergent. Wir konnen somit
f(x) := Y2, fu(x) fiir x € X setzen und erhalten eine reelle Funktion f auf X, die ebenfalls wegen
der Abschitzung (4) nur Werte im Intervall [—1,1] annimmt. Genau wie im Fall von Folgen von
Funktionen zwischen metrischen Rdumen in den ,,Grundlagen der Mathematik® zeigt man, dass f
als gleichméBiger Grenzwert stetiger Funktionen stetig ist [G2, Satz 8.39 und Bemerkung 24.25 (b)].
Gehen wir schlieBlich in (3) zum Grenzwert n — o {iber, sehen wir, dass f(x) = f(x) fiir alle x € A
gilt, also f wie gewiinscht eine stetige Fortsetzung von f ist.

»(b) = (a)*: Es seien A, B C X abgeschlossene Mengen mit AN B = (. Dann ist die Funktion

firxeA

—1
frAUB— [-1,1], x—
1 firxc B

nach Satz 2.4 (b) stetig, da alle Urbilder von f die in A U B offenen Mengen @, A, B oder A U B sind.
Also konnen wir f nach unserer Annahme zu einer stetigen Funktion f: X — [—1,1] fortsetzen,
und U := f~1(R-¢) und V := f~1(R-) sind wie gewiinscht offene Mengen mit U D A, V D B und
unv=0. O

Bei Bedarf lasst sich aus dem Fortsetzungssatz 4.26 schlieflich auch noch die Annahme beseitigen,
dass wir nur beschrinkte Funktionen in ein vorgegebenes Intervall betrachten. Wir erhalten so die
folgende alternative Form dieses Satzes:

Folgerung 4.27. Ein topologischer Raum X ist genau dann normal, wenn jede stetige Abbildung
f: A— Raufeiner abgeschlossenen Menge A C X zu einer stetigen Abbildung f: X — R fortgesetzt
werden kann.

Beweis. Es sei zundchst X normal. Ist f: A — R dann eine stetige Funktion auf einer abgeschlos-
senen Menge A, so konnen wir die stetige und beschrinkte Funktion g:=arctanf: A — (-%,%)
betrachten und nach Satz 4.26 zu einer stetigen Funktion g: X — [—7, 7] fortsetzen.

Beachte jedoch, dass diese Fortsetzung auflerhalb von A die Werte :tj annehmen konnte, so dass
wir nicht einfach tang als Fortsetzung von f wihlen konnen. Wir konnen nach Satz 4.24 aber eine
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stetige Funktion /1: X — [0, 1] finden mit ﬁ|§71({_%7%}) =0und /|4 = 1. Dann nimmt & -/ nur Werte
in (—7%,%) an und stimmt auf A mit ¢ und damit auch mit g iiberein, so dass nun wie gewiinscht

f :=tan(g-h) eine stetige Fortsetzung von f ist.

Die Riickrichtung zeigt man genauso wie in Satz 4.26. 0

Aufgabe 4.28. Es sei A C [0,1) die Menge aller Zahlen, die eine Dezimaldarstellung aus nur den
Ziffern 0 und 1 besitzen. Im Folgenden schreiben wir eine solche Zifferndarstellung zur Basis 10 als
(O,a1a2a3 .. .)10 mitay,az,az... € {0, 1}.

(a) Man zeige: Die Abbildung f: A — I, (0,ajaza3...)10 — (0,a1aza;3...),, die eine Zahlen-
darstellung zur Basis 10 als eine zur Basis 2 uminterpretiert, ist stetig.
(b) Zeige, dass es eine stetige Abbildung g: I — I gibt mit g(A) =I.

(c) Benutze die Idee aus (a) und (b), um einen alternativen Beweis fiir die Existenz von Peano-
Kurven, also von stetigen, surjektiven Abbildungen von I nach I?> anzugeben (siche Satz
2.18).

(Wer bereits die ,,MaB- und Integrationstheorie® gehort hat, kann (b) auch als Beispiel dafiir
auffassen, dass auch schon im eindimensionalen Lebesgue-Mal} eine stetige Funktion eine be-
schriankte Nullmenge auf eine (messbare) Menge mit positivem Maf} abbilden kann.)
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5. Quotientenriume

Bevor wir unsere Untersuchung topologischer Rdume fortsetzen, wollen wir in diesem Kapitel zu-
nichst einmal viele neue Beispiele solcher Rdume kennen lernen, indem wir Konstruktionen ange-
ben, mit denen man aus bekannten topologischen Riumen neue gewinnen kann. Im Gegensatz zu un-
seren bisher betrachteten Beispielen geht es dabei weniger um Riume mit ungewohnlich konstruier-
ten Topologien, sondern hauptsidchlich um solche, die sich durch ,,Verkleben* aus einfachen Grund-
bausteinen zusammensetzen lassen. Anschaulich erhilt man z. B. wie im Bild unten eine Kreislinie,
wenn man die Eckpunkte des Einheitsintervalls miteinander verklebt, und ein sogenanntes Mobius-
band (siehe Beispiel 5.9 (b)), wenn man im Einheitsquadrat [ 2 die linke mit der rechten Kante mit
entgegengesetzter Orientierung verklebt.

bl

]2
verkleben

Mobiusband

Wie kann man ein solches Verkleben nun mathematisch exakt beschreiben? Thr wisst aus den Anfén-
gervorlesungen bereits, wie dies zunéchst erst einmal mengentheoretisch moglich ist: Elemente einer
Menge miteinander zu identifizieren bedeutet einfach, eine Aquivalenzrelation auf dieser Menge zu
betrachten und dann zur Menge der Aquivalenzklassen iiberzugehen. Fiir die Kreislinie oben miiss-
ten wir also z. B. die Aquivalenzrelation ~ auf dem Einheitsintervall I betrachten, fiir die 0 ~ 1 gilt,
ansonsten aber jeder Punkt in seiner eigenen Aquivalenzklasse liegt. Die Menge I/~ der Aquiva-
lenzklassen beschreibt dann den zusammengeklebten Raum, in dem 0 und 1 miteinander identifiziert
wurden. Die natiirliche Restklassenabbildung I — I/~ bildet dabei jeden Punkt des urspriinglichen
Intervalls auf den entsprechenden Punkt auf der Kreislinie nach dem Zusammenkleben ab. In der
Tat ist diese topologische Sichtweise wahrscheinlich eine der anschaulichsten Arten, wie man sich
Aquivalenzrelationen bzw. Aquivalenzklassen vorstellen kann.

Bevor wir mit der Untersuchung derartiger Raume beginnen, wollen wir zuerst noch eine Kon-
struktion angeben, mit der wir Aquivalenzrelationen spiter deutlich einfacher hinschreiben kénnen.
Betrachten wir z. B. noch einmal das Verkleben der beiden Randpunkte des Einheitsintervalls oben,
so haben wir dafiir eine Aquivalenzrelation auf I mit O ~ 1 benétigt. Dies alleine — also die Relation
~ auf I, fiir die genau 0 ~ 1 und sonst immer x ¢ y gilt — ist aber natiirlich noch keine Aquiva-
lenzrelation, da sie weder reflexiv noch symmetrisch ist. Dies lédsst sich jedoch mit der folgenden
Konstruktion einfach reparieren:
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Konstruktion 5.1 (Erzeugte Aquivalenzrelationen). Es sei ~ eine beliebige Relation auf einer Men-
ge X. Wir definieren auf X eine neue Relation ~z, indem wir fiir alle x,y setzen

x=y & esgibteinn € Nundx,...,x, € X, sodass xp =xund x, =y ist

und fiir alle i = 1,...,n gilt, dass x;_; ~ x; oder x; ~ x;_1.

Man priift leicht nach, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist. In der Tat ist es die kleinste Aquivalenz-
relation, bei der fiir alle x,y € X mit x ~ y auch x ~ y gilt — d. h. die Relation, die man erhilt, indem
man zu ~ nur die Relationen mit hinzunimmt, die man unbedingt benotigt, um die Ausgangsrelation
reflexiv, symmetrisch und transitiv zu machen. Ist also ~ bereits eine Aquivalenzrelation, SO stimmt
~ mit ~ iiberein.

Man nennt ~ die von ~ erzeugte Aquivalenzrelation. In dieser Situation werden wir die Menge
X /=~ ihrer Aquivalenzklassen im Folgenden auch mit X/~ bezeichnen, und die zugehérige Rest-
klassenabbildung mit 7: X — X /~.

Beispiel 5.2. Wie im oben erwihnten Beispiel sei ~ die Relation auf dem Einheitsintervall 7, fiir die
nur 0 ~ 1, also x £ y fiir alle (x,y) # (0,1) gilt. Dann ist die davon erzeugte Aquivalenzrelation ~
gegeben durch
xx~y < x=y oder (x,y)=(1,0) oder (x,y)=(0,1).
Beachte, dass wir damit bereits eine wohldefinierte und bijektive Abbildung
fil/~—=S8'CC, 3™

haben, die das Verkleben des Einheitsintervalls an den Randpunkten beschreibt und wie gewiinscht
die Kreislinie ergibt. Natiirlich mochten wir diese Abbildung nun aber auch noch als Homdomor-
phismus ansehen kdnnen und miissen daher zuerst einmal sagen, welche Topologie wir dem Raum
I/~ geben wollen. Es stellt sich heraus, dass es fiir die Topologie auf einer solchen Menge von
Aquivalenzklassen eine sehr natiirliche Wahl gibt: die sogenannte Quotiententopologie, die wir jetzt
einfithren wollen.

Lemma und Definition 5.3 (Quotiententopologie). Es seien ~ eine (Aquivalenz-)Relation auf ei-
nem topologischen Raum X sowie w: X — X /~ die zugehirige Restklassenabbildung. Dann ist

T ={UCX/~:n ' (U)istoffenin X}

eine Topologie auf X /~. Sie wird Quotiententopologie genannt und ist die Standardtopologie auf
derartigen Mengen von Aquivalenzklassen. Man bezeichnet X |~ mit dieser Topologie auch als einen
Quotientenraum.

Beweis. Wir miissen die Eigenschaften einer Topologie aus Definition 1.1 nachpriifen.

(@) Daz~!'(0) =0 und 7~ '(X/~) = X offen in X sind, sind @ und X /~ nach Definition in .7.
(b) Fiir alle i in einer Indexmenge I seien U; € .7, also £~ ! (U;) offen in X. Dann ist
= (Uu)=Ur @)
iel iel
als Vereinigung offener Mengen offen in X, und damit liegt | J;c; U; nach Definition in 7.

(c) Dies folgt analog zu (b) aus der Gleichung
' wunv)=z(U)nz (V). O

Bemerkung 5.4 (Offene und abgeschlossene Mengen in der Quotiententopologie). Definition 5.3
besagt mit den obigen Notationen also, dass eine Teilmenge U C X /~ genau dann offen ist, wenn ihr
Urbild 7! (U) in X offen ist. Ein analoges Kriterium gilt dann automatisch auch fiir abgeschlossene
Mengen: Eine Teilmenge A C X /~ ist ja genau dann abgeschlossen, wenn ihr Komplement (X /~)\A
offen ist, was nach Definition nun genau dann gilt, wenn 7' ((X/~)\A) = X\w~!(A) offen, also
n~!(A) abgeschlossen ist.
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Die Definition der Quotiententopologie ist aulerdem so gemacht, dass es sehr einfach ist, stetige
Funktionen von Quotientenrdumen in andere topologische Raume zu beschreiben:

Lemma 5.5 (Stetige Abbildungen von Quotienten). Es sei w: X — X/~ die Restklassenabbildung
fiir eine (Aquivalenz-)Relation ~ auf einem topologischen Raum X. Dann gilt:

(a) mist stetig.

(b) Eine Abbildung f: X/~ — Y in einen weiteren topologischen RaumY ist genau dann stetig,
wenn die Verkettung fom: X — Y stetig ist.

Beweis.

(a) Ist U C X/~ offen, so bedeutet dies nach Definition der Quotiententopologie gerade, dass
7~ (U) offen in X ist. Damit ist 7 stetig nach Satz 2.4 (b).

(b) Nach Satz 2.4 (b) ist f genau dann stetig, wenn fiir alle offenen Teilmengen U C Y das
Urbild f~!(U) offen in X/~ ist. Nach Definition 5.3 ist dies aber dquivalent dazu, dass
7Y (f~Y(U)) = (for) "' (U) offen in X ist fiir alle diese U, und damit wiederum nach Satz
2.4 (b) zur Stetigkeit von fo 7. (]

Bemerkung 5.6 (Konstruktion stetiger Abbildungen von Quotienten). Lemma 5.5 (b) kann man
auch als Konstruktionsmoglichkeit fiir Abbildungen interpretieren, deren Startraum ein Quotien-
tenraum ist: Wollen wir eine stetige Abbildung f von einem Quotienten X/~ in einen anderen
Raum Y angeben, so kann man dafiir einfach eine stetige Abbildung g: X — Y hinschreiben, die auf
den Aquivalenzklassen konstant ist. Eine solche Abbildung liefert dann nimlich eine wohldefinierte
Funktion f: X/~ — Y, X g(x), die natiirlich g = f o 7 erfiillt und daher nach Lemma 5.5 (b) stetig
ist.

Bemerkung 5.7 (Finaltopologien). Analog zu Bemerkung 2.11 kann man auch hier leicht nachprii-
fen, dass die Quotiententopologie die feinste Topologie auf X /~ ist, fiir die die Restklassenabbildung
7 stetig ist, und dass sie durch die Eigenschaft aus Lemma 5.5 (b) eindeutig charakterisiert ist. Man
nennt diese Eigenschaft daher die universelle Eigenschaft der Quotiententopologie.

Auch dies ist ein Spezialfall einer viel allgemeineren Konstruktion: Hat man eine Familie topologi-
scher Rdume (X;);e;, eine Menge ¥ und Abbildungen 7;: X; — Y fiir alle i € J, so definieren diese
Daten auf Y die sogenannte Finaltopologie auf Y als die feinste Topologie, fiir die alle m; stetig
sind, oder (dquivalent dazu) als die eindeutige Topologie, fiir die eine Abbildung f: ¥ — Z in einen
topologischen Raum Z genau dann stetig ist, wenn alle Verkettungen f o m;: X; — Z stetig sind. Un-
ser Fall der Quotiententopologie ergibt sich hieraus also, wenn man nur einen Raum X = X; hat,
Y = X/~ und © = 7; die Restklassenabbildung ist.

Die Konstruktion der Finaltopologien ist damit also exakt dual zu der der Initialtopologien in Be-
merkung 2.11.

Eine weitere unmittelbare Folgerung aus Lemma 5.5 ist, dass sich einige unserer bisher eingefiihr-
ten Eigenschaften topologischer Rdume von einem urspriinglichen Raum X auf einen zugehorigen
Quotientenraum iibertragen.

Folgerung 5.8. Es seien ~ eine (Aquivalenz-)Relation auf einem topologischen Raum X und X |~
der zugehorige Quotientenraum.

(a) Ist X wegzusammenhiingend, so auch X /~.
(b) Ist X zusammenhiingend, so auch X /~.
(c) Ist X kompakt, so auch X /~.
Beweis. Da sich alle drei angegebenen Eigenschaften auf Bilder unter stetigen Abbildungen iiber-

tragen (siehe Lemma 3.6 und Satz 4.10 (a)), ergeben sich die Behauptungen sofort aus der Stetigkeit
der surjektiven Restklassenabbildung 7: X — X/~ gemiB Lemma 5.5 (a). 0
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Die Trennungseigenschaften, also die Hausdorff-Eigenschaft und die Normalitt, tibertragen sich
jedoch nicht ohne weiteres auf Quotientenrdaume. Wir werden dies spiter noch untersuchen (siehe
Satz 5.19).

Beispiel 5.9. Mit unseren Vorarbeiten konnen wir nun sehr einfach einige interessante Beispiele von
Quotientenriumen konstruieren.

(a)

(b)

Wir betrachten noch einmal wie in Beispiel 5.2 die durch 0 ~ 1 auf dem Einheitsintervall 1
gegebene Relation. Die dort schon als bijektiv erkannte Abbildung

fil/~ —=S'CC,xrs 2™

des Quotientenraums auf die Kreislinie ist nach Lemma 5.5 (b) stetig, da die zugehorige
Abbildung 7 — S', x — e*™ stetig ist. Damit ist sie nach Folgerung 4.14 aber auch ein Ho-
moomorphismus, da I/~ nach Folgerung 5.8 (c) kompakt und S! als metrischer Raum natiir-
lich ein Hausdorff-Raum ist (siche Beispiel 4.3 (a)). Durch das Verkleben der Randpunkte
von [ erhalten wir also tatsdchlich wie in der Einleitung zu diesem Kapitel angegeben die
Kreislinie S'.

Beachte, dass dies aufgrund der Rotationssymmetrie von S' insbesondere bedeutet, dass der
Verklebepunkt hinterher ,,topologisch genauso aussieht* wie alle anderen Punkte auf der
Kreislinie — das Verkleben erzeugt also in der Tat genau die topologische Struktur, die man
sich wiinschen wiirde.

Als zweidimensionales Beispiel betrachten wir nun das Einheitsquadrat /2 und verkleben
darin die linke mit der rechten Kante. Wir konnen dies mit gleicher oder entgegengesetzter
Orientierung dieser Kanten tun, also die im folgenden Bild angegebenen Relationen auf 12
verwenden.

(0,1) ~ (1,1) 0,6) ~ (1,1 —1)
y
firaller €1 firaller €1

(A) (B)

Die dementsprechend zusammengeklebten Riume 72/~ zeigt das Bild unten, wobei die
dunkel eingezeichnete Linie die Klebekante ist. Im Fall (A) erhilt man einen Zylindermantel
S x I (mit einer analogen Begriindung wie in (a)). Den im Fall (B) konstruierten Raum
haben wir schon am Anfang dieses Kapitels betrachtet: Man nennt ihn das Mobiusband.
Es unterscheidet sich vom ,,unverdrehten Band (A) anschaulich dadurch, dass diese Fldache
nicht orientierbar ist: Wihrend das Band in (A) eine Auflen- und eine Innenseite hat, wird
die AuBenseite beim Mdbiusband (B) zur Innenseite, wenn man einmal um das Band herum
lauft. Dieser sehr anschauliche Begriff der Orientierbarkeit einer Flidche ist mathematisch
jedoch nur schwer zu fassen, wir werden ihn daher in dieser Vorlesung nicht exakt einfiihren
oder untersuchen.

f
(A) (B)
Beachte, dass das Mobiusband auf diese Art als Quotientenraum definiert ist, und dass diese

Definition in der Tat sehr einfach ist — es wire viel umstéindlicher gewesen, einen derartigen
Raum als Teilraum von R? durch Gleichungen oder eine Parametrisierung anzugeben.

06
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(c) Verkleben wir in (b) zusitzlich auch noch die untere mit der oberen Kante in /2, so haben

wir hierfiir drei Moglichkeiten: Wir konnen wie in (C) unten beide Kantenpaare mit glei-
cher Orientierung verkleben, wie in (D) eines mit gleicher und eines mit entgegengesetzter
Orientierung, oder wie in (E) beide mit entgegengesetzter Orientierung.

(07I)N(17t) (Ovt)N(lvl_t) (07I)N(171_t)
(t,O)N(t,l) ([,O)N(I,l) (Z,O)N(l—t,l)
firaller €1 firaller €1 firaller €1

© (D) (B)

In den Fillen (C) und (D) konnen wir zunidchst einmal die obere mit der unteren Kante
verkleben und erhalten wie in (b) einen Zylindermantel / x S' (siehe Bild unten links). Iden-
tifizieren wir dort nun in (C) noch den linken mit dem rechten Kreisrand mit der gleichen
Orientierung, so erhalten wir einen Torus. Mit der gleichen Begriindung wie in (a) sieht
man, dass dieser Raum homoomorph zu S' x S ist.

Bei (D) dagegen miissen wir die beiden Kreisrinder des Zylindermantels in entgegengesetz-
ter Orientierung identifizieren. Formal als Quotientenraum ist dies natiirlich tiberhaupt kein
Problem; als Teilraum von R3 kann man die resultierende Fliche jedoch nicht mehr kor-
rekt darstellen — dies ist nur mit ,,Selbstdurchdringungen‘ wie im Bild unten rechts moglich.
Man bezeichnet diese Fliche als Kleinsche Flasche. Sie lisst sich in den R” nur fiir n > 4
einbetten und ist wie das Mobiusband ein weiteres Beispiel fiir einen topologischen Raum,
der sich als Quotientenraum viel einfacher definieren lasst als durch Gleichungen oder eine
Parametrisierung in R".

) — \
_ v

-

s (C) Torus
O ! ’ verkleben

(D) Kleinsche Flasche

Der Quotientenraum in (E) ldsst sich am besten geometrisch verstehen, wenn man bedenkt,
dass hier jeder Randpunkt von /> mit seinem gegeniiberliegenden Punkt verklebt wird, und
dass das Einheitsquadrat /> nach Beispiel 2.15 (b) homéomorph zum Einheitskreis D> C C
ist. Wir betrachten also letztlich den Raum D? /~ mit der Relation z ~ —z fiiralle z € S' € D?.
Um diesen Raum zeichnen zu konnen, stellen wir die Kreisscheibe D? zunichst wie im Bild
unten links so dar, dass wir jeden Punkt mit Polarkoordinaten r und ¢ an der Stelle mit
Polarkoordinaten r und 2¢ malen, so dass wir also jeden Punkt des Kreises (mit Ausnahme
des Nullpunkts) zweimal erhalten.
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e

I verkleben /

(E) reelle projektive Ebene

Damit wir dabei diese beiden Kopien der Punkte unterscheiden konnen, haben wir sie iiber-
einander gezeichnet und eine Fldche erhalten, die wie eine zweifache Uberdeckung der
Kreisscheibe aussieht — was in R wieder nur mit einer Selbstdurchdringung geht (die im
Bild durch die graue Linie dargestellt ist).

Gegeniiberliegende Punkte auf dem Rand der Kreisscheibe D? liegen in dieser Darstellung
nun direkt iibereinander. Wir miissen jetzt also nur noch jeden Punkt des oberen Randes mit
dem entsprechenden Punkt des unteren Randes verkleben und erhalten so die im Bild oben
rechts gezeichnete Flidche, die immer noch eine Selbstdurchdringung hat. Man bezeichnet
sie als die reelle projektive Ebene. Sie ist ein Spezialfall einer allgemeinen Konstruktion
sogenannter projektiver Rdume, die wir in Konstruktion 5.24 bzw. Aufgabe 5.25 noch ken-
nenlernen werden.

Als letzte Konstruktion eines Quotientenraumes wollen wir nun noch ein ganz anderes Bei-
spiel betrachten. Dazu starten wir mit der Menge X = I x {0,1} C R?, also zwei disjunkten
Einheitsintervallen, und betrachten darauf die Relation

(1,0) ~ (t,1) firaller e I\{}},

d. h. wir verkleben die beiden Intervalle in allen sich entsprechenden Punkten, mit Ausnahme
des mittleren Punktes % € I. Wir erhalten auf diese Art fiir X/~ also wie im Bild unten ein
,Intervall mit zwei Mittelpunkten P und Q.

AAAAA=AAAAA ,P

O .

vy vV.vy vV = Yy vV VvV VvV Vv Verkleben .Q
b X/~

Dieser Raum verhilt sich ganz anders als die Beispiele in (a) bis (c): Er ist weder normal
noch ein Hausdorff-Raum, da die Punkte P und Q zwar abgeschlossen sind, aber sich nicht
durch offene Mengen trennen lassen. Ist ndmlich U eine offene Umgebung von P in X /~, so
ist 77! (U) nach Definition 5.3 eine offene Umgebung von (4,0) in X und enthilt damit eine
offene Kugel U (3,0) um diesen Punkt. Damit enthilt U alle Punkte der Form (z,0) = (,1)
fiir 0 < | — %| < €. Dasselbe gilt aber auch fiir offene Umgebungen von Q, und zwei solche
Mengen konnen offensichtlich nicht disjunkt sein. Das folgende Bild verdeutlicht dies und
zeigt eine offene Umgebung U von P und V von Q in X /~, wobei der graue Punkt jeweils
nicht in der Umgebung enthalten ist.

U eP \4 P
‘0 °0
Eine Umgebung U von P Eine Umgebung V von Q

Insbesondere bedeutet dies nach Beispiel 4.3 (a), dass dieser Quotientenraum kein metrischer
Raum und damit auch fiir kein » homdomorph zu einem Teilraum von R” sein kann. In
diesem Sinne sind die Bilder dieses Raumes in der Zeichenebene R? oben also nicht ganz
korrekt (sie konnten z. B. suggerieren, dass X/~ unzusammenhingend ist, was aber nicht
der Fall ist).
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Bemerkung 5.10 (Durchschnitte kompakter Mengen). Das Intervall mit zwei Mittelpunkten X aus
Beispiel 5.9 (d) liefert auch ein einfaches Beispiel dafiir, dass Durchschnitte kompakter Teilmengen
topologischer Riume im Allgemeinen nicht wieder kompakt sind (sieche Bemerkung 4.13 (b)): Sind
K={(t0):t€l}und L={(s,1):¢ €I} in X das Intervall mit nur dem unteren bzw. oberen
Mittelpunkt, so ist K = L 2 ] kompakt, aber K NL =2 T\{ %} ist nicht kompakt.

Aufgabe 5.11. Nehmt einen Zylindermantel X = S' x I C C x R und verklebt an einem der beiden
Rinder jeden Punkt mit seinem gegeniiberliegenden, d. h. betrachtet den Raum X /~ fiir die Relation
(z,1) ~ (—z,1) firalle z € S'.

Zeigt sowohl durch einen mathematischen Beweis als auch durch Basteln, dass dieser Raum homoo-
morph zum Mobiusband ist.

Bisher haben wir Quotientenriume immer direkt durch die Angabe einer (Aquivalenz-)Relation auf
einem topologischen Raum definiert. In der Praxis treten jedoch oft zwei spezielle Arten auf, wie
man die nétige Aquivalenzrelation aus anderen ,,Verklebedaten bekommt: durch Angabe einer Ver-
klebeabbildung bzw. durch Herausteilen einer Gruppenoperation. Diese beiden Konstruktionen wol-
len wir nun im Rest dieses Kapitels noch untersuchen.

Bei der Angabe einer Verklebeabbildung startet man mit zwei topologischen Raumen X und Y sowie
einer stetigen Abbildung f: A — Y, die auf einer Teilmenge A von X definiert ist. Man mochte als
topologischen Raum nun X und Y zusammen nehmen und dadurch verkleben, dass man jeden Punkt
X € A mit seinem Bildpunkt f(x) € Y identifiziert. Um dies formal exakt hinschreiben zu konnen,
benotigen wir zunichst eine Konstruktion, die das disjunkte Vereinigen der beiden Raume X und Y
zu einem neuen Raum beschreibt.

Konstruktion 5.12 (Disjunkte Vereinigungen). Es seien X und Y zwei topologische Riume. Wir
definieren die disjunkte Vereinigung von X und Y als

XUY:=Xx{0}hu¥ x{1}) cXur)x{o,1}
mit der Topologie

J ={UUV :U CX offenund V C Y offen}.

Letztlich ist diese vielleicht etwas umstidndlich wirkende Definition nur ein Trick, um dafiir zu sor-
gen, dass X und Y im Raum X UY wirklich disjunkt sind, auch wenn sie es als Mengen urspriinglich
nicht waren: Wir fligen einfach eine zweite Koordinate hinzu, die fiir den ersten Raum 0 und fiir
den zweiten Raum 1 ist, so dass alle Punkte von X LIY eindeutig zu einem der beiden Teilrdaume
gehoren — genau wie in Beispiel 5.9 (d), in dem I x {0, 1} = IU[ die disjunkte Vereinigung zweier
Einheitsintervalle war.
Im Folgenden werden wir bei der Notation von Punkten in X LY in der Regel die zweite Koordinate
weglassen, wenn klar ist, ob der Punkt in der ersten oder zweiten Komponente liegen soll.

Aus der Definition der Topologie auf X L1Y folgen unmittelbar einige elementare Eigenschaften:
(a) Eine Menge ALIB C X UY ist genau dann abgeschlossen, wenn A C X und B C Y abge-
schlossen sind.

(b) X UY ist (fiir nicht-leere X und Y) immer unzusammenhédngend, da X LI und QU Y offen
sind und sich disjunkt zu X LIY vereinigen.

(c) Die Einbettungsabbildungen X — X LY und ¥ — X LUY sind mit unserer Definition der
Topologie auf X L1Y natiirlich stetig.

Eine Abbildung f: X LY — Z in einen dritten topologischen Raum Z hat stets die Form
fx(x) fallsxeX,
fr(x) fallsxey

fiir zwei Abbildungen fx: X — Z und fy: Y — Z, und ist genau dann stetig, wenn fy und
fy es sind. In der Tat ist 7 wie in Bemerkung 5.7 genau die Finaltopologie auf X UY fiir die
beiden Einbettungsabbildungen X — X /Y und Y — X UY.

f:XUY%Z,xt—){
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Definition 5.13 (Verkleben entlang von Abbildungen). Es seien X und Y topologische Rdume sowie
f: A —Y eine stetige Abbildung von einer Teilmenge A C X nach Y.

(a) Wir betrachten auf der disjunkten Vereinigung X LIY die Relation ~ mit x ~ f(x) fiir alle
X € A und setzen
XUpY :=(XUY)/~,
verkleben also jeden Punkt x € A C X mit seinem Bild f(x) € Y. Wie iiblich werden wir die
zugehorige Restklassenabbildung mit 7: X LY — X U Y bezeichnen, ihre Verkettung mit
den natiirlichen Einbettungen X — X UY und ¥ — X LY mit

Tx: X - XUY - XUpY bzw. my:Y > XUY - XUY.

Nach Konstruktion ist dann offensichtlich 7y [4 = 7ty o f, denn fiir alle x € A ist (7x |4) (x) =%
und (7y o f)(x) = m

(b) Ist Y der einpunktige Raum und dementsprechend f die konstante Abbildung (so dass also
alle Punkte in A miteinander identifiziert werden), so schreiben wir den Raum X Uy Y auch
als X /A und sagen, dass er aus X durch Zusammenschlagen von A auf einen Punkt entsteht.

Beispiel 5.14. Fiir den Raum 7/{0,1}, der aus dem Ein-
heitsintervall durch Zusammenschlagen der beiden Rand-
punkte auf einen Punkt entsteht, bendtigen wir mit den

. . .. . Ae o -_.Tx
obigen Notationen wie im Bild rechts X =1, A = {0, 1}, -
den einpunktigen Raum Y und die konstante Abbildung \\\ // -
f: A — Y. Da wir genau die drei Punkte 0,1 € A und Wy e -
Y miteinander identifizieren, ist der entstechende Raum oy Ty .
X Uy Y offensichtlich wie in Beispiel 5.2 bijektiv zur Y e .

Kreislinie S'. Wir werden in Beispiel 5.17 (a) sehen, dass
1/{0,1} auch tatsiichlich homdomorph zu S' ist.

Bemerkung 5.15. Beachte, dass die Konstruktion von X Uy Y in Definition 5.13 (a) nicht symme-
trisch in X und Y ist. In der Tat kann die dort betrachtete Relation zwei Punkte x;,x, € X miteinander
identifizieren (ndmlich wenn x1,x, € A und f(x;) = f(x2) gilt), aber nie zwei Punkte in Y. Man sollte
sich X daher wie in Beispiel 5.14 als den Startraum vorstellen, in dem man etwas verkleben mochte,
A als die ,,Klebestelle* in diesem Raum, und Y als das Bild von A nach dem Verkleben.

Bemerkung 5.16 (Offene Mengen in X U¢Y). Nach Definition 5.3 der Quotiententopologie ist ei-
ne Menge U C X Uy Y genau dann offen, wenn ihr Urbild 7! (U) in X UY offen ist, also wenn
m |(U) € X und 7, | (U) C Y offen sind (siehe Konstruktion 5.12).

Dieses Kriterium ldsst sich oft noch etwas vereinfachen. Falls f ndmlich surjektiv ist, so gilt

m (U) = f(F (' (O) = f((ry 0 )71 U)) =" f((rx )™ (U)) = f(ANm ' (U)).
Ist dann also 7, ' (U) offen in X und damit AN 7y ' (U) offen in A, so kénnen wir daraus bereits
auf die Offenheit von 7, 1 (U) in Y schlieBen, wenn wir wissen, dass f: A — Y offene Mengen auf
offene Mengen abbildet — derartige Abbildungen heilen offen. In der Praxis haben Verklebeabbil-
dungen oft diese Eigenschaft, z. B. wenn Y diskret oder f ein lokaler Hom6omorphismus ist, also
eine Umgebung von jedem Punkt homdomorph auf eine Umgebung des Bildpunktes abbildet.

5.13 (a)

Zusammenfassend sehen wir also, dass eine Teilmenge U C X Uy Y im Fall einer surjektiven und
offenen Verklebeabbildung f genau dann offen ist, wenn 7, | (U) offen in X ist.

Beispiel 5.17.

(a) Der Raum 7/{0, 1} aus Beispiel 5.14 ist homoomorph zu S': Die Verklebeabbildung ist hier
trivialerweise surjektiv und offen, und damit ist eine Teilmenge U C I/{0,1} nach Bemer-
kung 5.16 genau dann offen, wenn ihr Urbild in / es ist — was exakt die gleiche Topologie ist
wie in Beispiel 5.9 (a).
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(b) Auch die anderen Ridume aus Beispiel 5.9 konnen wir mit Hilfe einer Verklebeabbildung
erhalten, z. B. wie im Bild unten das Mébiusband fiir X = I2, A = {0,1} x I, Y =1 und die
Verklebeabbildung

X firr =0,
1—x firr=1,

ﬂAHK@ﬂH{

und das Intervall mit zwei Mittelpunkten aus X = 7UI, A= (I\{3}) U (I\{3}), Y =1\{3}
und f: A —Y, (x,1) — x. Beachte, dass die Topologien dieser Rdume wie in (a) nach Bemer-
kung 5.16 mit den in Beispiel 5.9 konstruierten {ibereinstimmen, da die Verklebeabbildungen
in diesen Fillen (als lokale Homdomorphismen) offen und natiirlich auch surjektiv sind.

X X
— o
a | A e
AN A *\ f: BN "
I ‘ : ¢
hig | ! Intervall mit
o ntervall mi
Y| Méobiusband Y — doppeltem Mittelpunkt

Aufgabe 5.18. Welcher bekannte Raum entsteht aus einem Mdbiusband, wenn man . ..

(a) es mit einer Kreisscheibe D? entlang des gemeinsamen Randes (jeweils homéomorph zu S')
verklebt;

(b) es mit einem zweiten Mobiusband entlang des gemeinsamen Randes S' verklebt;

(c) es entlang der Mittellinie aufschneidet;

(d) seinen Rand S! zu einem Punkt zusammenschligt?

Ein Vorteil des Verklebens entlang von Abbildungen ist, dass wir in dieser Sprechweise auf relativ
einfache Art ein Kriterium dafiir beweisen konnen, wann so konstruierte Riaume die von uns in
Kapitel 4 betrachteten Trennungseigenschaften besitzen.

Satz 5.19. Es seien X und Y topologische Rdume, A C X eine abgeschlossene Teilmenge, und
f: A —Y eine stetige Abbildung.

(a) Sind X und Y normal, so auch X UyY.

(b) Sind X undY zusditzlich Hausdorff-Réume, so auch X UyY.

Beweis.

(a) Wir verwenden das Kriterium von Urysohn aus Satz 4.24. Es seien also B,C C X Uy Y wie
im Bild unten zwei disjunkte abgeschlossene Teilmengen. Dann sind 7, ! (B) und 7, ' (C)
zwei disjunkte abgeschlossene Teilmengen von Y, und damit gibt es nach dem Lemma von
Urysohn eine stetige Funktion /: ¥ — I mit h|n;1(3) =0und h|n;1(c) =1

X
1
A Ty (B) R
1 LT
Ty (C) \\)f\
| \\\
v ﬂy//"
G I
—1
Ty (C) —
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Als Nichstes betrachten wir auf der (im Bild oben links dunkel dargestellten) abgeschlosse-
nen Teilmenge AUy ! (B) Umy ! (C) von X die Funktion

h(f(x)) fallsx €A,
AUR (B)Umg ' (C) =1, x+—= <0 falls x € 7 ' (B),
1 falls x € 7y ' (C).

Sie ist nach Konstruktion von & wohldefiniert, d. h. fiir Punkte in AN 7y ' (B) bzw. AN 7y ' (C)
ergeben beide anwendbaren Definitionszeilen den gleichen Wert. Da sie weiterhin nach Auf-
gabe 2.8 (b) stetig ist, konnen wir sie nach dem Satz 4.26 von Tietze zu einer stetigen Funk-
tion g: X — I fortsetzen.

Dann ist aber die Funktion

g(x) firxeX,

XUpY =1, Xx— ]
h(x) firxeY

wohldefiniert und nach Konstruktion 5.12 (c) stetig, und auerdem auf B und C konstant 0
bzw. 1. Nach Satz 4.24 ist X Uy Y also normal.

(b) Da wirin X UrY nach (a) bereits abgeschlossene Mengen durch offene Mengen trennen kon-
nen, geniigt es zu zeigen, dass Punkte abgeschlossen sind. Nach Definition der Quotientento-
pologie miissen wir also zeigen, dass Urbilder von Punkten in X Uy Y unter 7 abgeschlossen
in X UY sind.

Fiir Punkte der Form X mit x € X\A ist dies offensichtlich, da deren Urbilder {x} LI @ selbst
nur aus einem Punkt von X bestehen und somit wegen der vorausgesetzten Hausdorff-
Eigenschaft von X nach Lemma 4.5 (b) abgeschlossen sind. Die anderen Urbilder sind nach
Definition 5.13 (a) von der Form f~!({y}) U {y} fiir ein y € Y. Auch diese Mengen sind
nach Konstruktion 5.12 (a) abgeschlossen in X LIY: Der Punkt {y} ist wegen der Hausdorff-
Eigenschaft von ¥ nach Lemma 4.5 (b) abgeschlossen, also ist f~!({y}) abgeschlossen in A
und damit auch in X nach Satz 2.4 (e) und Aufgabe 1.10 (c). O

Beispiel 5.20. Nach Satz 5.19 ist mit / 2 auch das Mobiusband ein normaler Hausdorff-Raum, denn
in der Darstellung von Beispiel 5.17 (b) ist die Verklebemenge A = {0, 1} x I abgeschlossen. Genau-
so sieht man, dass auch der Torus, die Kleinsche Flasche und die reelle projektive Ebene aus Beispiel
5.9 (c¢) normale Hausdorff-Rdume sind. Beim Intervall mit doppeltem Mittelpunkt aus Beispiel 5.9
(d) haben wir dagegen schon gesehen, dass dieser Raum weder normal noch ein Hausdorff-Raum ist
—und in der Tat ist hier in der Darstellung von Beispiel 5.17 (b) die Verklebemenge A = I'\{ %} auch
nicht abgeschlossen in /.

Die letzte Art zur Erzeugung von Quotientenrdumen, die wir hier behandeln wollen, benutzt das
Herausteilen von Gruppenoperationen. Im Gegensatz zu den bisher untersuchten Fillen werden da-
bei nicht nur manche Punkte des Ausgangsraumes X mit anderen verklebt, sondern es liegt in der
Regel jeder Punkt von X in einer nicht-trivialen Aquivalenzklasse.

Definition 5.21 (Gruppenoperationen und Bahnenrdume). Es seien X eine Menge und G eine Grup-
pe mit neutralem Element e.

(a) Eine (Gruppen-)Operation von G auf X ist eine Abbildung
i GxX =X
(g:x) = g-x,

so dass e-x=xund (g-h)-x =g (h-x) fir alle x € X und g,h € G (beachte, dass im
Ausdruck (g- ) - x der erste Punkt fiir die Verkniipfung innerhalb der Gruppe G, der zweite
fiir die Gruppenoperation steht). Genau wie bei Gruppenverkniipfungen kann man natiirlich
auch ein anderes Zeichen als ,,- “ fiir die Verkniipfung wihlen; auch die Schreibweisen gx
und g(x) fiir g - x sind in der Literatur iiblich.

07
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(b) Operiert G auf X, so iiberpriift man leicht, dass
x~y & esgbteingeGmity=g-x

eine Aquivalenzrelation auf X definiert. Thre Aquivalenzklassen X = {g-x : g € G} heiien
Bahnen der Gruppenoperation. Die Menge X /~ dieser Aquivalenzklassen wird daher auch
Bahnenraum genannt. Man schreibt ihn in der Regel als X /G, auch wenn die Konstruktion
dieses Raumes natiirlich nicht nur von X und G, sondern auch von der Wahl der Gruppen-
operation abhingt.

Bemerkung 5.22 (Stetigkeit der Gruppenoperation). Operiert eine Gruppe G auf einer Menge X, so
definiert jedes Gruppenelement g € G offensichtlich eine Abbildung

QX =X, x—>g-x

von X in sich, was auch den Namen ,,Gruppenoperation auf X* erklirt. Die Eigenschaften einer
Gruppenoperation aus Definition 5.21 besagen dann gerade ¢, = idy und @, = @, o @, fiir alle
g:h € G. Insbesondere sind also alle diese Abbildungen @, bijektiv mit Umkehrabbildung ¢,-1,
denn es gilt ja
PgO Pyt = Py1 0Py = P =idy .

Ist X nun sogar ein topologischer Raum, so kénnen wir X /G natiirlich wie gewohnt mit der Quoti-
ententopologie ebenfalls als topologischen Raum auffassen. Diese Konstruktion bringt uns aber nur
wenig, wenn die topologische Struktur nicht mit der Gruppenoperation vertraglich ist. Wir wollen
daher im Folgenden als zusétzliche Bedingung an eine Gruppenoperation auf einem topologischen
Raum immer voraussetzen, dass die Abbildungen @, stetig (und damit Homdomorphismen) sind.

Beispiel 5.23. Die Gruppe (Z,+) operiert durch Addition auf X = R. Nach Definition 5.21 sind die
Bahnen dieser Operation die Mengen

x={x+n:neZ} ‘\.2
Im Bild rechts, in dem die reelle Zahlengerade als Spirale darge- (‘\\.
1

stellt ist, besteht eine Bahn also aus direkt iibereinander liegenden e
Punkten, so dass man sich die Restklassenabbildung 7: R — R/Z ) \. 0

als die vertikale Projektion vorstellen kann. Die Abbildung (\\. .
R/Z — S', % 2™

ist wie in Beispiel 5.9 (a) wohldefiniert, stetig und bijektiv. Damit -

ist sie nach Folgerung 4.14 aber auch ein Homdomorphismus, da

der Startraum R /Z (als Bild des kompakten Einheitsintervalls unter

der Restklassenabbildung, siehe Folgerung 5.8 (c)) kompakt und O R/Z = S

der Zielraum S ein Hausdorff-Raum ist. Also ist R/Z = S,

Beachte, dass die Notation R/Z hierbei mehrdeutig ist: Es kénnte damit auch das Zusammenschla-
gen von Z in R auf einen Punkt wie in Definition 5.13 (b) gemeint sein — was ein ganz anderer Raum
ist!

Konstruktion 5.24 (Projektive Raume). Eine euch bereits bekannte Gruppenoperation aus den
,Grundlagen der Mathematik® ist die Skalarmultiplikation: Fiir n € N operiert die multiplikative
Gruppe G = R\ {0} auf X = R"*1\ {0} durch

A (X0, x0) = (Axo, ..., Axp).

Der zugehorige Bahnenraum X /G = (R™1\{0})/(R\{0}) heiBt (reeller) projektiver Raum der
Dimension n und wird mit [P bezeichnet.

Offensichtlich ist diese Konstruktion statt fiir die reellen Zahlen auch fiir einen beliebigen anderen
Grundkorper K moglich. Man schreibt den zugehorigen projektiven Raum dann in der Regel als
P% = (K"*1\{0})/(K\{0}). Zu einem topologischen Raum wird dies aber natiirlich erst, wenn man
auf K (und damit auch auf K"\ {0}) eine Topologie festgelegt hat. In der Topologie ist der Fall des
reellen projektiven Raumes daher der wichtigste; auch P{, (mit der Standardtopologie auf C) tritt
manchmal auf.



5. Quotientenrdume 49

Nach Konstruktion sind die Elemente von P", d.h. die Bahnen der obigen Gruppenoperation, die
Mengen

(x0,..., %) =% ={Ax: A € R\{0}} fiirx € R""1\{0},

also die Ursprungsgeraden in R"*! (ohne den Nullpunkt). Dies liefert zwei mogliche geometrische
Interpretationsmoglichkeiten fiir den projektiven Raum P":

()

(b)

Jede Ursprungsgerade X € P trifft die Einheitskugel $” wie im Bild unten links in zwei
gegeniiberliegenden Punkten. Ist also ~ die Relation auf S"* mit x ~ —x fiir alle x, so ist die
Abbildung

FiP S o, T <x>
[1x[l2

die jede Ursprungsgerade auf die beiden Schnittpunkte mit $” abbildet, stetig (da die Ab-
bildung x H;—H auf R 1\ {0} stetig ist, siche Bemerkung 5.6) und bijektiv mit ebenfalls
stetiger Umkehrabbildung

s/~ 5P R R
Also ist P" = §"/~. Nach Definition 5.21 konnen wir dies auch als Bahnenraum S"/Z,
schreiben, wobei Z; = ({1, —1}, - ) multiplikativ auf S" operiert.

Insbesondere ist P nach Folgerung 5.8 damit (weg-)zusammenhéngend und kompakt, da S”
diese Eigenschaften besitzt.

Txo _

/

—x

SZ

(a) (b)

Jede Ursprungsgerade X = (xo,...,x,) mit xo # 0 schneidet den verschobenen Unterraum
{x € R*!: xy = 1} = R" wie im Bild oben rechts in genau einem Punkt. Dies fiihrt zu einer
stetigen und injektiven Abbildung

g RY =P, (xp,...,x0) = (L,x1,. .0, %),
die diesen Schnittpunkt auf die entsprechende Ursprungsgerade abbildet. Durch diese Ab-
bildung g konnen wir R” also als Teilmenge von P" auffassen. Die nicht im Bild von g
liegenden Punkte sind genau die Ursprungsgeraden der Form (0,xy,...,x,), die wie y im
obigen Bild in dem durch die Gleichung xy = 0 gegebenen Unterraum liegen. Diese zusitz-

lichen Punkte von P" kann man sich als ,,Punkte im Unendlichen* in der entsprechenden
Richtung vorstellen: Betrachten wir z. B. eine Gerade

{(x1y X)) A (V1 vy) 1 A ERY

in R", so sind die zugehérigen Punkte in P” fiir groRe A unter der Einbettung g

(Lxi+Avi,. iy +Avy,) = (%,a—l—kvl,...,’%—i—vn),

was fiir A — o gerade gegen den Punkt (0,vy,...,v,) € P" konvergiert, also gegen den
,Punkt im Unendlichen® fiir den entsprechenden Richtungsvektor. Mit anderen Worten kon-
nen wir uns den projektiven Raum P”" also so vorstellen, dass wir zu R” fiir jede Richtung
einen Punkt im Unendlichen hinzufiigen.

Aufgabe 5.25. Wir haben in diesem Kapitel zwei Rdume kennengelernt, die wir ,,reelle projektive

Ebene*

genannt haben:
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(a) D?/~ mit der Relation z ~ —z fiir alle z € S! wie in Beispiel 5.9 (c);
(b) P2 = (R*\{0})/(R\{0}) wie in Konstruktion 5.24.

Zeige, dass diese beiden Konstruktionen homéomorphe Riaume ergeben.

Aufgabe 5.26. Eine endliche Gruppe G operiere auf einem normalen Hausdorff-Raum X. Beweise,
dass dann auch der Quotientenraum X /G ein normaler Hausdorff-Raum ist.

Insbesondere zeigt dies mit Konstruktion 5.24 (a) also, dass P* = §" /Z, ein normaler Hausdorff-
Raum ist.

Aufgabe 5.27 (Mannigfaltigkeiten). Es sei X ein kompakter Hausdorff-Raum, der lokal homéo-
morph zu R” fiir ein n € N ist, d. h. zu jedem x € X gibt es einen Homéomorphismus f;: U, — Vi
von einer offenen Umgebung U, von x in eine offene Teilmenge V, C R". Man nennt einen solchen
Raum auch eine n-dimensionale kompakte Mannigfaltigkeit; viele unserer in diesem Kapitel kon-
struierten Raume wie z. B. der Torus, die Kleinsche Flasche oder der reelle projektive Raum (siehe
Beispiel 5.9 und Konstruktion 5.24) sind Beispiele dafiir.

Man zeige:

(a) Zu jedem Punkt x € X gibt es eine abgeschlossene Umgebung A, C U, sowie stetige Funk-
tionen fi: X — R"und g,: X — R mit fi|a, = fr|a, und g, ' ({0}) = A,.
(b) X lasst sich fiir ein geeignetes N € N nach R" einbetten, d. h. X ist homdomorph zu einem
Teilraum von RV,
Aufgabe 5.28. Man zeige:
(a) Der reelle projektive Raum P* = (R"*1\{0})/(R\{0}) ist eine n-dimensionale kompakte
Mannigfaltigkeit im Sinne von Aufgabe 5.27.

(b) Der Raum R"*! /(R\{0}) (bei dem R\{0} wiederum durch Skalarmultiplikation auf R"*!
operiert) ist hingegen keine n-dimensionale kompakte Mannigfaltigkeit.
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6. Homotopie

Wir haben im letzten Kapitel durch das Verkleben mit Hilfe der Quotiententopologie viele neue
Moglichkeiten kennen gelernt, mit denen man weitere topologische Rdume konstruieren kann. Bis-
her haben wir aber nur relativ wenige Kriterien behandelt, mit denen man diese Rdume dann auch
unterscheiden kann. So ist es z. B. sehr anschaulich, dass z. B. die Kugeloberfliche S2 und der To-
rus S' x S' wie im Bild unten nicht homdomorph sind, da der Torus im Gegensatz zu S° in der
Mitte ein ,,Loch* hat. Wie aber begriindet man das formal? Keines unserer bisherigen Kriterien zur
Unterscheidung topologischer Riume ist hier anwendbar, da sowohl S? als auch S! x ! kompakte
und normale Hausdorff-Raume sind, die sowohl zusammenhéngend als auch wegzusammenhéngend
sind.

s? s x St

Wir benétigen hierzu ein neues topologisches Konzept, die sogenannte Homotopie. Die Idee hier-
bei ist prinzipiell, Deformationen von Objekten in einem topologischen Raum X zu studieren. Be-
trachten wir z. B. geschlossene Schleifen in X, so stellen wir zunichst anschaulich fest, dass solche
Schleifen im Fall X = §? (wie im Bild oben links durch die gepunkteten Pfeile angedeutet) immer
auf einen Punkt zusammenziehbar sind, wihrend dies fiir X = S' x S! bei der oben rechts einge-
zeichneten Schleife nicht moglich ist (einen exakten Beweis dieser Aussage werden wir spéter noch
in Aufgabe 8.14 (c) und Beispiel 8.17 (b) sehen). Dies ist der Grund dafiir, dass S* und S' x S!
topologisch verschieden sind.

In der reellen projektiven Ebene P? aus Beispiel 5.9 (c) bzw. Konstruktion 5.24 verhalten sich Schlei-
fen sogar noch etwas anders. Dazu erinnern wir uns daran, dass dieser Raum als Quotient X = I° /r~
konstruiert werden kann, wobei die Relation ~ gegeniiberliegende Punkte auf dem Rand des Ein-
heitsquadrats /> miteinander identifiziert. Der Weg im folgenden Bild links stellt also eine geschlos-
sene Schleife in X dar, da sein Endpunkt rechts mit dem Anfangspunkt links identifiziert wird.

Wir konnen diesen Weg nun offensichtlich so in X deformieren, dass wir ihn (wie im Bild durch
die gepunkteten Pfeile angedeutet) in > drehen — wobei wir natiirlich darauf achten miissen, dass
Anfangs- und Endpunkt des Weges in I? immer gegeniiberliegend bleiben, damit sie in X miteinan-
der identifiziert werden, d. h. die Schleife bei der Deformation geschlossen bleibt. Nach einer halben
Drehung erhalten wir dann die gleiche Schleife wie am Anfang, nur mit umgekehrter Orientierung.
Auch hier ist es anschaulich klar, dass wir diese Schleife jedoch nicht auf einen Punkt zusammen-
ziehen konnen, da wir sie nicht vom Rand des Einheitsquadrats wegbewegen konnen.
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In P2 haben wir also eine Schleife gefunden, die nicht auf einen Punkt zusammenziehbar ist, die
sich aber in die entgegengesetzt orientierte Schleife deformieren ldsst. Dies ist weder bei der Ku-
geloberfliche $? der Fall (wo ja jede Schleife zusammenziehbar ist) noch beim Torus S! x S! (wo
sich eine nicht zusammenziehbare Schleife wie im Bild des Torus oben zwar um den Torus herum
bewegen lasst, sie dadurch allerdings nicht ihre Orientierung éndert). Also ist die reelle projektive
Ebene topologisch sowohl von S? als auch von S' x S! verschieden.

Im dreidimensionalen Bild der reellen projektiven Ebene wie in Beispiel 5.9 (c¢) sieht die Bewegung
dieser Schleife iibrigens wie folgt aus — an der Stelle der Selbstdurchdringung wird der obere Teil
der Schleife zum unteren und umgekehrt, so dass sich effektiv die Orientierung der Schleife dndert:

Wir sehen also, dass derartige Homotopieargumente sehr niitzlich sind, um topologische Raume
voneinander zu unterscheiden. Gleichzeitig stellt dieser Punkt auch den Anfang der sogenannten
algebraischen Topologie dar (wihrend wir uns bisher nur mit der mengentheoretischen Topologie
beschiftigt haben). Wir werden namlich in Definition 7.4 sehen, dass wir in einem topologischen
Raum die Menge der Schleifen modulo Deformationen zu einer Gruppe — der sogenannten Funda-
mentalgruppe — machen und somit topologische Riume mit algebraischen Methoden untersuchen
konnen. Die Tatsache, dass sich in S2 jede Schleife zu einem Punkt zusammenziehen lésst, iiber-
setzt sich dann einfach in die Aussage, dass die Fundamentalgruppe von S? die triviale Gruppe ist
(wihrend dies bei S! x S' und P? nicht der Fall ist), und die Existenz einer nicht zusammenziehbaren
Schleife in P2, die sich in die umgekehrt orientierte Schleife deformieren ldsst, bedeutet gerade, dass
die Fundamentalgruppe von P ein selbstinverses Element (auBer dem neutralen) besitzt. In der Tat
werden wir sehen, dass die Fundamentalgruppen des Torus und der reellen projektiven Ebene Z x Z
bzw. Z, sind (siehe Beispiel 8.17).

Natiirlich waren unsere bisherigen Begriindungen aber alle nur anschaulicher Art und miissen nun
noch formal exakt gemacht werden. Leider ist dies mit deutlich mehr Aufwand verbunden, als man
vielleicht denken (und hoffen) wiirde. Wir werden daher in diesem Kapitel im Wesentlichen damit
beschiiftigt sein, das Konzept der Homotopie iiberhaupt erst einmal exakt einzufithren und ein paar
erste Eigenschaften davon zu zeigen.

Definition 6.1 (Homotopie). Es seien f,g: X — Y zwei stetige Abbildungen zwischen topologi-
schen Ridumen und A C X eine Teilmenge mit f|4 = g|a.
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Wir sagen, dass f homotop zu g relativ A ist (in Zeichen: f ~ g rel A), wenn es eine stetige Abbil-
dung H: X x I —Y gibt mit

H(x,0) = f(x) fiir alle x € X;
H(x, 1) =g(x) fiir alle x € X;
H(x,t) = f(x) =g(x) furallexcAundrel.

Man bezeichnet H dann auch als Homotopie zwischen f und g relativ A.

Ist A =0, so sagt man in diesem Fall einfach, dass f homotop zu g ist, und schreibt dies als f ~ g.

Bemerkung 6.2. Anschaulich bedeutet die Bedingung aus Definition 6.1 offensichtlich, dass sich
f unter Festhaltung der Punkte in A stetig nach g deformieren ldsst. In der Homotopie H kann man
sich die zweite Variable ¢ als Deformationsparameter vorstellen: Betrachtet man fiir festes ¢ € [
die Abbildung H,: X — Y, x — H(x,t), so erhdlt man fiir r = 0 und ¢t = 1 gerade Hy = f bzw.
H, = g, wihrend die anderen H; zwischen diesen beiden Abbildungen stetig interpolieren. Dies
wird besonders in den folgenden Beispielen deutlich.

Beispiel 6.3.

(a)

(b)

Es seien X = P ein Punkt (also der topologische Raum, der aus nur einem Punkt besteht)
und A = 0. Die beiden Abbildungen f,g: P — Y sind dann also gerade durch ihre Bildpunk-
te f(P) und g(P) in Y gegeben. Eine Homotopie H: P X I — Y kann somit als Abbildung
H:I—Y mit H(0) = f(P) und H(1) = g(P) aufgefasst werden und ist damit nichts wei-
ter als ein Weg von f(P) nach g(P) in Y im Sinne von Definition 3.1 (a) (parametrisiert
durch das Einheitsintervall 7). Damit ist ¥ genau dann wegzusammenhingend, wenn je zwei
Abbildungen f,g: P — Y homotop zueinander sind. In diesem Sinne ist das Konzept des
Wegzusammenhangs also ein einfacher Spezialfall von Homotopie.

Es sei Y = R". Weiterhin seien X ein beliebiger topologischer Raum und f,g: X — Y zwei
stetige Abbildungen, die auf einer Teilmenge A C X iibereinstimmen. Dann sind f und g
stets homotop relativ A mit der Homotopie

H:XXI—=Y, (x,t)— (1—1) f(x)+tg(x),

die jeden Punkt f(x) fiir # von O bis 1 auf einer geraden Linie mit g(x) verbindet. Das Bild
unten zeigt dies fiir den Fall X =7 und A = {0,1}, so dass f und g also zwei Wege in
Y mit gleichem Anfangs- und Endpunkt sind. Die Homotopie H ist gleich f bzw. g auf
der unteren bzw. oberen Kante von X x I (d.h. fiir t = 0 bzw. t = 1), withrend die iibrigen
horizontalen Intervalle in X x I (fiir konstantes ¢ € I) auf die deformierten Zwischenwege
abgebildet werden. Auf der linken bzw. rechten Kante ist H konstant gleich f(0) = g(0) bzw.
f(1) = g(1), da es sich um eine Homotopie relativ {0, 1} handelt. Die iibrigen senkrechten
Intervalle in X x I (fiir konstantes x € X) werden von H auf gerade Linien abgebildet, die
f(x) mit g(x) verbinden.

T T T

1 1 1
Lod=oclb=odaoo

1 1 1

1 1 1
1 r--~-r=-71° 7~

1 1 1
Lod=oclb=odeoo

1 1 1

1 1 1

X

Dieselbe Folgerung ergibt sich offensichtlich auch, wenn ¥ C R” eine konvexe Menge ist
— also eine Teilmenge, die mit je zwei Punkten auch ihre ganze Verbindungsstrecke dazwi-
schen enthilt.
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(c) Zwischen den Réumen X = S' € C und Y = C\ {0} be-
trachten wir wie im Bild rechts die beiden Abbildun-
gen f: X - Y, x—xund g: X =Y, x— 1. Es ist an- fo»
schaulich einleuchtend, dass man die Schleife f um den
Nullpunkt nicht auf den Punkt g deformieren kann, oh-
ne sie dabei iiber den Nullpunkt zu ziehen (der ja nicht C\{o}
in Y enthalten ist). Die Abbildungen f und g sollten also
nicht homotop zueinander sein. Sl

In der Tat ist dies auch nicht der Fall. Einen Beweis g
hierfiir konnen wir jedoch erst in Kapitel 8 mit Hilfe
von Uberlagerungen geben (siehe Beispiel 8.17 (a)).

Wenn ihr allerdings schon die Vorlesung ,,Einfithrung in die Funktionentheorie gehort habt,
kennt ihr bereits einen Beweis — wenn wir Wege und Homotopien mit stetig differenzier-
baren statt mit stetigen Abbildungen definiert hitten. In der Funktionentheorie zeigt man
namlich, dass sich geschlossene Wegintegrale iiber holomorphe Funktionen nicht dndern,
wenn man den Integrationsweg im Holomorphiegebiet der Funktion deformiert [G3, Folge-
rung 5.3]. Speziell fiir die auf C\{0} holomorphe Funktion z — % sind die Wegintegrale
iiber die Kreislinie f und den konstanten Weg g aber verschieden, ndmlich 27i bzw. 0, so
dass diese beiden Wege also nicht homotop zueinander sein konnen [G3, Beispiel 5.4 (a)].

Der Beweis auf diese Art benutzt allerdings einerseits stetig differenzierbare statt stetige
Homotopien, und andererseits den Cauchyschen Integralsatz aus der Funktionentheorie (der
seinerseits nicht ganz einfach zu beweisen ist). Beides wollen wir hier in der Topologie
natiirlich nicht voraussetzen.

Aufgabe 6.4. Es seien X ein topologischer Raum, ¢ € S! und f: S' — X eine stetige Abbildung.
Beweise, dass dann die folgenden drei Aussagen dquivalent sind:

(a) f ist homotop relativ {a} zu einer konstanten Abbildung.

(b) f ist homotop zu einer konstanten Abbildung.

(c) f lisst sich zu einer stetigen Abbildung f: D> — X fortsetzen.

Aufgabe 6.5. In Aufgabe 6.4 haben wir fiir Abbildungen S' — X gezeigt, dass die Bedingung der
Homotopie zu einer konstanten Abbildung unabhéngig davon ist, ob wir sie relativ zu einem Punkt
betrachten oder nicht. Wir wollen nun sehen, dass die analoge Aussage fiir Abbildungen mit belie-
bigem Startraum im Allgemeinen falsch ist.

Es sei dazu 1f
X:(IX{O})U(({O}U{i:nel\ho})xl) CR? H ‘ X

der rechts dargestellte ,,Kamm®. Zeige, dass idy dann homotop zu
einer konstanten Abbildung ist, aber nicht homotop relativ {(0,1)}. 1

g

Nach diesen Beispielen beginnen wir nun mit der Untersuchung des Homotopiebegriffs.

Lemma 6.6 (Eigenschaften der Homotopie). Es seien X und Y topologische Riume sowie A C X.
Dann gilt:

(a) Die Homotopie relativ A ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller stetigen Abbildun-
genvon X nach Y (mit vorgegebener Einschrinkung auf A).

(b) Homotopie ist in folgendem Sinne vertrdglich mit Verkettungen: Sind f,g: X — Y zwei steti-
ge Abbildungen mit f ~ grel Aund f',g': Y — Z zwei stetige Abbildungen in einen weiteren
topologischen Raum Z mit f' ~ g’ rel f(A), so gilt auch f'o f ~ g’ o g rel A.
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Beweis.
(a) Wir miissen zeigen, dass die Relation ~ rel A reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

o Reflexivitit: Jede stetige Abbildung f: X — Y ist zu sich selbst homotop relativ A mit
der konstanten Homotopie H (x,t) = f(x).

e Symmetrie: Ist f homotop zu g relativ A mit der Homotopie H: X x I — Y, so ist auch
g homotop zu f relativ A mit der Homotopie H'(x,1) = H(x, 1 —t), die die Deformation
H einfach in umgekehrter Richtung durchléuft.

o Transitivitit: Sind f homotop zu g relativ A mit der Homotopie H: X x I — Y sowie
g homotop zu 4 relativ A mit der Homotopie H': X x I — Y, so ist auch f homotop zu
h relativ A mit der zusammengesetzten Homotopie

H(x,2t) fir0 < < 4,

H': X xI =Y, (x,1) =4 |
H'(x,2t—1) fir ; <t <1,

die mit der doppelten Geschwindigkeit zuerst f nach g und dann g nach 4 deformiert
(beachte, dass H” nach Aufgabe 2.8 (b) auch wirklich stetig ist).

(b) Sind H: X x I — Y eine Homotopie von f nach g relativ A und H': Y x I — Z eine Homo-
topie von f’ nach g’ relativ f(A), so ist

H": X x1—2Z, (x,t)— H'(H(x,t),t)

eine Homotopie von f” o f nach g’ o g relativ A: Offensichtlich ist dies eine stetige Abbildung
zwischen den behaupteten Rdumen, und es gilt

H"(x,0) = f'(f(x)) fiir alle x € X,
H"(x,1) = g'(g(x)) fiir alle x € X,
H"(x,t) = f'(f(x)) = g'(g(x)) firallexcAundt€l. 0

Die Vertriglichkeit der Homotopierelation mit Verkettungen konnen wir benutzen, um von Abbil-
dungen zu sprechen, die ,,bis auf Homotopie umkehrbar* sind. Dies fiihrt zum folgenden wichtigen
Begriff der Homotopiedquivalenz.

Definition 6.7 (Homotopiedquivalenz). Es seien X und Y topologische Rdume.

(a) Eine stetige Abbildung f: X — Y hei3t Homotopiedquivalenz, wenn es eine stetige Abbil-
dung g: Y — X gibt mit go f ~idy und fog ~idy. In diesem Fall heif3it ¢ homotopieinvers
zu f.

(b) X und Y heilen homotopieiquivalent (manchmal auch geschrieben als X ~Y), wenn es
eine Homotopiedquivalenz zwischen ihnen gibt.

(c) X heifit kontrahierbar oder zusammenziehbar, wenn X homotopiedquivalent zum ein-
punktigen Raum ist.

Bemerkung 6.8.

(a) Auch die Homotopieiquivalenz topologischer Riume erfiillt die Eigenschaften einer Aqui-
valenzrelation: Sie ist nach Definition symmetrisch, und aulerdem reflexiv, da idy eine Ho-
motopiedquivalenz von X nach X ist. Fiir die Transitivitit seien f: X — Y eine Homotopie-
dquivalenz mit Homotopieinversem g: ¥ — X sowie f': ¥ — Z eine Homotopiedquivalenz
mit Homotopieinversem g’: Z — Y. Dann ist auch f' o f: X — Z eine Homotopieéquivalenz
mit Homotopieinversem go g’: Z — X, denn es gilt

(g08)o(f of) =go(g'of)of Lgoidyof = go f=~idy

und analog (f' o f)o(gog’) ~idz, wobei wir in (x) Lemma 6.6 (b) verwendet haben.
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Offensichtlich ist jeder Homoomorphismus eine Homotopiedquivalenz. Auch anschaulich
kann man sich sowohl die Homdomorphie als auch die Homotopiedquivalenz zweier Riume
so vorstellen, dass sich der eine in den anderen deformieren lisst, ohne dabei ,,etwas ausein-
anderzureiflen oder zusammenzukleben®. Die wesentliche Abschwéchung bei der Homoto-
piedquivalenz besteht darin, dass die dafiir benotigten zueinander ,,inversen* Abbildungen
nun nicht mehr bijektiv sein miissen, also z. B. auch ,,Klumpen ohne Locher* zu einem ein-
zigen Punkt zusammengedriickt werden konnen. Genau wie bei der Homdomorphie sollte es
daher mit ein bisschen Ubung fiir zwei gegebene Riume, von denen man eine anschauliche
Vorstellung hat, moglich sein, durch ,.einfaches Hinschauen* zu entscheiden, ob sie zuein-
ander homotopiedquivalent sind oder nicht. Die folgenden Beispiele und Konzepte sollten
helfen, eine derartige Intuition aufzubauen.

Bemerkung 6.9 (Kontrahierbare Raume). Es sei P der einpunktige topologische Raum.

()

(b)

©)

Nach Definition ist ein topologischer Raum X genau dann kontrahierbar, wenn es stetige
Abbildungen f: X — Pund g: P — X gibt mit go f ~ idx und f o g ~ idp. Hierbei ist die
letzte Bedingung natiirlich trivial, da eine beliebige Abbildung von P nach P immer die Iden-
titdt ist. AuBerdem ist f notwendigerweise eine konstante Abbildung, so dass auch go f eine
konstante Abbildung (mit Bildpunkt g(P)) ist. Wir sehen also, dass X genau dann kontrahier-
bar ist, wenn die Identitit idy auf X homotop zu einer konstanten Abbildung ist. An dieser
dquivalenten Formulierung erkennt man anschaulich besonders gut, was Kontrahierbarkeit
bedeutet: dass sich der Raum durch stetige Deformation auf einen Punkt zusammenziehen
ldsst.

Ist X kontrahierbar, so sind zwei stetige Abbildungen f,g: ¥ — X von einem weiteren topo-
logischen Raum nach X immer homotop zueinander: Nach (a) ist dann ndmlich idy homotop
zu einer konstanten Abbildung c¢: X — X. Damit folgt
. 6.6 (b) 6.6 (b)
f=idxof =~ cof=cog =~ idyog=g.
Wenden wir dies auf den Fall Y = P an, so sehen wir also gemif} Beispiel 6.3 (a), dass jeder
kontrahierbare Raum wegzusammenhéngend ist — was ja auch anschaulich klar sein sollte, da
sich mehrere Komponenten ohne Zusammenkleben nicht zu einem Punkt verbinden lassen.

Sind X und Y beide kontrahierbar, so ist nach (b) insbesondere jede stetige Abbildung
f: X — Y eine Homotopiedquivalenz, denn fiir ein beliebiges g: ¥ — X gilt dann ja
gof~idy und fog~idy.

Beispiel 6.10.

(a)

(b)

Eine Teilmenge X C R” wie im Bild rechts heifit sternférmig,
wenn es einen Punkt a € X gibt, so dass fiir alle x € X die kom-
plette Verbindungsstrecke von a nach x in X liegt. In diesem Fall
ist

=

H:XxI—=X, (xt)—~(1—t)x+ta L R,
eine Homotopie von der Identitit idy zur konstanten Abbildung a
(die jeden Punkt auf einer geraden Linie nach a bewegt). Damit X
sind sternformige Mengen nach Bemerkung 6.9 (a) also stets kon-
trahierbar.
Setzen wir noch einmal unser anschauliches und noch nicht bewiesenes Ergebnis aus Bei-
spiel 6.3 (c) voraus, dass die Abbildungen f: S' — C\{0}, x+»xund g: S' — C\{0}, x> 1
nicht homotop sind, so bedeutet dies nach Bemerkung 6.9 (b) gerade, dass C\{0} nicht kon-
trahierbar sein kann.

Ein oft auftretender Fall von Homotopiedquivalenzen ist der, in dem einer der Riume ein Teilraum
des anderen und die Homotopiedquivalenz gerade die Einbettungsabbildung ist. Diese Situation ist
meistens anschaulich gut zu erkennen und hat einen besonderen Namen.
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Definition 6.11 (Deformationsretrakte). Es sei A eine Teilmenge eines topologischen Raumes X.
Wir bezeichnen die Einbettungsabbildung miti: A — X, x — x.

Eine stetige Abbildung f: X — A mit f|4 =ida (also foi=1ds) und io f ~ idy heift Deforma-
tionsretraktion. Im Fall der Existenz einer solchen Abbildung heifit A ein Deformationsretrakt
von X.

Offensichtlich ist jede Deformationsretraktion eine Homotopiedquivalenz. Ein Deformationsretrakt
ist also stets homotopiedquivalent zu dem Raum, in dem er liegt.

Beispiel 6.12.

(a) In einer sternférmigen Menge X wie in Beispiel 6.10 (a) ist der ,,Mittelpunkt“ A = {a} ein
Deformationsretrakt von X: Die konstante Abbildung f: X — A erfiillt natiirlich f|4 = ida,
und wie im obigen Beispiel gesehen ist die Abbildung io f: X — X, x — a homotop zur
Identitat idy.

(b) Die Kreislinie A = S! ist ein Deformationsretrakt von X = C\{0}: Die unten rechts im Bild
dargestellte stetige Abbildung
f:C\{0} =S 7+ |i|7

Z
die jeden Punkt radial auf den Einheitskreis projiziert, ist eine
Deformationsretraktion, denn es ist natiirlich f|g = idgi, und die
Abbildung

H:XxI—=X, (2,t) — (1 —z)z+t|i|,
z
die jeden Punkt z # O auf einer geraden Linie auf seinen Bildpunkt
f(z) schiebt, ist eine Homotopie zwischen idy und der Abbildung
iof: X — X, z— f(z). Das Bild kann man also auch so interpre-
tieren, dass die gestrichelten Pfeile die Homotopie darstellen.

Auf die gleiche Art sieht man, dass die Sphire §"~! fiir alle n > 1 ein Deformationsretrakt
von R™\ {0} ist.

(c) Es seien A und B die aus den durchgezogenen Linien im Bild unten bestehenden ,.eindi-
mensionalen® Teilriume von R2, die jeweils zwei Schleifen besitzen. Natiirlich sind A und
B nicht hom6omorph, da B durch Herausnahme des Mittelpunktes in zwei Wegzusammen-
hangskomponenten zerfillt, wiahrend A beim Herausnehmen eines beliebigen Punktes weg-
zusammenhingend bleibt (siehe Beispiel 3.9).

Die Raume sind aber homotopiedquivalent, da sie beide — wie die gestrichelten Pfeile analog
zu (b) zeigen — Deformationsretrakte desselben Raumes X und somit homotopiedquivalent
zu X sind.

Aufgabe 6.13. Zeige, dass die folgenden drei topologischen Rdume homotopiedquivalent sind:
(a) die Kreislinie S;
(b) das Mobiusband;
(c) der Raum X = {A € Mat(2 x 2,R) : detA > 0}.

(Hinweis zu (c): Untersuche die Abbildung f: X — S!, die einer Matrix ihre normierte erste Spalte
zuordnet.)
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Aufgabe 6.14. Zu einer stetigen Abbildung f: X — Y sei My = (X x I) Ug Y mit der Abbildung
g: X x {1} =Y, (x,1) = f(x). Man nennt M, den Abbildungszylinder von f.

(a) Zeichne ein Bild von M fiir die Fille der Inklusionsabbildung f: § ! 5 Cund der Abbildung
fiS' =S e 22
(b) Zeige, dass sich jede stetige Abbildung f: X — Y als Verkettung von zwei stetigen Ab-

bildungen X SsMm [ " ¥ schreiben lasst, wobei g eine Einbettung (also eine injektive
Abbildung, die ein Homdomorphismus auf ihr Bild ist) und / eine Homotopiedquivalenz ist.
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7. Die Fundamentalgruppe

Im letzten Kapitel haben wir Homotopien von Abbildungen zwischen zwei topologischen Riumen
untersucht. Dabei hatten wir bereits erwéhnt, dass der fiir uns wichtigste Fall dieses Konzepts die
Homotopie von Schleifen in einem gegebenen Raum X sein wird — genauer gesagt die Homotopie
von geschlossenen Wegen mit vorgegebenem Anfangs- und Endpunkt xy € X, relativ dieser beiden
Randpunkte. Wie wir gleich sehen werden, ist der Vorteil dieser speziellen Situation ndmlich, dass
die Homotopieklassen solcher Wege eine Gruppe bilden. Die Verkniipfung in dieser sogenannten
Fundamentalgruppe von X ist dabei einfach das Zusammensetzen der Wege, das neutrale Element
wird der konstante Weg xg, und das inverse Element zu einem Weg derselbe Weg mit umgekehrter
Orientierung. Auf diese Art kann man dann also topologische Raume mit Hilfe von Gruppen, d. h.
mit algebraischen Methoden studieren.

Um die Homotopien zwischen derartigen Wegen einfacher definieren zu konnen, ist es dabei iiblich,
die Wege nicht wie in Kapitel 3 durch ein beliebiges kompaktes Intervall, sondern stets durch das
Einheitsintervall / zu parametrisieren. Wir vereinbaren daher:

Ein Weg in einem topologischen Raum X sei im Folgenden immer eine stetige Abbil-
dung o: [ — X.

In unseren Skizzen werden wir solche Wege dabei in der Regel nicht als Abbildung darstellen, son-
dern nur ihr Bild in X zeichnen, zusammen mit einem Pfeil, der die Orientierung des Weges angibt.
Diese Vereinfachung ist dadurch gerechtfertigt, dass wir in Lemma 7.2 (c) unten sehen werden, dass
eine orientierungserhaltende Umparametrisierung eines Weges seine Homotopieklasse nicht dndert.

Zur Konstruktion der Fundamentalgruppe miissen wir als Erstes die benétigten Operationen einfiih-
ren, also das Zusammensetzen und Umkehren von Wegen. Das Zusammensetzen von zwei Wegen
ist dabei natiirlich nur dann moglich, wenn der zweite Weg genau dort startet, wo der erste aufhort.

Definition 7.1 (Zusammengesetzte und inverse Wege). In einem topologischen Raum X seien ¢ und
B zwei Wege mit a(1) = B(0).

(a) Der zusammengesetzte Weg o e 3 ist definiert als

o(2x) fiir

aoﬁ:IaX,xH{B(zx_l) fiir

(b) Der zu o inverse Weg o~ ist

a i I—=X, x— a(l—x).

(X:ﬁ

r )

M i

B
b'¢ X

(a) (b)

Als Erstes wollen wir zeigen, dass diese Operationen mit Homotopien vertriglich sind, und dass
orientierungserhaltende Umparametrisierungen eines Weges seine Homotopieklasse nicht @ndern.
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Lemma 7.2. Es seien o und 3 zwei Wege in einem topologischen Raum X mit a(1) = B(0). Ferner
seien o, B’ zwei weitere Wege mit o ~ o rel{0,1} und B’ ~ f rel{0,1}. Dann gilt:

(a) aeff~o'ef rel{0,1}.

b) o=~ (') rel{0,1}.

(c) Ist @: I — I eine stetige Abbildung mit (0) =0 und @(1) =1, so ist o« ~ a0 @ rel{0,1}.
(Insbesondere wenn @ sogar ein Homoomorphismus ist, kann man sich den Weg oo @ als
orientierungserhaltende Umparametrisierung des Weges o vorstellen.)

Beweis. Es seien Hy,Hpg: I x I — X Homotopien von & nach o’ bzw. B nach B’ relativ {0, 1}.
(a) Wie im Bild unten ist

Hg(2x,1) fiir x

<1
IxI—X, (x,t) L
Hg(2x—1,t) fiirx> 5

eine Homotopie von o e 3 nach o’ e B’ relativ {0, 1} (in der Tat sogar relativ {0, %, 1}, aber
dies werden wir im Folgenden nicht benétigen).

ﬁ/

7 Hy,Hg

1 1
(b) Die Abbildung I x I — X, (x,t) > Hg (1 —x,t) ist eine Homotopie zwischen &' und (o) !
relativ {0, 1}.
(c) Da das Einheitsintervall / konvex ist, ist id; ~ ¢ rel {0, 1} nach Beispiel 6.3 (b). Also folgt
nach Lemma 6.6 (b) auch oo = atoid; ~ o @ rel {0, 1}. O

Als Nichstes wollen wir sehen, dass das Zusammensetzen von Wegen modulo Homotopie relativ
der Randpunkte die Eigenschaften einer Gruppenverkniipfung erfiillt.

Lemma 7.3 (Gruppenaxiome fiir das Zusammensetzen von Wegen). Es sei wieder X ein topologi-
scher Raum.

(a) Sind a, B, v Wege in X mit a(1) = B(0) und B(1) = y(0), so gilt (ceP)ey~ e (fey)
rel {0,1}.

(b) Ist ot ein Weg in X und € der konstante Weg am Punkt a.(0), so ist ee ot ~ o rel {0,1}.

(c) Ist o ein Weg in X und € der konstante Weg am Punkt a/(1), so ist =" e ot =~ £ rel {0, 1}.

Beweis.

(a) Sowohl (cte ) ey als auch e (f3 e y) durchlaufen in X der Reihe nach die drei Wege «,
B und y. Allerdings tun sie dies nach unserer Definition von zusammengesetzten Wegen
mit unterschiedlichen Parametrisierungen: Wihrend der erste Weg z. B. beim Parameterwert
x =% am Punkt (aze 8)(1) = ¥(0) ist, ist der zweite Weg dann am Punkt ot(1) = (B e¥)(0).
Dies ist im folgenden Bild dargestellt.

Parameter in (ace f3) o v: x=0 x=1 x=13 x=1

Parameter in cce (f o y):
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Der Weg oo (3 @ 7) ist also eine Umparametrisierung von (x e ) ® y — genauer gesagt gilt

ae(Bey)=((asp)ey)or
mit der unten links dargestellten Funktion ¢ : I — I. Die behauptete Homotopie ergibt sich
damit aus Lemma 7.2 (c).

(b) Offensichtlich ist € @ ¢ = ¢t o @ mit der unten in der Mitte eingezeichneten Funktion ¢. Damit
ergibt sich die Aussage wieder aus Lemma 7.2 (c).

(c) Nach Definition des zusammengesetzten Weges ist ' @ @ = a o ¢ mit der unten rechts

eingezeichneten Funktion ¢. Da I konvex ist, ist ¢ nach Beispiel 6.3 (b) in diesem Fall
relativ {0, 1} homotop zur konstanten Abbildung 1. Durch Verketten mit o sehen wir also
mit Lemma 6.6 (b), dass &' e o = & 0 ¢ homotop relativ {0, 1} zur konstanten Abbildung

o(1) ist.

¢ (x) ¢ (x) ¢ (x)

1 1 1

3 3 3

1 1 1

e 1 1

2 2 2

L 1 1

g g g
+ X X ¥ X

boyog b4l N

(@) (b) (©) O

Wir konnen unsere Ergebnisse nun zur zentralen Definition der Fundamentalgruppe zusammenset-
zen. Damit alle betrachteten Wege verkniipfbar und die konstanten Wege in Lemma 7.3 (b) und (c)
die gleichen sind, miissen wir dabei voraussetzen, dass die Wege geschlossen sind und einen vorher
festgelegten Anfangs- und Endpunkt haben. Aufgrund der Homotopie relativ {0, 1} bedeutet das
dann natiirlich, dass auch in den Homotopien die Wege geschlossen bleiben und den vorgegebenen
Anfangs- und Endpunkt behalten miissen.

Definition 7.4 (Fundamentalgruppe). Es seien X ein topologischer Raum und xp € X ein fest gewihl-
ter Basispunkt — man nennt das Paar (X, x() dann auch einen punktierten topologischen Raum. Wir
bezeichnen mit
I'(X,xp) :={a: I — X stetig mit a(0) = a(l) =x}
die Menge aller geschlossenen Wege in X mit Anfangs- und Endpunkt xg, und mit
m(X,x0) :=T(X,x) / ~ rel{0,1}

die Menge aller Aquivalenzklassen solcher Wege modulo Homotopie relativ {0, 1}. Wir schreiben
Aquivalenzklassen modulo Homotopie relativ {0, 1} im Folgenden als [-], um Verwechslungen mit
anderen Aquivalenzklassenbildungen (z. B. bei der Quotiententopologie) zu vermeiden.

Die Verkniipfung
[a] o [B] := [cxe B]
ist nun nach Lemma 7.2 (a) wohldefiniert und macht 7; (X, xp) nach Lemma 7.3 zu einer Gruppe.

Das neutrale Element in dieser Gruppe ist die Klasse des konstanten Weges bei xo, und das zu [c]
inverse Element ist [or™].

Man nennt 7; (X,xp) mit dieser Verkniipfung die Fundamentalgruppe von X mit Basispunkt xg.
Wie in allgemeinen Gruppen iiblich schreibt man das neutrale Element dieser Gruppe oft einfach als
1. Ein Weg o € IT'(X,x0) mit [a] = 1 € 71 (X,xp) heifit nullhomotop.

Bemerkung 7.5.

(a) Der Index 1 in der allgemein iiblichen Bezeichnung 7 (X,xp) fiir die Fundamentalgruppe
kommt daher, dass diese Gruppe eindimensionale Objekte, namlich geschlossene Wege im
Raum X beschreibt. In der allgemeinen Homotopietheorie, die wir in dieser Vorlesung nicht

09
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weiter verfolgen werden, kann man eine analoge Konstruktion auch mit stetigen Abbildun-
gen o: I¥ — X fiir k € N durchfiihren, die auf dem gesamten Rand des k-dimensionalen
Einheitswiirfels den Wert xy annehmen, und erhélt so die sogenannten hoheren Homotopie-
gruppen (X, xo).

(b) Nach Beispiel 5.9 (a) bzw. 5.17 (a) ist die Kreislinie S 1 homdomorph zum Quotientenraum
1/{0,1}, und nach Bemerkung 5.6 sind stetige Abbildungen / — X, die die Punkte O und 1
auf xg abbilden, unter diesem Homoomorphismus damit das gleiche wie stetige Abbildungen
S! — X, die den Punkt 1 auf xq abbilden. Eine analoge Aussage gilt fiir die Startriume ' x I
und (1/{0,1}) x I von Homotopien solcher Schleifen. Man kann die Rédume I'(X,xo) und
m (X,x0) aus Definition 7.4 damit dquivalent auch als

[(X,x0) = {f: S' — X stetig mit (1) =x0}
bzw. m(X,x0) = {f: S' — X stetigmit f(1) =xo}/ ~ rel {1}
schreiben. Wir haben diese Art der Darstellung von geschlossenen Wegen nur deshalb nicht

gewdhlt, weil das Zusammensetzen von Wegen in dieser Schreibweise komplizierter ausse-
hen wiirde.

Beispiel 7.6. Wir hatten in Beispiel 6.3 (c) bereits gesehen (wenn auch noch nicht bewiesen), dass
die Abbildungen f: S' — C\{0}, x+> x und g: S' — C\{0}, x — 1 nicht homotop zueinander
sind. Sie sind damit also erst recht nicht homotop relativ {1}, und bestimmen gemi Bemerkung
7.5 (b) demnach verschiedene Elemente in 71 (C\{0}, 1). Insbesondere ist die Gruppe 7; (C\{0},1)
also nicht die triviale Gruppe. (Wir werden im néchsten Kapitel in Beispiel 8.17 (a) sehen, dass
m (C\{0},1) ¢ Z gilt.)

Aufgabe 7.7 (Fundamentalgruppe von Produkten). Es seien (X,xo) und (Y,yo) zwei punktierte to-
pologische Raume. Zeige, dass

7 (X x Y, (x0,y0)) = m1(X,x0) X m (Y, y0).

Um auf der Menge der Homotopieklassen von Wegen in einem Raum X durch Zusammensetzen
eine Gruppenstruktur zu definieren, mussten wir einen Anfangs- und Endpunkt xo € X fiir diese
Wege festhalten. Wir wollen nun untersuchen, in wie weit die resultierende Fundamentalgruppe von
der Wahl dieses Basispunktes abhingt.

Satz 7.8 (Unabhingigkeit der Fundamentalgruppen vom Basispunkt). Es sei y ein Weg in einem
topologischen Raum X mit Startpunkt xo und Endpunkt x;.

Dann ist die Abbildung
frm(X,x0) = m(X,x1), [a] — [y '] e[a]e[y]
wohldefiniert und ein Gruppenisomorphismus. xo vy X

Insbesondere gilt also: Ist X wegzusammenhdngend, so hingt die Fun-
damentalgruppe (X ,xo) bis auf Isomorphie nicht von der Wahl des
Basispunktes xo ab. Wir bezeichnen sie daher dann oft auch einfach
mit T (X)

Beweis. Die Abbildung f ist natiirlich wohldefiniert nach Lemma 7.2 (a) und 7.3 (a). Sie ist ein
Morphismus, denn nach den Rechenregeln aus Lemma 7.3 und der Definition der Verkniipfung von
Homotopieklassen in Definition 7.4 gilt

f(a)ef(B) =1y "Te[ale[re[y 'Ie[Ble[y] =y ']ela]e[Ble[y] = f([a] ¢ [B)])
fiir alle [a], [B] € m1 (X, x0). AuBerdem ist sie bijektiv mit Umkehrabbildung
Tl m X)) = mi(Xxo), o] = [yle[ale [y ],
denn fiir alle [e] € 7 (X,x0) gilt mit den gleichen Rechenregeln
S =y Nelale M) =[vle[y 'ela]e[yle[y '] =[a,
und genauso auch f(f~!([a])) = [a] fir alle [@] € 7 (X, x1). O
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Bemerkung 7.9. In nicht wegzusammenhingenden Rdumen konnen wir eine Unabhiéngigkeit der
Fundamentalgruppe vom Basispunkt wie in Satz 7.8 natiirlich nicht erwarten: Da alle betrachteten
Schleifen ja immer komplett in einer Wegzusammenhangskomponente bleiben miissen, beschreibt
m (X,x0) nur die Komponente, in der xo liegt. Gibt es also mehrere solche Komponenten, sind
die Fundamentalgruppen beziiglich Basispunkten in verschiedenen Komponenten vollig unabhén-
gig voneinander.

Definition 7.10 (Einfach zusammenhidngende Réume). Ein topologischer Raum X heifit einfach
zusammenhingend, wenn er wegzusammenhéngend ist und fiir die (nach Satz 7.8) dann basis-
punktunabhingige Fundamentalgruppe m; (X) = {1} gilt.

Bemerkung 7.11. Ein wegzusammenhidngender Raum X ist nach Bemerkung 7.5 (b) genau dann
einfach zusammenhingend, wenn jede stetige Abbildung f: S' — X homotop relativ {1} zu einer
konstanten Abbildung ist. Nach Aufgabe 6.4 ist dies dquivalent dazu, dass jedes solche f (nicht-
relativ) homotop zu einer konstanten Abbildung ist, also dass sich jede Schleife in X (ohne Festhalten
eines Basispunktes) zu einem Punkt zusammenziehen ldsst. Man sagt dazu manchmal auch, dass jede
Schleife frei homotop zu einer konstanten Abbildung ist.

Bisher haben wir in diesem Kapitel jedem punktierten topologischen Raum (X,xp) eine Gruppe
7 (X,x0) zugeordnet. Da wir diese Fundamentalgruppen auch miteinander vergleichen mdochten,
wollen wir nun sehen, dass stetige Abbildungen zwischen topologischen Raumen stets Gruppenho-
momorphismen zwischen den zugehorigen Fundamentalgruppen induzieren. Die Idee hinter dieser
Konstruktion ist sehr einfach, da man mit einer stetigen Abbildung f: X — Y durch Verketten mit
einem (geschlossenen) Weg or: I — X in X natiirlich auch einen geschlossenen Weg foo: I —Y
in Y erzeugen kann.

Lemma und Konstruktion 7.12 (Morphismen zwischen Fundamentalgruppen). Es seien (X,xp)
und (Y,yo) punktierte topologische Riume und f: X — Y eine stetige Abbildung mit f(xo) = yo —
man sagt dann auch, dass f: (X,x9) — (Y,yo) eine stetige Abbildung zwischen punktierten topolo-
gischen Rdumen ist.

(a) Die Abbildung

ferm(X,x0) = m(Y,y), [a] = [foal

ist wohldefiniert und ein Gruppenhomomorphismus.

- @ - €
I P Yo

(b) Ist g: (Y,y0) — (Z,z0) eine weitere stetige Abbildung zwischen punktierten topologischen
Réumen, so gilt (go f). = g« o fx als Abbildung von (X, xo) nach m(Z,zo).

Beweis.

(a) Die Abbildung f ist wohldefiniert, denn aus o ~ 3 rel {0, 1} folgt nach Lemma 6.6 (b) so-
fort auch foa ~ fof rel {0, 1}. Sie ist ein Gruppenhomomorphismus, denn nach Definition
7.1 sind sowohl fo(ae ) als auch (fo o) e (fof) gleich dem Weg

flo(2x)) fiir x < 1,
[=1, 50 {f(ﬁ(2x 1)) firx> ;

(b) Nach Definition gilt fiir alle & € T'(X,xp)
(gof)«([a]) =[gofoa] =g.([foa]) = g.(fi([])). O
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Bemerkung 7.13 (Kategorien und Funktoren). Ihr kennt sicher schon viele mathematische Struk-
turen, in denen man zunichst gewisse Objekte und dann Morphismen zwischen diesen Objekten
einfiihrt und untersucht: z. B. Gruppen mit Gruppenhomomorphismen zwischen ihnen, Ringe mit
Ringhomomorphismen, Korper mit Kdrperhomomorphismen, Vektorriume mit linearen Abbildun-
gen, oder wie in dieser Vorlesung (punktierte) topologische Raume mit stetigen Abbildungen (die
den gegebenen Basispunkt erhalten).

Bis zu einem gewissen Grad stellt man sich bei allen diesen Strukturen zunéchst einmal immer die
gleichen Fragen: Man mochte z. B. injektive und surjektive Abbildungen untersuchen sowie Isomor-
phismen einfiihren, Unter- und Quotientenstrukturen zur Verfiigung haben oder Produkte konstruie-
ren. Es ist daher natiirlich naheliegend zu fragen, in wie weit man diese Konzepte abstrahieren und
fiir alle diese Strukturen gemeinsam einfithren und untersuchen kann.

Dies ist die zentrale Fragestellung der sogenannten Kategorientheorie. Ganz grob gesprochen de-
finiert man dort eine Kategorie als etwas, das dadurch gegeben ist, dass man angibt, was die be-
trachteten Objekte und was die zugehorigen Morphismen sein sollen. So bilden also z. B. Gruppen,
Vektorrdume oder (punktierte) topologische Riume jeweils eine Kategorie.

Unsere Konstruktion der Fundamentalgruppe konnen wir nun als eine Art Abbildung zwischen der
Kategorie der punktierten topologischen Rdume und der Kategorie der Gruppen auffassen: Wir ord-
nen ja jedem punktierten topologischen Raum eine Gruppe zu. In Konstruktion 7.12 haben wir nun
dariiber hinaus gesehen, dass diese Zuordnung auch mit den Morphismen der jeweiligen Katego-
rien vertriglich ist: Ein Morphismus zwischen zwei punktierten topologischen Rdumen (also eine
basispunkterhaltende stetige Abbildung zwischen ihnen) fithrt zu einem Morphismus der zugehori-
gen Fundamentalgruppen, und diese Operation ist wie in Lemma 7.12 (b) mit der Verkettung von
Morphismen vertriglich.

In diesem Sinne konnte man die Fundamentalgruppenkonstruktion also sogar als einen ,,Morphis-
mus‘ zwischen der Kategorie der punktierten topologischen Rdaume und der Kategorie der Gruppen
ansehen: Sie ist eine Abbildung zwischen den beiden Kategorien, die mit der Struktur einer Katego-
rie (ndmlich der Angabe, was die Morphismen sein sollen) vertraglich ist. Um hier eine sprachliche
Verwirrung zu vermeiden — man wiirde ja dann von Morphismen zwischen Kategorien reden, wobei
Kategorien aber ihrerseits wieder Morphismen beinhalten — hat man sich jedoch entschieden, hier
nicht von einem ,,Morphismus von Kategorien“ zu sprechen, sondern dafiir einen anderen Namen
einzufithren: Man bezeichnet eine derartige ,,strukturerhaltende Abbildung zwischen Kategorien
wie z.B. die Fundamentalgruppe als einen Funktor zwischen den beiden Kategorien. Funktoren
konnen damit also ganz verschiedene mathematische Gebiete (wie hier die Topologie und die Alge-
bra) miteinander verbinden und somit zu interessanten Wechselwirkungen zwischen diesen Gebieten
fiihren.

Wir wollen hier jedoch nicht weiter auf die Sprache der Kategorientheorie eingehen, da sie fiir
uns aufler einer abstrakteren und vielleicht etwas eleganteren Sprechweise keine weiteren Vorteile
bringen wiirde.

Als Anwendung der Konstruktion 7.12 wollen wir aber zum Abschluss dieses Kapitels schlieSlich
noch die Aussage zeigen, dass homotopiedquivalente Raume isomorphe Fundamentalgruppen besit-
zen. Weil Fundamentalgruppen letztlich Mengen von Homotopieklassen von Abbildungen sind, ist
dies natiirlich zu erwarten. Leider ist der exakte Beweis dieser Aussage aber trotzdem aufwendiger
als erwartet, weil Fundamentalgruppen immer einen festgehaltenen Basispunkt benotigen, wihrend
ein solcher bei Homotopiedquivalenzen nicht existieren muss.

Satz 7.14 (Fundamentalgruppen homotopiedquivalenter Raume). Es seien X und Y topologische
Rdume, sowie xo € X.

(a) Ist f: X — X homotop zur Identitiit auf X, so ist fi.: m (X, x0) = m (X, f(x0)) ein Isomor-
phismus.

(b) Ist f: X — Y eine Homotopiediquivalenz, so ist fi: 7 (X,x9) — m (Y, f(x0)) ein Isomor-
phismus.
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Insbesondere haben (wegzusammenhdngende) homotopiedquivalente Ridume also isomorphe Fun-
damentalgruppen.

Beweis.

(a)

(b)

Es sei H: X x I — X eine Homotopie zwischen f und

idx, so dass also H(-,0) = fund H(-, 1) =idy gilt (die (x0,1) 0 - \\
Abbildung rechts zeigt diese Situation im Fall X = S1). !
Ferner sei H v
y: I =X, x— H(xo,1 —x); 1 > X
offensichtlich ist dies ein Weg in X von H(xg,1) = xp i
nach H(xo,0) = f(xo). In der Skizze ist er das Bild der (x0,0)¢ =77~ I
senkrecht eingezeichneten Linie unter H. ¥
Fiir einen gegebenen Weg a € I'(X,x) ist die Abbildung
H (xp,3tx) fiir x < 1,
] 2
(x,0) = S H(a(Bx—1),1r) fir 3 <x< 3%,
.. 2
H(x0,3t(1—x)) firx>3
< N
o \
L
<«
t=0 t=1 r=1

von I x I nach X nun eine Homotopie relativ {0, 1} zwischen einer Umparametrisierung von
foa (fiir t = 0) und einer Umparametrisierung von y~ ! e (az e y) (fiir = 1); sie ist das Bild
unter H der in der obigen Skizze eingezeichneten Deformation eines Weges in X x I. Da
Umparametrisierungen nach Lemma 7.2 (c) nichts an der Homotopieklasse éndern, ist also
[foa]=[y '|e[a]e[y]in 7 (X, f(x0)) — d.h. f. stimmt mit der Abbildung

(X, x0) = m (X, f(x0)), [o] = [y ']e[o]e[¥]
tiberein, die nach Satz 7.8 ein Isomorphismus ist.

Es sei g: Y — X ein Homotopieinverses zu f. In der Sequenz

m(X.20) 25 m (Y, £(x0) 5 m (X, g(f (%)) L m (Y. £(3(f(x0)))

gilt fiir die Verkettungen der ersten bzw. letzten beiden Abbildungen dann g, o fi = (go f).
und f,o0g. = (fog). nach Lemma 7.12 (b), wegen go f ~ idy und f og ~ idy sind diese
beiden Verkettungen g. o f. und f o g. nach (a) also Isomorphismen. Beachte dabei, dass hier
zwar nur eine Abbildung g, auftritt, die beiden mit f, bezeichneten Abbildungen aufgrund
der unterschiedlichen Basispunkte aber in der Regel verschieden sind.

Insgesamt ist die mittlere Abbildung g. der obigen Sequenz damit sowohl surjektiv (weil
g o f. surjektiv ist) als auch injektiv (weil f, o g, injektiv ist), also ein Isomorphismus. Die
erste Abbildung f, (g*)_1 o (g« o fi) ist also als Verkettung zweier Isomorphismen wie
behauptet ebenfalls ein Isomorphismus. g

Beispiel 7.15.

()

Ist X kontrahierbar, so ist X nach Bemerkung 6.9 (b) wegzusammenhizngend, und nach Satz
7.14 ist m;(X) isomorph zur Fundamentalgruppe eines Punktes, also die triviale Gruppe.
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Damit ist jeder kontrahierbare Raum einfach zusammenhingend. (Die Umkehrung dieser
Aussage gilt jedoch nicht, wie wir in Bemerkung 8.22 sehen werden.)

(b) Nach Beispiel 6.12 (b) ist die Kreislinie ' homotopieiquivalent zur gelochten Ebene C\ {0}.
Damit haben diese beiden Rdume isomorphe Fundamentalgruppen. Ebenfalls die gleiche
Fundamentalgruppe (ndmlich Z, siehe Beispiel 8.17 (a)) ergibt sich fiir jeden anderen dazu
homotopiedquivalenten Raum, z. B. fiir jeden Kreisring {z € C: r < |zl <R} mit0 < r <R.

Aufgabe 7.16. Es sei X eine topologische Gruppe, d.h. ein topologischer Raum, der gleichzeitig
eine Gruppenstruktur hat, so dass die Verkniipfung X x X — X, (a,b) — a-b und die Inversenbildung
X — X, ar~s a~! stetig sind. Wie iiblich bezeichne e € X das neutrale Element von X.

Zeige, dass die Fundamentalgruppe 7; (X, e) dann abelsch ist. Welche der Gruppenaxiome werden
im Beweis benotigt und welche nicht?

(Hinweis: Zeige und benutze die Gleichung cce 3 = (e €)- (¢ e f3), wobei € den konstanten Weg
bei e bezeichnet.)
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8. Uberlagerungen

In den letzten beiden Kapiteln haben wir das Konzept von homotopen, also ineinander deformier-
baren Abbildungen eingefiihrt, und daraus zu einem punktierten topologischen Raum (X,xp) die
Fundamentalgruppe 71 (X, xo) konstruiert. Dabei war es meistens recht einfach zu zeigen, dass zwei
Abbildungen homotop zueinander sind: Man kann hier in der Regel einfach eine Homotopie zwi-
schen ihnen konkret angeben. Wenn zwei Abbildungen jedoch nicht zueinander homotop sind, ist
dies zwar oftmals auch anschaulich leicht einzusehen, aber viel schwieriger zu beweisen. Unser
Standardbeispiel hierfiir war die sofort einleuchtende, aber bisher noch unbewiesene Aussage aus
Beispiel 6.3 (c), dass es Abbildungen S' — C\{0} gibt, die nicht homotop zu einer konstanten
Abbildung sind — und dass die Fundamentalgruppe 7; (C\{0}) demzufolge nicht trivial ist (siche
Beispiel 7.6). Wir wollen in diesem Kapitel nun sehen, wie man diese und dhnliche Aussagen exakt
beweisen kann. Da dies an manchen Stellen etwas technisch wird, wollen wir zunédchst die Beweis-
idee klar heraus stellen.

Bemerkung 8.1 (Idee der Uberlagerungen). Wie im Bild unten seien X = {z € C: r < |z| < R} ein
Kreisring in C und xg € X. Ferner sei o: I — X ein geschlossener Weg mit Anfangs- und Endpunkt
Xxo — im Bild unten ist ein solcher Weg, der einmal um das ,,Loch* in X herum lduft, schwarz ein-
gezeichnet. Wir wollen zeigen, dass diese Schleife in X nicht zu einem Punkt zusammengezogen
werden kann, also o nicht homotop relativ {0, 1} zu einer konstanten Abbildung ist.

Wir betrachten dazu die im Bild dargestellte Spirale X mit ihrer Projektion p auf X, also z. B.
Y:[r,R]XR mlt p:)?—>X, (u7v),_>uez71'iv’

und wihlen einen Punkt £y € X mit p(%) = xo. Man nennt diese Situation eine Uberlagerung von X
(Definition 8.2). Die Idee ist nun, eine ,,Hochhebung* & des Weges o nach X zu suchen, also einen
Weg @: I — X mit po & = «, der in X, beginnt. Mit anderen Worten soll &(t) also im Bild oben fiir
alle 7 direkt iiber () liegen. Wir werden nun in diesem Kapitel die folgenden Aussagen zeigen, die
aus dem Bild bereits anschaulich zu erwarten sind:

(a) Eine solche Hochhebung existiert stets, und ist auch eindeutig (Folgerung 8.12 (a)). Sie ist
jedoch in der Regel wie im Bild oben kein geschlossener Weg in X, sondern endet an irgend-
einem Punkt ¥; mit p(¥;) = xo — abhiingig davon, ,,wie oft o um das Loch in X herumlduft“.
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(b) Deformiert man den Weg o relativ {0,1} (wie etwa im Bild zu dem grau eingezeichne-
ten Weg), so ,,deformiert die Hochhebung mit“ und behélt dabei den gleichen Endpunkt
(Folgerung 8.12 (b)).

Auf diese Art erhalten wir also eine wohldefinierte Abbildung, die jeder Homotopieklasse [¢] in
m (X,x0) den Endpunkt & (1) der Hochhebung & zuordnet. Sind diese Endpunkte bei zwei Wegen
verschieden — im Bild oben z. B. ¥; fiir den eingezeichneten Weg und Xy fiir einen konstanten Weg
— so konnen die beiden Wege also nicht homotop relativ {0, 1} sein und definieren damit auch un-
terschiedliche Elemente in der Fundamentalgruppe. Bei geeigneter Wahl der Uberlagerung, z. B. im
Beispiel oben, ist die obige Abbildung von 7 (X,xp) nach p~!({xo}) sogar bijektiv (Satz 8.16), so
dass wir auf diese Art auch die Fundamentalgruppe als Urbild von x( unter p berechnen kénnen. Im
Beispiel ergibt sich damit 7 (X,x0) = Z (Beispiel 8.17 (a)); die Homotopieklasse eines Weges gibt
gerade seine Umlaufzahl um das Loch in X an.

Das Ziel dieses Kapitels ist es, diese Uberlegungen in eine mathematisch exakte Sprechweise zu
iibersetzen. Dazu miissen wir zunichst definieren, was wir unter einer Uberlagerung 7: X — X
verstehen wollen. Die wesentliche Eigenschaft in Bemerkung 8.1 oben war dabei, dass X um je-
den Punkt lokal genauso aussieht wie X um den entsprechenden Bildpunkt. Dies ist der Inhalt der
folgenden Definition.

Definition 8.2 (Uberlagerungen). Eine stetige Abbildung p: X — X heifit
Uberlagerung, wenn es zu jedem x € X eine offene Umgebung U, von x in
X gibt, so dass das Urbild p~! (U,) wie im Bild rechts dunkel eingezeichnet
eine disjunkte Vereinigung offener Teilmengen von X ist, die unter p ho-
moomorph auf U, abgebildet werden. Man nennt diese offenen Teilmengen
von X die (lokalen) Blitter der Uberlagerung; die Urbildmenge p~!({x})
wird Faser von p iiber x genannt. Man sagt auch, dass p iiber U, eine tri-
viale Uberlagerung ist.

Ny

-—
=

Ein solches Bild haben wir bereits in Beispiel 5.23 in Form der Restklas-
senabbildung R — R/Z = S! gesehen. In der Tat werden praktisch alle un-
sere Uberlagerungen derartige Restklassenabbildungen von Gruppenopera-
tionen sein. Wir wollen daher jetzt allgemein untersuchen, welche Bedin- X ﬁ
gungen eine Gruppenoperation erfiillen muss, um auf diese Art zu einer Uy
Uberlagerung zu fiihren.

Definition 8.3 (Freie und frei diskontinuierliche Gruppenoperationen). Eine Gruppe G mit neutra-
lem Element e operiere (stetig wie in Bemerkung 5.22) auf einem topologischen Raum X. Dann
heift die Gruppenoperation . ..

(a) frei, wenn fiir alle a € X gilt, dass a # g - a fiir alle g € G\ {e}.

(b) frei diskontinuierlich (manchmal in der Literatur auch eigentlich diskontinuierlich), wenn
fiir alle a € X sogar eine offene Umgebung U, von a in X existiert, so dass U, Ng-U, = 0
fiir alle g € G\ {e}.

Lemma 8.4 (Uberlagerungen aus frei diskontinuierlichen Operationen). Eine Gruppe G operiere auf
einem topologischen Raum X. Wir bezeichnen die zugehirige Restklassenabbildung wie in Definition
521 mitp: X - X:=X/G.
(a) Ist die Gruppenoperation frei, so ist fiir alle a € X die Abbildung G — p~'(a), g+ g-a
bijektiv.
(b) Ist die Gruppenoperation sogar frei diskontinuierlich, so ist p eine Uberlagerung.
Beweis.

(a) Nach Definition von X /G ist p~!(@) = {g-a: g € G}, d.h. die gegebene Abbildung ist
surjektiv.
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Sie ist auch injektiv, denn aus g-a = h-a mit g,h € G folgt a = g~' - h-a und somit nach
Definition 8.3 (a) auch g~!-h = ¢, also g = h.

Fiir a € X, also a € X, sei U, eine offene Umgebung von a in X wie in Definition 8.3 (b).
Wir behaupten, dass p dann iiber U, = p(U,) eine triviale Uberlagerung ist: Es gilt zunzchst
p ' (Us)={g-x:g€GxeU}=|]Jg U,

geG
und die nach Bemerkung 5.22 offenen Mengen g - U, vereinigen sich wegen
(8-Ua)N(h-Us) =gUaN (g " h)-Us) =0 fiirg,h € Gmitg#h
——
#e
disjunkt zu p~!(U,). Damit ist die Einschrinkung p|e.v, : U, — Uy, g-x— X auch bijektiv.
Sie bildet weiterhin offene Mengen auf offene Mengen ab: Fiir eine offene Menge V in g-U
ist auch V offen in X, also auch p~!(p(V)) = Upegh -V in X und damit nach Definition

der Quotiententopologie p(V') in X. Daher ist sie ein Homdomorphismus, d.h. p ist eine
Uberlagerung. O

Aufgabe 8.5. Es sei X ein Hausdorff-Raum. Man zeige:

(a)

(b)

Operiert eine endliche Gruppe frei auf X, so ist diese Gruppenoperation auch frei diskonti-
nuierlich (so dass die Quotientenabbildung 7: X — X := X /G also eine Uberlagerung ist).

Fiir unendliche Gruppen ist dies im Allgemeinen falsch.

Beispiel 8.6.

(a)

(b)

Die Gruppenoperation von (Z,+) auf R durch Addition wie in Beispiel 5.23 ist frei dis-
kontinuierlich, denn fiir alle a € R ist U, = (a — ,a+ 1) eine offene Umgebung mit
U,N(g+U,) = 0 fiir alle g € Z\{0}. Also ist die Quotientenabbildung p: R — R/Z = §!
nach Lemma 8.4 eine Uberlagerung — was aus dem Bild in Beispiel 5.23 ja auch anschaulich
erkennbar ist.

Fiir n € N+ operiere die Gruppe Z, auf S' C C durch

7 2

k-a:=e™ng firkeZ,undacs'.

Die Bahn eines Elements a € S! besteht also — wie im Bild unten links fiir n = 3 dargestellt
— aus den Ecken eines regelméBigen n-Ecks im Einheitskreis.

\
< ¢ 5=

1
P
e%a\i\r Uay lp
a ~N Sl
LS
e

Offensichtlich ist diese Operation frei, denn es ist a # e*™ " a fiir alle k #0 € Z,. Sie ist
damit nach Aufgabe 8.5 (a) auch frei diskontinuierlich. Natiirlich konnte man dies auch
direkt sehen: Fiir eine geniigend kleine Umgebung U, von a wie im Bild oben sind die
offenen Mengen U,, e% -U, und e% - U, disjunkt.

Das zugehorige Bild der Uberlagerung p: S' — S'/7Z, ist im Bild oben rechts dargestellt:
Nachdem man ein n-tel des Einheitskreises durchlaufen hat, ist man im Quotientenraum
wieder am Anfangspunkt angelangt. Wie in Beispiel 5.23 folgt damit, dass S’ /7 = S' mit
dem Homoéomorphismus S’ /Ly — S', @+ a". Unter diesem Homoomorphismus ist die
Uberlagerungsabbildung damit also einfach p: S! — S!, a+ a”.
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(¢) In Konstruktion 5.24 (a) haben wir gesehen, dass die reelle projektive Ebene als P? & 52 /7,
geschrieben werden kann, wobei Z; = ({£1}, -) auf §? durch Multiplikation operiert, also
gegeniiberliegende Punkte identifiziert. Da diese Operation frei ist, ist sie nach Aufgabe 8.5
(a) auch frei diskontinuierlich, und die Quotientenabbildung p: §? — §?/7Z, = P? ist nach
Lemma 8.4 eine Uberlagerung.

Bemerkung 8.7 (Grad einer Uberlagerung). Fiir eine Uberlagerung p: X — X und n € NU {0} sei
Vo= freX:lp ' (x)l=n} cX

die Menge aller Punkte in X, iiber denen die Faser von p genau n Elemente hat. Nach der Definition
einer Uberlagerung ist V,, offen: Ist ndmlich x € V,, und Uy eine offene Umgebung von x, iiber der die
Uberlagerung p trivial ist, so besteht p~! (U, ) aus genau n Blittern, die durch p homéomorph auf U,
abgebildet werden. Dies bedeutet aber gerade, dass jeder Punkt in U, genau n Urbilder unter p hat,
also in V,, liegt. Also gilt U, C V,,, d. h. V,, ist offen.

Weiterhin bilden die Mengen V,, fiir n € NU {e} offensichtlich eine disjunkte Zerlegung von X. Ist
X zusammenhingend, so kann man X nach Definition 3.1 (b) aber nicht auf nicht-triviale Art als
disjunkte Vereinigung von offenen Mengen schreiben. Also ist dann nur ein V,, nicht-leer, und damit
gleich X: Jede Faser von p hat dann die gleiche Anzahl n von Elementen. Man nennt dieses n den
Grad der Uberlagerung.

Bei einer Uberlagerung der Form p: X — X /G wie in Lemma 8.4 ist der Grad offensichtlich gleich
|G|, da alle Fasern bijektiv zu G sind. In den drei Fillen von Beispiel 8.6 ist der Grad also gleich oo,
nbzw. 2.

Aufgabe 8.8.

(a) Zeige, dass jede Uberlagerung vom Grad 2 von der Form p: X — X /Z, fiir eine geeignete
frei diskontinuierliche Gruppenoperation von Z, auf einem topologischen Raum X ist.

(b) Es seien nun X und X die ,,eindimensionalen” Ridume, die durch Verkleben von zwei bzw.
sechs Intervallen an ihren Endpunkten wie im Bild unten entstehen.

Zeige, dass es eine Uberlagerung p: X — X gibt, aber dass diese Uberlagerung nicht von
der Form p: X — X /G fiir eine geeignete Operation einer Gruppe G auf X sein kann.

OO OT

Wie in der Einleitung zu diesem Kapitel erldutert wollen wir zu einer Uberlagerung p: X — X und
einer Abbildung f: ¥ — X nun Hochhebungen f: ¥ — X betrachten.

Definition 8.9 (Hochhebungen).

(a) Essei p: X — X eine Uberlagerung und f: Y — X eine stetige Abbildung von einem wei-
teren topologischen Raum Y nach X. Dann heifit eine stetige Abbildung f: Y — X eine
Hochhebung (oder auch Liftung) von f, wenn po f = f.

(b) Sind zusiitzlich % € X, xo € X und yo € Y Punkte mit p(%y) = xo (X%
und f(yo) = Xo (also auch f(yg) = xp), so nennen wir die Ab- / »
bildung p: (X,%) — (X,xo) auch eine Uberlagerung von punk-

tierten Riumen, und dementsprechend f: (¥,yo) — (X, %) eine (Y, 0)
Hochhebung von f: (Y,yo) — (X,xp).

(X, x0)

Unser Ziel ist es, im Fall eines Einheitswiirfels Y = I"* als Startraum die Existenz und Eindeutigkeit
solcher Hochhebungen zu beweisen. Dazu benétigen wir zunéchst ein Lemma.
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Lemma 8.10 (Lemma von Lebesgue). Es sei (U;)ic; eine offene Uberdeckung eines kompakten
metrischen Raumes X. Dann gibt es ein € € R, so dass jede offene €-Kugel (mit beliebigem Mit-
telpunkt) in X bereits in einem U; enthalten ist.

Man nennt ein solches € eine Lebesgue-Zahl der Uberdeckung.

Beweis. Da die Mengen U; eine offene Uberdeckung von X bilden, gibt es zu jedem a € X ein
€, € Ry, so dass die offene Kugel Uy, (a) um a mit Radius 2¢, ganz in einem U; liegt.

Die Kugeln U, (a) mit dem jeweils halben Radius bilden dann eine offene Uberdeckung von X.
Weil X kompakt ist, kdnnen wir aus ihnen eine endliche Teiliiberdeckung Ug, (a1)U---UUg,, (an)
auswihlen. Weiterhin setzen wir € := min(&,, ,...,&,).

Ist nun a € X beliebig, so ist zunichst a € Ug, (ax) fireink € {1,...,n},
da diese offenen Mengen X iiberdecken. Fiir dieses k gilt dann aber Ug(a)
Ue(a) C Usg, (ax), denn fiir alle x € Ug(a) ist

d(x,ar) < d(x,a)+d(a,ar) < e+ &, <2¢,.
Da Uz, (ax) nach Konstruktion in einer der offenen Mengen U; der gege-

benen Uberdeckung liegt, gilt dies also wie behauptet auch fiir die Kugel

Uzazk (ar)
Ug (a). D
Satz 8.11 (Existenz und Eindeutigkeit von Hochhebungen). Es seien p: (X,%) — (X,xo) eine Uber-
lagerung und f: (I",0) — (X,xo) eine stetige Abbildung. Dann gibt es genau eine Hochhebung
f:(I",0) = (X,%0) von f beziiglich p.

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall, in dem das Bild f(I") ganz in einer offenen Menge U C X
enthalten ist, iiber der p eine triviale Uberlagerung ist. Dann ist die Aussage des Satzes klar: Ist
V C p~'(U) das Blatt der Uberlagerung, in dem X liegt, so konnen und miissen wir f natiirlich
durch £ := (p|y)~' o f in dieses Blatt hinein fortsetzen (diese Fortsetzung ist moglich, da p|y nach
Definition 8.2 ein Homdomorphismus ist; und wir konnen das Bild von f nicht auf verschiedene
Blitter aufteilen, da f(I") sonst im Widerspruch zu Lemma 3.6 (b) unzusammenhingend wire).

Im allgemeinen Fall wihlen wir zunichst zu jedem Punkt a € X eine offene Umgebung U, wie in
Definition 8.2, iiber der p trivial iiberlagert. Dann bilden diese Mengen eine offene Uberdeckung
von X, und die Mengen f~'(U,) damit eine offene Uberdeckung des kompakten Einheitswiirfels
I". Nach Lemma 8.10 gibt es zu dieser Uberdeckung von " eine Lebesgue-Zahl €. Wir unterteilen
I nun wie im Bild unten rechts in k" Teilwiirfel I, ..., I;» der Kantenldnge %, so dass jeder dieser
kleineren Wiirfel in einer £-Kugel enthalten ist und nach Wahl von € damit von f ganz in eine offene
Menge abgebildet wird, iiber der p eine triviale Uberlagerung ist.

Damit konnen wir die gesuchte Hochhebung f nun der Reihe nach auf
Iy,..., Iy konstruieren (die genaue Reihenfolge spielt dabei keine Rolle, solan-
ge wir ,,von links unten nach rechts oben‘ vorgehen, also fiirallem =1, ... k"
die Teilwiirfel mit samtlich kleineren Koordinaten als [, einen kleineren In-
dex als m haben). Fiir jeden dieser Teilwiirfel ist dann das Bild der gesuchten
Hochhebung an der linken unteren Ecke bekannt — fiir m = 1 ist dies &y, und
fiir m > 1 ist es bestimmt durch die Hochhebungen der vorherigen Wiirfel.

In jedem Schritt existiert also nach dem am Anfang betrachteten Fall eine eindeutige Hochhebung
von f auf I, mit dem vorgegebenen Anfangspunkt. Aus demselben Grund stimmt diese Hochhebung
auf den Schnittmengen von [, mit den vorherigen Wiirfeln iiberein, da diese Schnittmengen selbst
Wiirfel (kleinerer Dimension) sind, die ganz in einer offenen Teilmenge von X liegen, iiber denen
p eine triviale Uberlagerung ist. Insgesamt erhalten wir mit Aufgabe 2.8 (b) also eine eindeutige
stetige Hochhebung f von f auf I”. O

Folgerung 8.12 (Hochhebung von Wegen). Es seien p: (X,%)) — (X,xo) eine Uberlagerung und
o: (1,0) = (X,x0) ein Weg in X mit Startpunkt xo. Dann gilt:

11
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(a) Es gibt genau eine Hochhebung & : (1,0) — (X, %) von o beziiglich p.
(b) Ist B: (1,0) — (X,x0) ein weiterer Weg mit o.(1) = B(1) und o ~ B rel{0, 1}, so gilt auch
a(1) = (1) und & ~ f rel {0,1}.
Beweis.
(a) ist genau die Aussage von Satz 8.11 fiirn = 1.

(b) Essei H: (I x1,0) — (X,xp) eine Homotopie relativ {0,1} zwischen a und . Die Bilder
von H auf dem Rand des Einheitsquadrats sind im folgenden Bild links dargestellt.

5 g — =B

X0 a(l) —*— x %o a(l) —+— %

o (04
Nach Satz 8.11 fiir n = 2 gibt es nun eine eindeutige Hochhebung A : (I x 1,0) — (X, %)
von H. Wegen der Eindeutigkeit von Hochhebungen auf Intervallen kennen wir wie im Bild
oben rechts auch die Bilder von A auf dem Rand des Einheitsquadrats: An der linken Kante
miissen wir (als Hochhebung der konstanten Abbildung xj) die konstante Abbildung % ha-
ben, und damit an der oberen Kante (als Hochhebung von B mit Anfangspunkt %) den Weg
B. Analog ist die untere Kante der Weg &, und die rechte damit der konstante Weg &(1).
Also ist &(1) = (1) und H eine Homotopie zwischen & und § relativ {0,1}. O
Bemerkung 8.13. Folgerung 8.12 bedeutet insbesondere, dass im Fall einer Uberlaggrung die Ab-
bildung p.: m (X Xo) — m1(X,x0) aus Konstruktion 7.12 injektiv ist: Ist [po &] = [po ] in 71 (X, x0)
fiir gewisse & B € T(X,%), also pod ~ pofrel{0,1}, so gilt nach Folgerung 8.12 (b) auch
o~ B rel {0,1} (und damit [&] = [B] in 7;(X,%))), da & und B natiirlich die Hochhebungen von
po @ bzw. pof sind.

Aufgabe 8.14. Es seien U und V offene Teilmengen eines topologischen Raumes X mit U UV = X.
Ferner sei U NV wegzusammenhéngend und xo € U NV. Man zeige:

(a) Zu jedem geschlossenen Weg o € T'(X,xg) gibt es geschlos-
sene Wege Qi,...,0, € I'(X,xp), die alle komplett in U oder

komplett in V liegen, so dass [ot] = [ot;]e--- e [0t,] € 71 (X, x0) X0
gilt. (Hinweis: Das Lemma 8.10 von Lebesgue ist hierfiir
niitzlich.) U a v

(b) Ist m; (U,XQ) =T (V,XO) = {1}, so ist auch m; (X,)C()) = {1}
(c) m(S")={1} fiir alle n > 2.

Dies ist ein einfacher erster Fall des Satzes von Seifert und van Kampen (siehe Satz 9.8 und Beispiel
9.10).

X=UUV

Die eindeutige Hochhebung von Wegen ermoglicht nun die folgende Konstruktion:

Konstruktion 8.15 (Fasertransport). Es sei p: (X,%) — (X,xo) eine

Uberlagerung. %o e [0

(a) Nach Folgerung 8.12 gibt es eine wohldefinierte Abbildung X

71 (X,x0) = p~ ' ({xo}), [a] = &(1) =: T o [at],

Ca?y.
Y
die wir den Fasertransport zu p nennen. Zu jeder Homoto- \ p
a

%o

pieklasse eines geschlossenen Weges o in X bei xq ist % e [¢(]
also wie im Bild rechts der Endpunkt in X, den man erhilt,

L . ~ X
wenn man an ¥y die eindeutige Hochhebung & von ¢ ansetzt.

X0
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(b) Ist p die Quotientenabbildung einer frei diskontinuierlichen Operation einer Gruppe G auf
X wie in Lemma 8.4, so ist die Abbildung G — p~'({xo}), g — g~ %o bijektiv. Verketten
wir den Fasertransport aus (a) mit dem Inversen dieser Bijektion, erhalten wir also eine
Abbildung

h: m(X,xp) — G definiert durch Xpe[o] =h([a]) %y fiir alle @ € ['(X,xp).

Wir werden im Folgenden auch diese Abbildung als Fasertransport bezeichnen, da sie sich
von (a) nur dadurch unterscheidet, dass wir die Faser p~!({xo}) mit G identifiziert haben.

Wir konnen nun unser Hauptergebnis zur Berechnung von Fundamentalgruppen beweisen.

Satz 8.16 (Fundamentalgruppen aus Uberlagerungen). Es seien G eine Gruppe, die frei diskontinu-
ierlich auf einem topologischen Raum X operiert, %o € X, und p: (X,%) — (X,xo) mit X =X /G
und xg = p(Xo) die zugehorige Quotientenabbildung. Dann gilt fiir die Fasertransportabbildung
h: 7 (X,x0) = G aus Konstruktion 8.15 (b):

(a) Die Abbildung h ist ein Gruppenhomomorphismus;

(b) Imh = {g € G: % und g- X liegen in derselben Wegzusammenhangskomponente};

(c) Kerh= p.m(X,5%).
Ist insbesondere X einfach zusammenhdéngend, so ist die Abbildung h also ein Isomorphismus, und
damit m (X,x0) = G.
Beweis.

(a) Beachte zunichst, dass

(i) Zoe([o]e[B]) = (Fpe[cx]) ®[B], da beide Seiten gleich dem Endpunkt in X sind, wenn
man an ¥y zunéchst die Hochhebung von [¢(] und daran dann die von [3] ansetzt.

(i) (g-%o)e[a]=g-(Xpe[ct]), dennist & die Hochhebung von a € I'(X, xp) mit &(0) = Xo,
so ist # — g- & (t) die Hochhebung von ¢ mit Anfangspunkt g- &(0) = g- %. Deren
Endpunkt (g- %) e [¢] ist aber g- &(1) = g- (X e [0t]).

Damit folgt nun

Il
> =

oo (o] [B]) 2 (%o e[al) e [B] = (h([a])-5o) o [B] 2 h([at]) - (5o o [B))
([]) - A([B]) - %o,

also wie behauptet h([a] o [B]) = h([ct]) - h([B]).

h([e] e [B]) - %o

(b) ,,C“: Ist g € G mit g = h([ax]) fiir einen Weg o, also g - Xy = %o ® [&t], so verbindet die Hoch-
hebung von ¢ die Punkte Xy und g - ¥, miteinander.

D Es sei nun umgekehrt & ein Weg in X von %) nach g - %). Dann ist & die Hochhebung
des geschlossenen Weges o := po & mit Anfangspunkt %y. Also ist g-%o = %o e [¢¢] und damit

h(la]) = g-

(c) ,,C“:Essei @ € I'(X,x0) mit h([ct]) = e, also Xy = % e [¢t]. Die Hochhebung & von ¢ mit
Anfangspunkt %) ist damit ein geschlossener Weg und definiert ein Element [&] € 7 (X, %))
mit [a] = [po &] = p.[a] € p.7 (X, %).

,D“: Eine Homotopieklasse in p.7;(X,%) hat die Form [p o @] fiir einen geschlossenen
Weg & € I'(X,%). Da & dann die Hochhebung von po & mit Anfangspunkt % ist, gilt
h([po@])-%o=%pe[pod] = &(1)=% und damit h([po &]) =e. O
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Beispiel 8.17.

(a)

(b)

©

Nach Beispiel 8.6 (a) operiert Z auf R durch Addition frei dis- )
kontinuierlich mit R/Z = §'. Da R einfach zusammenhingend (_\\' Xo+2

ist, folgt aus Satz 8.16 also wie erwartet 7 (S') = Z. R —— :fo +1
X

Der Satz zeigt auch, dass ein konkreter Isomorphismus T
h: m (S',x0) — Z durch den Fasertransport gegeben ist: Fiir einen >
geschlossenen Weg « € T'(S', xg) ist h([e]) die ganze Zahl n mit

foe[a] =n+ X, d.h. so dass die Hochhebung von & nach R mit lp
Anfangspunkt %y im Punkt n+ Xy endet — im Bild rechts alson = 1.

Da diese Zahl offensichtlich angibt, wie oft a um die Kreislinie g1 O X0
S! herum lduft, nennt man sie auch die Umlaufzahl von o.

0
Xo—1

Fiir den konkret im Bild eingezeichneten Weg, der einmal um die Kreislinie herum lauft, be-
deutet dies also, dass er nicht homotop relativ {0, 1} zu einem konstanten Weg ist, da seine
Umlaufzahl 1 ist und nicht 0. Dies ist dquivalent dazu, dass die Identitét idg nicht homo-
top relativ {1} zur konstanten Abbildung 1 ist (siche Bemerkung 7.5 (b)), und damit nach
Aufgabe 6.4 auch im nicht-relativen Sinne nicht homotop zu einer konstanten Abbildung.

Wir haben hiermit nun also zum ersten Mal formal beweisen konnen, dass zwei Abbildun-
gen nicht homotop sind, bzw. dass die Fundamentalgruppe eines Raumes nicht-trivial ist,
und der Raum damit also weder einfach zusammenhédngend noch kontrahierbar ist (sieche
Beispiel 7.15 (a)). Dasselbe gilt nach Satz 7.14 dann natiirlich auch fiir jeden zur Kreislinie
homotopiedquivalenten Raum, etwa fiir C\{0} oder den Kreisring in der Einleitung dieses
Kapitels.

Die Fundamentalgruppe des Torus S' x S! aus Beispiel 5.9 (c) ist nach Aufgabe 7.7
m (S x SN =y (') x m (ST 2 Z x Z.
Alternativ erhalten wir dies auch direkt aus Satz 8.16 mit der Darstellung

S'x §' > (R/Z) x (R/Z) = (R x R)/(Z x Z),

da Z x Z durch Addition frei diskontinuierlich auf R x R
operiert und R x R einfach zusammenhéngend ist. Die
beiden Erzeuger der Fundamentalgruppe, also (1,0) und
(0,1) in der Darstellung als Z x Z, sind genau die Schlei-
fen entlang einer der beiden Faktoren S '« 81, also die Ho-

motopieklassen der im Bild rechts eingezeichneten Wege B Y
o und .
Die reelle projektive Ebene lisst sich nach Beispiel 8.6 (c) gemiB P? = §? /7, als Quo-

tient einer frei diskontinuierlichen Gruppenoperation schreiben. Da S nach Aufgabe 8.14
(c) einfach zusammenhingend ist, ist die Fundamentalgruppe von P? nach Satz 8.16 also
71 (P?) 2 Z,. Entsprechend unserer Interpretation durch den Fasertransport wird das nicht-
triviale Element dieser Fundamentalgruppe durch einen geschlossenen Weg in P? reprisen-
tiert, dessen Hochhebung zwei identifizierte Punkte im Quotienten S?/7Z2, also zwei gegen-
iiber liegende Punkte in S? miteinander verbindet — so wie der in der Einleitung von Kapitel
6 beschriebene Weg in P2.

Beispiel 8.18 (R? 2 R” fiir n > 2). In Erginzung zu Beispiel 2.17 (b) und 3.9 (a) kénnen wir
nun auch zeigen, dass R? nicht zu R” mit n > 2 homdomorph ist: Wire f: R> — R” ein solcher
Homdomorphismus, so auch die Einschrankung f[g2 (o) R?\{0} — R"\{f(0)}. Nach Beispiel
6.12 (b) sind aber ' und §"~! Deformationsretrakte von R?\{0} bzw. R"\{£(0)}, und damit wiren
S! und §"~! dann homotopiesquivalent — im Widerspruch zu Satz 7.14 (b), da m;(S') = Z und
71 (8"~!) = {1} nach Beispiel 8.17 (a) und Aufgabe 8.14 (c) gilt.
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Aufgabe 8.19 (Fundamentalgruppe der Kleinschen Flasche). Fiir (a1,a2) € Z? und (by,b;) € R?
setzen wir

(al,az)*(bl,bz) = (a1+(—1)“2b1,a2+b2) e R
Man priift sofort nach, dass (Z2, x) eine (nicht-abelsche) Gruppe ist. Sie heiBt semidirektes Produkt
von Z mit Z und wird mit Z x Z bezeichnet. Man zeige:

(a) Z x Z operiert durch * auf R?, und diese Operation ist frei diskontinuierlich.

(b) Der Quotientenraum R?/(Z x 7Z) ist homéomorph zur Kleinschen Flasche.
Nach Satz 8.16 ist die Fundamentalgruppe der Kleinschen Flasche damit also isomorph zu Z x Z.
Aufgabe 8.20. Im Torus X = (R/Z) x (R/Z) seien wie im Bild die drei geschlossenen Wege

op: I =X, t(1,0),

o: I =X, t—(0,1),

os: I — X, te(t,1)

gegeben.

(a) Finde fiir i = 1,2,3 jeweils eine Uberlagerung p;: X; — X vom Grad 2, so dass die Hochhe-
bung von ¢; wieder geschlossen ist, die Hochhebung der beiden anderen Wege aber nicht.

(b) Schreibe diese Uberlagerungen explizit als Restklassenabbildung einer geeigneten frei dis-
kontinuierlichen Gruppenoperation auf X;.

Bemerkung 8.21. Ist der Raum X in der Situation von Satz 8.16 zwar wegzusammenhingend, aber
nicht einfach zusammenhingend, so ist der Morphismus /: 7 (X,x9) — G des Fasertransports nach
diesem Satz zwar noch surjektiv, aber in der Regel nicht mehr injektiv. Sein Kern p. 7 (X, %)) ist (da
p« nach Bemerkung 8.13 injektiv ist) isomorph zu 7; (X, %), und wir erhalten aus dem Homomor-
phiesatz [G1, Satz 6.17] angewendet auf /& den Isomorphismus

m (X, x0)/pemi (X, %) = G.

Betrachten wir z. B. noch einmal die Situation aus Beispiel 8.6 (b), in der Z,, auf X = S' durch Mul-
tiplikation mit n-ten Einheitswurzeln operiert, und der Quotient X = X /G wiederum homéomorph
zu S' ist: In diesem Fall sind 7 (X, x0) und 7 (X, %) beide isomorph zu Z, und p. bildet den Er-
zeuger von 7 (X, %), also die geschlossene Schleife in X mit Umlaufzahl 1, auf eine Schleife in X
mit Umlaufzahl n ab. Die Untergruppe p.7; (X, %o) von 71 (X,x9) = Z ist also nZ, und wir erhalten
korrekterweise

m (X, x0)/ps(X, %) X Z/nZ 27, = G.

Bemerkung 8.22 (S” ist nicht kontrahierbar). Wir haben in Beispiel 8.17 (a) gesehen, dass die
Identitit auf S' nicht homotop zu einer konstanten Abbildung ist, also dass S! damit nach Bemerkung
6.9 (a) nicht kontrahierbar ist.

In der Tat gilt diese Aussage fiir alle Sphiren $” mit n € N5 — und sie ist dort auch genauso an-
schaulich wie im Fall der Kreislinie S'. Allerdings lisst sich dieser allgemeine Fall mit unseren
bisher entwickelten Methoden nicht beweisen, da die Fundamentalgruppe von S” fiir n > 1 nach
Aufgabe 8.14 (c) trivial ist. Man benétigt fiir einen Beweis dieser Aussage Methoden der algebrai-
schen Topologie, die iiber den Rahmen dieser Vorlesung weit hinaus gehen.

Gar nicht mehr anschaulich ist hingegen, dass die entsprechende Aussage in unendlicher Dimension
falsch ist:

Aufgabe 8.23. Es sei V der (unendlich-dimensionale) Vektorraum aller beschrinkten reellen Zah-
lenfolgen. Wir betrachten ihn als normierten Raum mit der Supremumsnorm

[[(xn)Jnenl| = sup{[xa| : n- € N}
Man zeige, dass in diesem Raum die Einheitssphire

{Gen) €V [[(xn)all = 1}
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kontrahierbar ist.
(Hinweis: Die Abbildung f: V — V, (x0,x1,X2,...,) +— (0,x0,X1,...) ist hierfir niitzlich.)

Bemerkung 8.24 (Universelle Uberlagerungen). Um Satz 8.16 zur Berechnung der Fundamental-
gruppe eines gegebenen topologischen Raumes X verwenden zu konnen, benotigen wir einen einfach
zusammenhingenden Raum X zusammen mit einer frei diskontinuierlichen Operation einer Grup-
pe G, so dass X /G = X. Es stellt sich also die Frage, ob wir solche X und G in jedem Fall finden
konnen.

In der Tat funktioniert dies fiir ,,hinreichend schone* topologische Raume X immer. Die Idee hierfiir
ist, zu einem gegebenen punktierten topologischen Raum (X, xp) die Menge

X :={a: (1,0) = (X,x0)}/ ~ rel {0,1}

aller Homotopieklassen von (nicht notwendig geschlossenen) Wegen in X mit Anfangspunkt xo zu
betrachten, zusammen mit der Abbildung p: X — X, [a] — a(1). Weiterhin operiert die Fundamen-
talgruppe 71 (X, x0) offensichtlich auf X durch das Zusammensetzen von Wegen, also durch

m (X, x0) x X — X, ([B], [at]) - [B] e [or].

Man kann X nun so zu einem einfach zusammenhiingenden topologischen Raum machen, dass die
Operation von 7 (X, xo) auf X frei diskontinuierlich, und der Quotientenraum X /7; (X,xp) homéo-
morph zu X mit Quotientenabbildung p wird [J, Kapitel 9.7]. Die so entstehende Uberlagerung
p: X — X heiBt universelle Uberlagerung von X.

Die Uberpriifung aller fiir diese Aussage notwendigen Dinge ist recht langwierig, aber nicht weiter
schwierig. Wir wollen den kompletten Beweis hier nicht vorfiihren, da er zwar die prinzipielle Mog-
lichkeit der Bestimmung von Fundamentalgruppen mit Hilfe von Uberlagerungen zeigt, aber keine
konkrete Berechnungsmoglichkeit dafiir liefert — hierfiir ist man darauf angewiesen, die dafiir notige
Darstellung X /G =2 X wie oben auf eine andere Art zu ermitteln.
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9. Anwendungen der Fundamentalgruppe

Nachdem wir mit Hilfe von Uberlagerungen nun in der Lage sind, Fundamentalgruppen zu berech-
nen, wollen wir in diesem abschlieBenden Kapitel noch einige Konsequenzen hieraus untersuchen.
Wir beginnen dazu mit dem folgenden Satz, der zwar sehr einfach zu formulieren, aber schon nicht
mehr anschaulich offensichtlich ist.

Satz 9.1 (Brouwerscher Fixpunktsatz). Jede stetige Abbildung f: D> — D* der Einheitskreis-
scheibe in sich hat einen Fixpunkt, also einen Punkt x € D* mit f(x) = x.

Beweis. Angenommen, es gibe eine stetige Abbildung f: D> — D? ohne Fixpunkt.

Wir konstruieren daraus dann eine Abbildung g: D> — S' wie folgt: Fiir
x € D? ist nach unserer Annahme ja f(x) # x. Also gibt es einen ein-
deutig bestimmten von f(x) ausgehenden Strahl iiber x. Es sei nun g(x)
wie im Bild rechts dargestellt der (eindeutig bestimmte) Schnittpunkt
dieses Strahls mit dem Kreisrand. Beachte, dass die Funktion g auf dem
Kreisrand S! nach dieser Konstruktion genau die Identitit ist — fiir diese
Punkte trifft der Strahl den Kreisrand ja unabhéngig von f(x) immer im
Punkt x. 8(x)

Wie ihr schon aus der Schule wisst, kann man diesen Schnittpunkt von einer Geraden mit einer
Kreislinie natiirlich konkret mit einer quadratischen Gleichung berechnen. Da uns die konkrete da-
bei herauskommende Formel nicht interessiert, werden wir sie hier allerdings nicht angeben. Wir
benotigen nur, dass die Losungsformel fiir quadratische Gleichungen bekanntlich ein stetiger Aus-
druck in den Koeffizienten des Polynoms und die oben konstruierte Funktion g damit stetig ist.

Also lisst sich die Identitit auf S! zu einer stetigen Funktion g: D> — S! fortsetzen. Nach Aufgabe
6.4 bedeutet dies aber gerade, dass die Identitit auf S! dann auch homotop zu einer konstanten Ab-
bildung sein muss — im Widerspruch zu Beispiel 8.17 (a). Damit war unsere Annahme der Existenz
einer fixpunktfreien Abbildung auf D? falsch. g
Bemerkung 9.2 (Brouwerscher Fixpunktsatz in hoheren Dimensionen).

(a) Der Brouwersche Fixpunktsatz gilt nicht nur fiir D?, sondern in der Tat auch fiir alle Ein-
heitskugeln D" — und zwar mit exakt demselben Beweis, den wir gegeben haben. Wir haben
ihn nur deswegen nur fiir D? formuliert, da wir den entscheidenden Punkt im Beweis, nim-
lich dass die Identitit auf $"~! nicht homotop zu einer konstanten Abbildung ist, nur fiir den
Fall n = 2 gezeigt haben (sieche Beispiel 8.17 (a) und Bemerkung 8.22).

(b) Fiir Einheitskugeln in allgemeinen normierten Raumen ist die Aussage von Satz 9.1 jedoch
falsch (siehe auch Aufgabe 8.23): Dazu kénnen wir z. B. den Raum

= {(xn)neN : Z;ox’% < m}

aller quadratsummierbaren Folgen mit der zugehorigen Norm

|| (Xn)nenl|| = Z::()xlzl

betrachten. Bezeichnet D C 2 die Einheitskugel in diesem Raum, so ist

f:D—= D, (x0,x1,%2,...) — (,/1—2::0x%,x0,x1,...)

eine stetige Abbildung ohne Fixpunkt: Fiir einen Fixpunkt (x,),cn miisste ja

( I—Z::Ox,%,xo,xl,...) = (X0,%1,%2,-..) (%)



78 Andreas Gathmann

gelten, also zunichst einmal xo =x; =x, = --- —d. h. (x,),en miisste eine konstante Folge
sein. Aber die Nullfolge ist die einzige konstante Folge in /2, und diese erfiillt in (x) natiirlich

nicht die erste Gleichung /1 — Y x2 = xo.

Als weitere Anwendung von Fundamentalgruppen kénnen wir nun auch einen Beweis fiir den Fun-
damentalsatz der Algebra angeben, also die Existenz von Nullstellen komplexer Polynome zeigen.
Vielleicht habt ihr in anderen Vorlesungen, z. B. in der Einfiihrung in die Funktionentheorie oder der
Einfithrung in die Algebra, bereits einen solchen Beweis gesehen — der hier vorgestellte rein topolo-
gische Beweis hat jedoch den Vorteil, dass er deutlich allgemeiner ist, da er nicht nur auf Polynome
anwendbar ist, sondern allgemein auf Funktionen, die sich als Summe von z +— 7" fiir ein n € N und
einer im Vergleich zu 7" kleinen stetigen ,,Storfunktion* schreiben lassen.

Die topologische Beweisidee ist dabei schnell erklirt: Bilden wir eine Kreislinie um 0 in C mit der
Funktion z — 7 ab, so laufen wir dabei offensichtlich n-mal um den Nullpunkt herum. Dies dndert
sich auch nicht, wenn wir diese Funktion etwas storen, also z.B. zu einem Polynom vom Grad n
abédndern. Ziehen wir die urspriingliche Kreislinie nun zu einem Punkt zusammen, so passiert dies
dann auch mit der abgebildeten Kreislinie, so dass diese dabei notwendigerweise an einer Stelle
einmal iiber den Nullpunkt gezogen werden muss — dort befindet sich dann eine Nullstelle.
Satz 9.3.
(a) Es sei g: C — C eine stetige Funktion mit der folgenden Eigenschaft: Es gibt ein n € N+
und R € R~ mit
lg(z)| < R" fiir alle z € C mit |z] = R.
Dann hat die Funktion
fiC—C,z—7"+g(2)
eine Nullstelle in der Kreisscheibe {z € C: |z] <R}.
(b) (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes nicht-konstante komplexe Polynom hat eine Nullstelle
in C.
Beweis.

(a) Angenommen, die Funktion f hitte keine Nullstelle vom Betrag hochstens R. Dann konnten
wir die stetige Funktion

2l f(Rz)  (R2)"+g(Rz)
Febm =5 2 iRl ~ 1(Rey + 4(Re)]

betrachten, da der Nenner nie 0 werden kann. Es gilt:

e Die Funktion F|g ist nach Aufgabe 6.4 homotop zu einer konstanten Abbildung, da
sie sich zu einer stetigen Funktion F: D> — S! fortsetzen lisst.

e Die Funktion F|q ist ebenfalls homotop zur Abbildung z — z" — und zwar mit der
Homotopie

H:S'xI—S' (z,) —
denn nach Voraussetzung ist

<1
|[(R2)" +18(Rz)| > |(Rz)"| — [t g(Rz)| = R" —t[g(Rz)| = R"—|g(Rz)| >0
fiir alle z € S', und der Nenner des angegebenen Bruches damit immer ungleich 0.

Da die Homotopie eine Aquivalenzrelation ist, wire dann also auch die Abbildung z +— 7"
homotop auf S' zu einer konstanten Abbildung. Genau wie in Beispiel 8.17 (a) ist dies aber
ein Widerspruch zu 7;(S') 2 7Z, da diese beiden Schleifen die Umlaufzahl n bzw. 0 haben.
Also war unsere Annahme falsch, und f muss doch eine Nullstelle besitzen.
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(b) Wir kénnen f = z" +a, 12"~ ' +---+ajz+ag mit ao,...,a, 1 € C ohne Einschrinkung
als normiert annehmen und passend zu (a) die Funktion g(z) = a,_ 12" ' +---+ajz+ap
betrachten. Da bekanntlich

- ana|[R - 4 Jar [R+ Jao|
lim
R—oo R»
gilt, gibt es ein R € R+, so dass dieser Quotient kleiner als 1 ist. Fiir ein solches R ist dann

lg(2)| < |an_1|R" " +---+]ai|R+|ao| < R" fiir alle z € C mit |z| =R,

=0

und damit folgt die Existenz einer Nullstelle von f aus Teil (a). O

Fiir weitere Anwendungen benotigen wir noch eine andere oft niitzliche Methode, um Fundamental-
gruppen zu berechnen. Sie bietet sich vor allem dann an, wenn der betrachtete Raum als Vereinigung
anderer Rdume geschrieben werden kann, deren Fundamentalgruppen bereits bekannt sind. Das ein-
fachste Beispiel hierfiir ist wohl wie im Bild unten die Vereinigung zweier Kreislinien in einem
Punkt, oder (dazu homotopiedquivalent) das Komplement von zwei Punkten in der Ebene. Von die-
sem Raum konnen wir die Fundamentalgruppe bisher noch nicht bestimmen.

Intuitiv wiirde man vielleicht erwarten, dass die Homotopieklasse von Schleifen in diesen Rdumen
nun einfach durch zwei Umlaufzahlen gegeben ist — was bedeuten wiirde, dass die Fundamental-
gruppe Z x Z wire. Dies ist jedoch nicht korrekt, denn wie wir in Beispiel 9.9 noch sehen werden,
ist diese Fundamentalgruppe nicht abelsch. In der Tat kann man sie sich als eine ,,nicht-abelsche Va-
riante* des Produkts Z x Z vorstellen. Um diese und dhnliche Gruppen exakt beschreiben zu kénnen,
benotigen wir zunichst zwei algebraische Vorbereitungen.

Konstruktion 9.4 (Freies Produkt von Gruppen). Es seien (G, o) und (H,e) zwei Gruppen. Wir be-
trachten dann die Menge M aller endlichen Folgen mit Folgengliedern in der disjunkten Vereinigung
GUH. Dabei wollen wir derartige Folgen einfach durch Hintereinanderschreiben der Folgenglie-
der notieren. Die Elemente von M haben also die Form aja; - - a, fiir ein n € N, wobei jedes a;
firi=1,...,nin G oder in H liegt (und wir G und H dabei als disjunkt annehmen, so dass jedes
Folgenglied also eindeutig entweder in G oder in H liegt). Fiir den restlichen Teil der folgenden
Konstruktion vereinbaren wir, dass g; immer fiir ein Element aus G steht, A4; fiir ein Element aus H,
und ¢; fiir ein Element aus G U H, von dem nicht spezifiziert ist, ob es in G oder H liegt.

Aus naheliegenden Griinden bezeichnet man die Elemente von M auch als Woérter mit Buchstaben
in GUH. Wir betrachten nun auf M die gemdfl Konstruktion 5.1 von den folgenden Relationen
erzeugte Aquivalenzrelation ~:
(a) Esist
ai - ang1820n+1 * Gy ~ @1 - Ay (g1982)dAnt1 -+ A
und al ...anhlhzan_"_l ...am ~ al "‘an(hl.h2)an+l ...a’n
fiir alle 0 < n < m, d.h. sind in dem betrachteten Wort zwei aufeinander folgende Buchsta-
ben in der gleichen Gruppe, also beide in G oder beide in H, so konnen wir diese beiden

Buchstaben durch den einen Buchstaben ersetzen, der genau die Verkniipfung dieser beiden
Elemente in G bzw. H ist.

(b) Esist
ap ---apegdptl " A ~ 4] - dpdpy] " Ay

und @y - @pep Ayl Ay ~ A1 Gpdpg Gy
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fiir alle 0 < n < m, d.h. die neutralen Elemente eg und ey der beiden Gruppen kénnen aus
dem betrachteten Wort stets herausgestrichen werden.

Nach Konstruktion 5.1 der erzeugten Aquivalenzrelation bedeutet dies also gerade, dass zwei Worter
in M beziiglich ~ dquivalent zueinander sind, wenn sie durch eine endliche Folge von Operationen
der beiden Typen (a) und (b) und ihrer Inversen auseinander hervorgehen.

Es sei nun G x H := M/~ die Menge der Aquivalenzklassen dieser Relation. Um die Notationen
nicht zu kompliziert werden zu lassen, vereinbaren wir, dass wir diese Aquivalenzklassen nicht mit
einem Querstrich oder einer anderen speziellen Notation kennzeichnen, sondern sie einfach nur wie
oben als Worter schreiben, und dass alle solchen Worter, die wir in Zukunft hinschreiben, fiir ihre
Aquivalenzklassen unter ~ in G * H stehen sollen. So konnen wir also z. B.

g1gihg, 'ga=gthieg=gihi €GxH

schreiben, wobei dies Worter mit 5, 3 bzw. 2 Buchstaben sind und g% fiir das Element gy eg; € G
steht.

Nach dieser langen Konstruktion der Menge G * H ist es nun aber sehr einfach einzusehen, dass
G« H mit dem einfachen Hintereinanderschreiben von Wortern eine Gruppe ist. In der Tat sind
alle Gruppenaxiome offensichtlich; das neutrale Element ist das leere Wort, und das zu einem Wort
ay --- a, inverse Element ist a; ! ~~~af1, wobei das Inverse afl fir i = 1,...,n hierbei natiirlich
jeweils in G oder H zu nehmen ist, je nachdem ob a; in G oder H liegt. Man bezeichnet G x H als
das freie Produkt der Gruppen G und H.

Beispiel 9.5. Das freie Produkt G x H liefert schon fiir einfachste Fille von G und H unendliche
nicht-abelsche Gruppen, die von der Struktur her recht kompliziert sind und sicher nicht zu irgend-
etwas isomorph sind, was ihr in den Vorlesungen ,,Algebraische Strukturen‘ oder ,,Einfiihrung in die
Algebra® schon einmal gesehen habt. Wir wollen uns daher hier damit begniigen, in zwei Féllen die
Gruppenelemente etwas konkreter hinzuschreiben und ein paar einfache Rechnungen durchzufiih-
ren.

(a) G=Zund H = Z (dies wird der fiir uns relevante Fall fiir die Fundamentalgruppen werden):
Da wir im freien Produkt ja Elemente von G strikt von Elementen von H unterscheiden
miissen, sollten wir diese Elemente hier nicht einfach fiir beide Gruppen als ganze Zahlen
schreiben. Stattdessen seien g und /& Erzeuger (mit unendlicher Ordnung) von G bzw. H, so
dass also

G={g":neZ} =27 und H={W":neZ} 27

Die Elemente von G * H sind dann nach Konstruktion ,,nicht-kommutative Monome* in g, A,
g 'und h~!. Soistz. B. g2h3g~! ein Element von G x H, das von gh~3 verschieden ist. Die
Verkniipfung erfolgt einfach durch ,,Multiplikation* dieser Monome mit anschlieendem
Vereinfachen, wie z. B.

(°h g ") (ghgh) = g*h g~ ' ghgh = g*h hgh = g*h>gh,
wobeli dieser letzte Ausdruck nicht weiter vereinfacht werden kann.

(b) G =7, und H = Z;: Sind g und h wie in (a) Erzeuger von G und H, die hier aber jeweils
Ordnung 2 haben, so dass also

G={eg} =7, und  H={eh} =7
ist, so sind die Elemente von G« H genau das leere Wort sowie
g,gh,ghg, ghgh,... und h,hg ,hgh hghg,... .

Jedes Wort ungerader Linge hat dabei Ordnung 2 (es ist z. B. (ghg)(ghg) = ghgghg = e),
wihrend die nicht-leeren Worter gerader Lidnge Ordnung o haben. Schon in diesem Beispiel,
bei dem G und H die kleinsten nicht-trivialen Gruppen sind, kommt fiir G « H also eine
komplizierte nicht-abelsche Gruppe heraus.
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Die zweite algebraische Vorbereitung, die wir bendtigen werden, ist die Konstruktion von erzeugten
Normalteilern.

Konstruktion 9.6 (Erzeugte Normalteiler). Es sei M eine Teilmenge einer Gruppe G. Wir wissen
aus den ,,Algebraischen Strukturen®, dass es dann die von M erzeugte Untergruppe

(M) = ﬂ U
U<G
mit M C U

gibt, die man sich vorstellen kann als die kleinste Untergruppe von G, die M enthilt [G1, Definition
3.11 und Lemma 3.12].

Dass diese Konstruktion funktioniert und auch wirklich eine Untergruppe liefert, liegt dabei daran,
dass ein solcher Schnitt von beliebig vielen Untergruppen von G stets wieder eine Untergruppe von G
ist. Dementsprechend funktioniert eine analoge Konstruktion des Erzeugnisses einer Menge fiir eine
bestimmte mathematische Struktur (wie hier fiir Untergruppen) immer dann, wenn diese Struktur
abgeschlossen unter beliebiger Durchschnittsbildung ist. Ihr kennt z. B. aus der linearen Algebra
den vollig analogen Begriff des von einer Menge von Vektoren erzeugten Untervektorraums, der ja
ebenfalls der kleinste Untervektorraum ist, der die gegebenen Vektoren enthiilt.

Im Folgenden benétigen wir noch einen anderen Fall einer solchen Konstruktion: Auch der Schnitt
von Normalteilern in einer Gruppe ist wieder ein Normalteiler, und daher konnen wir zu einer belie-
bigen Teilmenge M einer Gruppe G den von M erzeugten Normalteiler

(M)= () U
U<G
mitM CU

betrachten, den man sich wiederum als den kleinsten Normalteiler von G vorstellen kann, der M
enthilt.

Beispiel 9.7.

(a) In einer abelschen Gruppe G ist natiirlich ((M)) = (M) fiir alle M C G, da Normalteiler und
Untergruppen dann tibereinstimmen.

(b) In der symmetrischen Gruppe G = S3 ist die von der Transposition (1 2) erzeugte Unter-
gruppe ((1 2)) = {id,(1 2)}. Nun sind die Normalteiler von S3 aber bekanntlich nur die
alternierende Gruppe A3 und die trivialen Normalteiler S3 und {id} —und da (1 2) ¢ A3 gilt,
ist der kleinste Normalteiler, der diese Transposition enthilt, also {((1 2))) = S3. In diesem
Fall stimmen die Begriffe der erzeugten Untergruppe und des erzeugten Normalteilers also
nicht iiberein.

Mit diesen beiden Vorbereitungen konnen wir nun den angekiindigten Satz formulieren.

Satz 9.8 (Satz von Seifert und van Kampen). Es seien U undV zwei
offene Teilmengen eines topologischen Raumes, so dass X =U UV gilt
und U NV wegzusammenhdingend ist. Ferner sei xo € UNV. Dann gilt

X
m(X,x0) = (mU,x0)*m(V,x0)) /N, .O
wobei v
N = ((i.]o] ju[e] ™" < [a] € T (UNV,x0)) &
undi: UNV — U und j: UNV —V die beiden Inklusionsabbildungen X=UUV

von UNV inU bzw. V sind.
Beweisidee. Da der formale Beweis dieses Satzes recht technisch ist, wollen wir hier nur die Idee
dafiir angeben, warum die Fundamentalgruppe von X die im Satz behauptete Form hat.

Dass 7 (X, xo) durch das freie Produkt 7y (U, xo) * 1 (V, x9) (bzw. einen Quotienten davon) beschrie-
ben werden kann, bedeutet zundchst einmal,
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e dass jede Schleife in X als Zusammensetzung von Schleifen in U und Schleifen in V ge-
schrieben werden kann und somit ein Wort in 7; (U, xo) * 7; (V,xo) bildet (dies haben wir
bereits in Aufgabe 8.14 (a) gesehen); und

e dass diese Zusammensetzung von Schleifen nicht abelsch ist.

Der Normalteiler N ist offensichtlich nur dann nicht-trivial, wenn U NV nicht einfach zusammen-
hingend ist, also eine nicht-triviale Schleife & besitzt. In diesem Fall kénnen wir  natiirlich als
Schleife sowohl in U als auch in V auffassen, d. h. es gibt die beiden Elemente i..[a] € m; (U, x0) und
J«la] € m(V,x0). Diese beiden Elemente beschreiben geometrisch dieselbe Schleife in X, sind im
freien Produkt 7; (U, x0) * 71 (V,x0) aber verschieden, da wir dort ja strikt zwischen Elementen der
ersten und der zweiten Gruppe unterscheiden miissen. Um das zu kompensieren, miissen wir also
zu einer geeigneten Faktorgruppe von 7 (U, xo) * 7 (V,x0) iibergehen, in der wir i, [a] und j,[a] fiir
jede Schleife o in U NV miteinander identifizieren. Dies tut genau das Herausteilen von N: Fiir alle
a wie oben ist ja das zweibuchstabige Wort i, [a] j.[&] ! in N, d. h. i, [@] j.[a] 7! gleich dem leeren
Wort und damit i.[¢t] = j.[&] modulo N.

Einen vollstindigen Beweis des Satzes von Seifert und van Kampen konnt ihr z. B. in [H, Kapitel
1.2] finden. O

Beispiel 9.9. Der einfachste Fall von Satz 9.8 ist natiirlich der, in dem U NV einfach zusammenhén-
gend und damit 7; (X, x0) = 7 (U, x0) * 71 (V,x0) ist.

(a) Fiir die doppelt gelochte Ebene X = C\{0, 1} konnen wir U und V wie im folgenden Bild
wihlen, wo U, V und U NV in den rechten drei Bildern dunkel eingezeichnet sind.

X U Vv

unv

Dann sind U und V homotopieéquivalent zur einfach gelochten Ebene C\{0} und haben
damit nach Beispiel 7.15 Fundamentalgruppe Z. Da U NV einfach zusammenhéngend ist,
gilt nach Satz 9.8 fiir die (nach Satz 7.8 vom Basispunkt unabhéngige) Fundamentalgruppe
von X

mX) 2 mU)xm (V) =& Z+Z.

Insbesondere ist 7 (X) also nicht abelsch. Dies kann man auch anschaulich gut an der fol-
genden Knobelaufgabe sehen: In der Abbildung unten links ist ein Bild mit einem iiber zwei
Négel gespannten Faden an der Wand aufgehingt (so dass der Faden also in der doppelt ge-
lochten Ebene X liegt). Zieht man dann einen dieser Nigel aus der Wand heraus, bleibt das
Bild natiirlich (schief) hingen. Man soll das Bild nun mit dem Faden stattdessen so an den
zwei Négeln authidngen, dass es herunterfillt, wenn man einen beliebigen der beiden Négel
herauszieht.

[\ pa—
) ¥ ) ¥
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Dies ist wie im Bild rechts moglich, indem der Faden (in Pfeilrichtung) erst gegen den Uhr-
zeigersinn um den rechten und dann um den linken Nagel gelegt wird, und dann im Uhr-
zeigersinn um den rechten und dann wieder um den linken Nagel. Sind [¢] und [B] die
Schleifen um die beiden Locher von X, so hat der Faden also die nicht-triviale Homotopie-
klasse [t] o [B] @[] ' @ [B]7! in X, und das Bild bleibt héingen. Zieht man aber einen der
Nigel heraus, so bleibt die einfach gelochte Ebene mit Fundamentalgruppe Z iibrig, und das
Bild fillt herunter, da die Umlaufzahl des Fadens um beide Négel O ist.

(b) Ist X der Raum, der durch Zusammenkleben von zwei Kreislinien in einem Punkt entsteht,
so ist dieser homotopieéquivalent zu C\{0, 1} und muss damit nach Satz 7.14 ebenfalls die
Fundamentalgruppe 7; (X) = Z * Z haben. Wollen wir dies direkt mit dem Satz von Seifert
und van Kampen zeigen, so konnen wir fiir U und V jedoch nicht die beiden Kreislinien neh-
men, da dies keine offenen Mengen in X sind. Stattdessen miissen wir bei beiden Kreislinien
wie im Bild unten noch eine kleine offene Umgebung des Klebepunktes mit hinzunehmen.

Dies #ndert jedoch die Homotopieklassen von U und V nicht — S ist ein Deformationsre-
trakt von U und V, und U NV ist als kontrahierbarer Raum nach Beispiel 7.15 (a) einfach
zusammenhingend. Wir erhalten also wieder

m(X) = mU)sm (V) = m(S")«m(S') = Z«Z.
Beispiel 9.10 (Die Fundamentalgruppen der Sphéren). In Aufgabe 8.14 (c) haben wir bereits ge-
sehen, dass die Fundamentalgruppen der Sphéren S” fiir n > 2 trivial sind. Dies ist in der Tat ein

Spezialfall des Satzes von Seifert und van Kampen: Zerlegt man (wie im Bild unten fiir den Fall
n = 2 dargestellt) die Sphire §" C R"*! in die Teile

U= {(-x17"'axn+1) X1 < %} und V= {(x17"'7xn+l) P Xpt1 > _%}7
so sind U und V kontrahierbar, und damit ist 7 (U) 7 (V) = {1}« {1} = {1}. Auch wenn U NV
nicht notwendig einfach zusammenhingend ist (im Bild unten fiir n = 2 ist ja 7, (U NV ) 2 Z, da die
Kreislinie des Aquators ein Deformationsretrakt von U NV ist), ist der Normalteiler N in Satz 9.8
damit natiirlich notwendigerweise trivial, und wir erhalten auch m; (X) = {1}.

X U Vv unv

Natiirlich ist es auch anschaulich einleuchtend, dass sich jede Schleife in S fiir n > 2 zu einem
Punkt zusammenziehen ldsst: Da S"\{P} fiir jeden Punkt P € S" kontrahierbar ist, kann man ja jede
Schleife in ", die einen Punkt P nicht trifft, in $"\{P} und damit auch in S" zusammenziehen.
Der einzige Grund, warum dieses einfache Argument kein exakter Beweis ist, ist die Existenz von
geschlossenen Peano-Kurven analog zu Satz 2.18, die den gesamten Raum S” ausfiillen und das
obige Argument daher fiir keinen Punkt P zulassen.

Aufgabe 9.11. Es sei A C R? eine endliche Menge mit n := |A|. Zeige, dass
R\A) = Zx---+7Z.
m(RN\A) = Zx---x7
n-mal

Aufgabe 9.12. Zu einer Gruppe G sei G’ := (aba~'b~' : a,b € G) < G die sogenannte Kommuta-
toruntergruppe von G. Man beweise:
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(a) G’ istein Normalteiler von G.
(b) Ist n € N5 und bezeichnet G = Z x - - - * Z das n-fache freie Produkt von Z mit sich selbst,
soist G/G' =2 7Z".

(¢) Sind A, B C R? endlich mit |A| # |B
zueinander.

, so sind die Riume R?\A und R?\ B nicht homéomorph

Mit dem Satz 9.8 von Seifert und van Kampen koénnen wir nun von vielen topologischen Raumen
die Fundamentalgruppe bestimmen, u. a. von allen kompakten 2-dimensionalen Mannigfaltigkeiten
wie in Aufgabe 5.27. Wir benotigen dazu die folgende Konstruktion.

Konstruktion 9.13.

(a) Wir bezeichnen das n-fache freie Produkt von Z mit sich selbst als Z*". Dabei schreiben wir
fiiri=1,...,n einen Erzeuger des i-ten Faktors als ¢, so dass wir Worter in den Buchstaben
o, 0 Lo, o, I als Elemente von Z*" auffassen konnen. Wir werden dabei im Folgen-

1

den immer annehmen, dass in einem solchen Wort jeder Buchstabe ¢; oder o, " mindestens

einmal vorkommt (ansonsten reduzieren wir n entsprechend).

(b) Zu einem Wort w der Liange m € N+ in o, ch' ey an,oc,jl sei P, ein m-Eck. Wir be-
schriften die Kanten von P, der Reihe nach mit den Buchstaben von w. Den topologischen
Raum, den wir erhalten, indem wir die Kanten von P, entsprechend dieser Beschriftung
miteinander identifizieren, bezeichnen wir mit X,, (siche Beispiel 9.14).

(c) Wir nennen zwei Ecken x und y von P, 4quivalent beziiglich w und schreiben dies als x ~ y,
wenn sie in X,, miteinander identifiziert werden.

Beispiel 9.14. Das folgende Bild zeigt einige Worter w und die zugehorigen Raume X,, wie in
Konstruktion 9.13 (b). Wir haben die Kanten entgegen dem Uhrzeigersinn mit den Buchstaben von
w beschriftet und dabei bei der unteren Kante begonnen. Dementsprechend stehen ¢; und Oci_l fiir
Kanten, die beim Verkleben entgegen bzw. im Uhrzeigersinn orientiert sind; dies ist auch durch
die Pfeile angedeutet. Ecken, die im Sinne von Konstruktion 9.13 (c) dquivalent sind, sind mit der
gleichen Farbe gekennzeichnet. Das Mobiusband, der Torus und die reelle projektive Ebene ergeben
sich genauso wie in Beispiel 5.9 (b) und (c).

~1

oy o 03
-1
o
o [0%) (0%) [09) '<:>O 09) 0
o
o o o
w= 000 o, W= 000 w=aja;" W= 000300
X, =S'xs! X,, = P? X, =2 X,, = Mobiusband
(@) (b) (©) (d)

Beachte, dass X,, genau dann eine Mannigfaltigkeit ist, wenn in w jedes o; genau zweimal (als
o; oder Otl-_l) vorkommt, also wenn immer genau zwei Kanten miteinander verklebt werden (so
wie in den Fillen (a), (b) und (c) oben), da X,, nur dann an einem Punkt einer solchen Kante lo-
kal homdomorph zu R? ist. Umgekehrt kann man zeigen, dass jede zusammenhingende, kompakte
2-dimensionale Mannigfaltigkeit von der Form X, fiir ein geeignetes w ist.

Wir wollen nun als Erstes zeigen, dass wir ein gegebenes Wort in diesem Fall immer so abéndern
konnen, dass alle Ecken von P,, im Sinne von Konstruktion 9.13 (c) zueinander dquivalent werden —
diese Eigenschaft werden wir fiir die Berechnung der Fundamentalgruppe in Satz 9.17 bendtigen.

Lemma 9.15. Es sei w ein Wort in o, (Xfl yees Oy, oc,jl, in dem jedes o genau zweimal (als o; oder
oci‘l ) vorkommt. Ferner nehmen wir an, dass X,, % S°.
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Dann gibt es ein Wort W' mit X,y = X,,, so dass alle Ecken des zugehorigen Vielecks beziiglich w'
zueinander dquivalent sind.

Beweis. Der Beweis ist konstruktiv und benutzt die folgenden beiden Modifikationen des Vielecks:

(a)

(b)

Gibt es in P, eine Ecke x, die nur zu sich selbst dquivalent ist, so muss dort eine Kante o;
direkt an die zugehorige inverse Kante Oci_l stolen. Sind dies die einzigen beiden Kanten
in X,,, so ist X,, = S? nach Beispiel 9.14 (c), was wir ausgeschlossen haben. Ansonsten
konnen wir diese beiden Kanten wie im Bild unten links miteinander verkleben und erhalten
ein neues Vieleck mit zwei Seiten weniger, das x nicht mehr als Ecke besitzt. Im Wort w

entspricht dies einfach dem Weglassen der beiden Buchstaben ¢; und ;.

Gibt es in P, zwei verschiedene zueinander dquivalente Ecken x und x’ sowie eine weitere
dazu nicht dquivalente Ecke y, so konnen wir zunédchst annehmen, dass x und y benachbart
sind. Wir betrachten im Folgenden wie im Bild unten rechts den Fall, dass die an x, aber
nicht an y grenzende Kante o ist und in w noch an anderer Stelle der Buchstabe o; ! auftritt
(der Fall einer doppelt auftretenden Kante ¢; ist analog). Schneiden wir das Vieleck dann
entlang der gestrichelt eingezeichneten Linie vom Startpunkt von ¢; nach y auf, so konnen
wir o mit (xi_l verkleben und erhalten ein neues Vieleck, das den gleichen topologischen
Raum beschreibt und in dem die gestrichelte Linie zu zwei Auflenkanten geworden ist (die
wir nun mit ¢; und alfl bezeichnen konnen). Gleichzeitig wurde die Aquivalenzklasse von
x um ein Element verringert (da x und x’ nun derselbe Punkt sind) und die von y dafiir um

ein Element erweitert.

O\p\.x/ko I ---------
—°
x/ OCI»
(a) (b)

Solange noch verschiedene Aquivalenzklassen von Eckpunkten vorhanden sind, konnen wir also
wiederholt Schritt (b) ausfiihren, um eine dieser Klassen immer weiter zu verkleinern und letztlich
einelementig zu machen, und diese Klasse dann mit Schritt (a) eliminieren. O

Beispiel 9.16. Beginnen wir mit dem Wort w = a; 0 @ 0 mit X,, = P? wie in Beispiel 9.14 (b), so
konnen wir dort die dunkel markierte Aquivalenzklasse von Eckpunkten eliminieren, indem wir wie
im folgenden Bild das Quadrat diagonal aufschneiden, entlang der horizontalen Kanten ; zusam-
menkleben (beachte, dass das dunkle Dreieck dabei an der vertikalen Kante gespiegelt wurde, um
die Kanten mit der korrekten Orientierung zu identifizieren), und anschlieend die Kanten o, und
oy ! verkleben. Es entsteht so das neue Wort w/ = a0, firdas X,y =2 X, = P2 gilt, und fiir das nur
noch eine Aquivalenzklasse von Eckpunkten existiert.

O

o a

//} A0 a
// //‘4‘\\

> a—> O — o ©

\\ \"_’

AN -1 a

N o 1

a14\ y &,
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Satz 9.17 (Fundamentalgruppe von Flichen). Es sei w ein Wort in &, 0 L , Oy, Oy U so dass alle
Ecken des zugehorigen Vielecks beziiglich w zueinander dquivalent sind. Dann gilt

m (X) = Z7/{(w)).

Beweis. Wir benutzen den Satz 9.8 von Seifert und van Kampen fiir die im Bild unten dargestellte
Zerlegung X,, = U UV Fiir U wihlen wir eine Menge, die in P, einer ringférmigen Umgebung des
Randes entspricht; und fiir V nehmen wir eine zu einer Kreisscheibe homéomorphe Teilmenge im
Inneren des Vielecks, so dass U NV homéomorph zu einem Kreisring ist.

00@®0

unv

Die Menge U ist dann homotopiedquivalent zum Bild des Randes von P, in X,,. Dieser besteht
aus dem (nach Voraussetzung einzigen) Eckpunkt des Vielecks zusammen mit den angehefteten
Schleifen o, .. ., 0, und hat damit wie in Beispiel 9.9 (b) die Fundamentalgruppe 7 (U) = Z*". Da
V kontrahierbar ist, gilt 7 (V) = {1}.

Als Raum, der zu einer Kreislinie S' homotopieiquivalent ist, gilt 71 (U NV) = Z. In U ist der
Erzeuger dieser Fundamentalgruppe homotop zu einem geschlossenen Weg, der einmal entlang des
Randes von P, entlang 14uft, und hat dort damit die Klasse w. Aus Satz 9.8 folgt damit wie behauptet

m(Xw) = (mU)«m (V) /(W) = Z™ [ {(w)). 0
Beispiel 9.18.
(a) Firw= a0 1052_ U ist X,, nach Beispiel 9.14 (a) ein Torus. Mit Satz 9.17 erhalten wir
1 (Xw) = 27/ {{onaey o)
und damit 71 (X,,) = Z? in Ubereinstimmung mit Beispiel 8.17 (b), da das Herausteilen von
o oo 1062_ 1 genau dazu fiihrt, dass im Quotienten a0 = oy gilt und wir somit eine
freie abelsche Gruppe mit zwei Erzeugern erhalten.
(b) Fiir w = oy oy ist X,, = P2 nach Beispiel 9.16. Satz 9.17 ergibt
1 (X) 22/ {(0f) 2 Z/(a) = Zs
wie in Beispiel 8.17 (c).

(c) Setzen wir w = af (mit dem im Bild rechts eingezeichneten Raum a
X,), so ist X,, fiir n > 2 nach Beispiel 9.14 keine Mannigfaltigkeit. o o
Dennoch bilden aber auch hier alle Ecken eine einzige Aquivalenz-
klasse (da sie alle der gemeinsame Start- und Endpunkt der Kante

a; sind), und damit besagt Satz 9.17, dass in diesem Fall analog o1 *1
zu (b)

m(Xy) = Z/{(o]) 2 Zy oy o1
gilt. o

Zum Abschluss wollen wir als Anwendung unserer Ergebnisse noch kurz skizzieren, wie Funda-
mentalgruppen in der sogenannten Knotentheorie verwendet werden konnen. In der Knotentheorie
geht es darum, von in den R? eingebetteten Schleifen zu untersuchen, ob sie ohne Selbstiiberkreu-
zungen ineinander deformiert werden konnen. Stellt man sich z. B. die folgenden beiden Schleifen
als Schniire in R? vor, so ist — obwohl sie als topologische Riume natiirlich beide homéomorph zu
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S! sind — anschaulich einleuchtend, dass man die eine nicht in die andere deformieren kann, da die
rechte Schnur ,,verknotet* ist.

nicht ~ \

ineinander \

deformierbar \ } ‘
>

Auch wenn man es zunichst einmal nicht erwarten wiirde, hat die Knotentheorie durchaus Anwen-
dungen auflerhalb der Mathematik — z. B. in der Biologie oder Chemie, wo Molekiilketten derartige
Formen haben konnen. Lassen sich dann zwei solche Molekiilketten nicht ineinander deformieren,
so stellen sie letztlich verschiedene Ketten dar und konnen auch unterschiedliche chemische Eigen-
schaften haben (z. B. wenn sie versuchen, sich mit anderen derartigen Ketten zu verbinden), obwohl
sie unter Vernachldssigung ihrer Lage im Raum exakt dieselbe Molekiilstruktur haben.

Aus mathematischer Sicht stellt sich natiirlich vor allem erst einmal die Frage, wie man herausfinden
kann, ob zwei gegebene Schleifen ineinander deformierbar sind oder nicht. Im obigen Beispielbild
war das zwar noch anschaulich gut zu erkennen, aber fiir kompliziertere Schleifen ist das gar nicht
mehr so einfach zu sehen — wie ja sicher jeder weil3, der schon einmal versucht hat, ein vollig
verknotetes Verlangerungskabel zu entwirren. Und natiirlich wollen wir als Mathematiker auch einen
Beweis dafiir haben, dass eine gewisse Schleife verknotet ist oder nicht.

Bevor wir kurz zeigen, wie Fundamentalgruppen bei dieser Fragestellung helfen konnen, sollten
wir aber zuerst einmal exakt definieren, was die mathematischen Objekte sind, die wir untersuchen
wollen. Um hinterher ein einfacheres Beispiel angeben zu konnen, erlauben wir dafiir im Gegensatz
zur obigen Diskussion Vereinigungen von mehreren Schleifen im Raum.

Definition 9.19 (Knoten).

(a) Ein Knoten ist ein Teilraum K C R3, der homéomorph zu einer disjunkten Vereinigung
S'U -~ US! von Kreislinien ist.

(b) Zwei Knoten K, K, C R3 heiBen équivalent, wenn es eine Homotopie H: R x I — R? gibt,
so dass gilt:

o H(-,0)=idps;
e H(-,t): R® — R ist ein Homdomorphismus fiir alle 7 € [;
o H(Ki,1) = Ko.

Mit anderen Worten sind K; und K, dquivalent zueinander, wenn man den einen durch Ver-
formung des umgebenden Raumes in den anderen iiberfiihren kann.

Beispiel 9.20. Das folgende Bild zeigt zwei Knoten mit jeweils zwei Komponenten: zwei unver-
schlungene und zwei verschlungene Kreislinien.

- o

(a) zwei unverschlungene Kreislinien (b) zwei verschlungene Kreislinien

Bemerkung 9.21 (Unterscheidung von Knoten durch Fundamentalgruppen). In diesem Beispiel
9.20 ist es noch offensichtlicher als bei der oben betrachteten Schleife, dass diese beiden Knoten
nicht dquivalent sind, also nicht ineinander deformiert werden konnen. Aber wie kann man das
mathematisch exakt beweisen?
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Fiir beliebige Knoten ist dies eine sehr schwierige (und in der Tat sogar noch ungeltste) Frage. In
unserem konkreten Beispiel geniigt aber schon ein recht einfaches Kriterium zur Unterscheidung
der beiden Knoten. Beachte dazu, dass es fiir zwei dquivalente Knoten K; und K; nach Definition
9.19 (b) in jedem Fall einen Homéomorphismus H(-,1): R3 > R3 gibt, der K; auf K, abbildet, und
damit insbesondere auch einen Homdomorphismus zwischen R3\K; und R3\K,. Sind die beiden
Knoten iquivalent, miissen also in jedem Fall die Fundamentalgruppen 7; (R*\K;) und 7 (R*\K>)
ibereinstimmen.

Wir wollen nun sehen, dass dies in Beispiel 9.20 nicht der Fall ist und die beiden Knoten damit nicht
dquivalent sein konnen.

Beispiel 9.22. In diesem Beispiel werden wir fiir verschiedene Knoten K die Fundamentalgruppe
7 (R*\K) des Komplements berechnen.

(a) Es sei K eine einfache unverknotete Kreislinie wie im Bild unten links. Dann ist wie im
mittleren Bild der Raum

X =82U{(0,0,2):|z] <1} CR,

also die Kugeloberfliche zusammen mit einem Durchmesser durch K, ein Deformationsre-
trakt von R3 \K. Dies sicht man wohl am einfachsten, wenn man einen Halbraum betrachtet,
der durch den obigen Durchmesser begrenzt wird: Ein solcher Halbraum schneidet K in
einem Punkt und X in einem Halbkreis zusammen mit seinem Durchmesser. Die Defor-
mationsretraktion auf jedem solchen Halbraum ist im Bild unten rechts eingezeichnet: Die
Punkte auBerhalb von S werden radial auf die Kugeloberfliche deformiert, und die Punkte
innerhalb (die nicht auf K liegen) von innen an die Kugeloberflache oder den Durchmesser
von X gedriickt.

Nach Satz 7.14 (b) ist nun also 7r; (R3\K) = 7; (X ). Die Fundamentalgruppe von X schlie-
lich konnen wir wieder mit der folgenden Zerlegung aus dem Satz 9.8 von Seifert und van
Kampen berechnen:

X U Vv unv

U hat die Sphire S? als Deformationsretrakt und damit nach Beispiel eine triviale Funda-
mentalgruppe. Der Raum V' dagegen ist homotopiedquivalent zu einer Kreislinie und hat
daher Fundamentalgruppe 7; (V) 2 Z. Der Durchschnitt U NV schlieBlich ist kontrahierbar
und damit einfach zusammenhingend. Mit Satz 9.8 ergibt sich also

7T1(R3\K) = 77.71(X) 2 mU)xm((V) 2 Z,
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wobei wir uns dieses Element von Z als ,,Umlaufzahl durch den Durchmesser von X“ vor-
stellen konnen.

Beachte, dass wir fiir U und V nicht einfach die Kugeloberfliche und den Durchmesser
hitten nehmen konnen — zum einen, weil U NV dann nicht wegzusammenhingend gewesen
wire, und zum anderen, weil U und V dann nicht offen in X gewesen wéren.

(b) Wir betrachten fiir K nun die beiden unverschlungenen
Kreislinien wie in Beispiel 9.20 (a). Wihlen wir dann fiir
U und V den Schnitt von R*\K mit zwei Halbriumen wie
im Bild rechts, so sind U und V homotopiedquivalent zum
Komplement einer einfachen Kreislinie wie in (a) und ha- O
ben damit Fundamentalgruppe Z. Der Schnitt U NV dage-
gen ist einfach zusammenhingend. Damit ergibt sichnach — '}/
Satz 9.8 vt

m(R\K) = m(U)xm (V) = Z*Z.

(c) Es sei nun K die Vereinigung der beiden verschlungenen Kreislinien aus Beispiel 9.20 (b).
Zur Berechnung der Fundamentalgruppe von R3 \K verformen wir die beiden Kreislinien
zunichst so wie im folgenden Bild links dargestellt.

X

D

\

Das rechte Bild zeigt dann einen Deformationsretrakt X von R3\K ; er besteht aus einer
Sphire S2. an die von innen ein Torus S! x S! geklebt ist, der die helle Kreislinie von K in
seinem Inneren enthilt. Diese Deformationsretraktion von R*\ K nach X

e driickt die Punkte im Inneren des Torus von innen an die Toruswand,;

o verhilt sich auf den Punkten innerhalb von S? und auBerhalb von S' x S! analog zur
Deformationsretraktion aus (a) und schiebt die Punkte von innen gegen die Sphire
oder von auflen gegen den Torus; und

e ist auBerhalb der Sphire einfach die radiale Projektion von auBen nach S2.

Nach Satz 7.14 (b) ist also wieder 7; (R*\K) = 71 (X). Um die Fundamentalgruppe 71 (X)
zu berechnen, zerlegen wir X nun in eine offene Umgebung U von S? in X und eine offene
Umgebung V von S' x S! in X. Dann ist §2 bzw. S' x S! ein Deformationsretrakt von U bzw.
V,und U NV ist einfach zusammenhingend. Mit dem Satz 9.8 von Seifert und van Kampen
erhalten wir also aufgrund von Beispiel 8.17 (b) und 9.10

m(R\K) = m(X) = mU)+m (V) = {1} x(ZxZ) = ZxZ.

Da die Fundamentalgruppen von R3\K in den Fillen (b) und (c) verschieden sind, haben wir mit
Bemerkung 9.21 also insbesondere bewiesen, dass die beiden unverschlungenen und verschlungenen
Kreislinien aus Beispiel 9.20 keine dquivalenten Knoten sind, also nicht in R? ineinander deformiert
werden konnen.

14
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