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7. Die Fundamentalgruppe

Im letzten Kapitel haben wir Homotopien von Abbildungen zwischen zwei topologischen Riumen
untersucht. Dabei hatten wir bereits erwéhnt, dass der fiir uns wichtigste Fall dieses Konzepts die
Homotopie von Schleifen in einem gegebenen Raum X sein wird — genauer gesagt die Homotopie
von geschlossenen Wegen mit vorgegebenem Anfangs- und Endpunkt xy € X, relativ dieser beiden
Randpunkte. Wie wir gleich sehen werden, ist der Vorteil dieser speziellen Situation ndmlich, dass
die Homotopieklassen solcher Wege eine Gruppe bilden. Die Verkniipfung in dieser sogenannten
Fundamentalgruppe von X ist dabei einfach das Zusammensetzen der Wege, das neutrale Element
wird der konstante Weg xg, und das inverse Element zu einem Weg derselbe Weg mit umgekehrter
Orientierung. Auf diese Art kann man dann also topologische Raume mit Hilfe von Gruppen, d. h.
mit algebraischen Methoden studieren.

Um die Homotopien zwischen derartigen Wegen einfacher definieren zu konnen, ist es dabei iiblich,
die Wege nicht wie in Kapitel 3 durch ein beliebiges kompaktes Intervall, sondern stets durch das
Einheitsintervall / zu parametrisieren. Wir vereinbaren daher:

Ein Weg in einem topologischen Raum X sei im Folgenden immer eine stetige Abbil-
dung o: [ — X.

In unseren Skizzen werden wir solche Wege dabei in der Regel nicht als Abbildung darstellen, son-
dern nur ihr Bild in X zeichnen, zusammen mit einem Pfeil, der die Orientierung des Weges angibt.
Diese Vereinfachung ist dadurch gerechtfertigt, dass wir in Lemma 7.2 (c) unten sehen werden, dass
eine orientierungserhaltende Umparametrisierung eines Weges seine Homotopieklasse nicht dndert.

Zur Konstruktion der Fundamentalgruppe miissen wir als Erstes die benétigten Operationen einfiih-
ren, also das Zusammensetzen und Umkehren von Wegen. Das Zusammensetzen von zwei Wegen
ist dabei natiirlich nur dann moglich, wenn der zweite Weg genau dort startet, wo der erste aufhort.

Definition 7.1 (Zusammengesetzte und inverse Wege). In einem topologischen Raum X seien ¢ und
B zwei Wege mit a(1) = B(0).

(a) Der zusammengesetzte Weg o e 3 ist definiert als

o(2x) fiir

aoﬁ:IaX,xH{B(zx_l) fiir

(b) Der zu o inverse Weg o~ ist

a i I—=X, x— a(l—x).

(X:ﬁ
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Als Erstes wollen wir zeigen, dass diese Operationen mit Homotopien vertriglich sind, und dass
orientierungserhaltende Umparametrisierungen eines Weges seine Homotopieklasse nicht @ndern.
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Lemma 7.2. Es seien o und 3 zwei Wege in einem topologischen Raum X mit a(1) = B(0). Ferner
seien o, B’ zwei weitere Wege mit o ~ o rel{0,1} und B’ ~ f rel{0,1}. Dann gilt:

(a) aeff~o'ef rel{0,1}.

b) o=~ (') rel{0,1}.

(c) Ist @: I — I eine stetige Abbildung mit (0) =0 und @(1) =1, so ist o« ~ a0 @ rel{0,1}.
(Insbesondere wenn @ sogar ein Homoomorphismus ist, kann man sich den Weg oo @ als
orientierungserhaltende Umparametrisierung des Weges o vorstellen.)

Beweis. Es seien Hy,Hpg: I x I — X Homotopien von & nach o’ bzw. B nach B’ relativ {0, 1}.
(a) Wie im Bild unten ist

Hg(2x,1) fiir x

<1
IxI—X, (x,t) L
Hg(2x—1,t) fiirx> 5

eine Homotopie von o e 3 nach o’ e B’ relativ {0, 1} (in der Tat sogar relativ {0, %, 1}, aber
dies werden wir im Folgenden nicht benétigen).

ﬁ/

7 Hy,Hg

1 1
(b) Die Abbildung I x I — X, (x,t) > Hg (1 —x,t) ist eine Homotopie zwischen &' und (o) !
relativ {0, 1}.
(c) Da das Einheitsintervall / konvex ist, ist id; ~ ¢ rel {0, 1} nach Beispiel 6.3 (b). Also folgt
nach Lemma 6.6 (b) auch oo = atoid; ~ o @ rel {0, 1}. O

Als Nichstes wollen wir sehen, dass das Zusammensetzen von Wegen modulo Homotopie relativ
der Randpunkte die Eigenschaften einer Gruppenverkniipfung erfiillt.

Lemma 7.3 (Gruppenaxiome fiir das Zusammensetzen von Wegen). Es sei wieder X ein topologi-
scher Raum.

(a) Sind a, B, v Wege in X mit a(1) = B(0) und B(1) = y(0), so gilt (ceP)ey~ e (fey)
rel {0,1}.

(b) Ist ot ein Weg in X und € der konstante Weg am Punkt a.(0), so ist ee ot ~ o rel {0,1}.

(c) Ist o ein Weg in X und € der konstante Weg am Punkt a/(1), so ist =" e ot =~ £ rel {0, 1}.

Beweis.

(a) Sowohl (cte ) ey als auch e (f3 e y) durchlaufen in X der Reihe nach die drei Wege «,
B und y. Allerdings tun sie dies nach unserer Definition von zusammengesetzten Wegen
mit unterschiedlichen Parametrisierungen: Wihrend der erste Weg z. B. beim Parameterwert
x =% am Punkt (aze 8)(1) = ¥(0) ist, ist der zweite Weg dann am Punkt ot(1) = (B e¥)(0).
Dies ist im folgenden Bild dargestellt.

Parameter in (ace f3) o v: x=0 x=1 x=13 x=1

Parameter in cce (f o y):
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Der Weg oo (3 @ 7) ist also eine Umparametrisierung von (x e ) ® y — genauer gesagt gilt

ae(Bey)=((asp)ey)or
mit der unten links dargestellten Funktion ¢ : I — I. Die behauptete Homotopie ergibt sich
damit aus Lemma 7.2 (c).

(b) Offensichtlich ist € @ ¢ = ¢t o @ mit der unten in der Mitte eingezeichneten Funktion ¢. Damit
ergibt sich die Aussage wieder aus Lemma 7.2 (c).

(c) Nach Definition des zusammengesetzten Weges ist ' @ @ = a o ¢ mit der unten rechts

eingezeichneten Funktion ¢. Da I konvex ist, ist ¢ nach Beispiel 6.3 (b) in diesem Fall
relativ {0, 1} homotop zur konstanten Abbildung 1. Durch Verketten mit o sehen wir also
mit Lemma 6.6 (b), dass &' e o = & 0 ¢ homotop relativ {0, 1} zur konstanten Abbildung

o(1) ist.

¢ (x) ¢ (x) ¢ (x)

1 1 1

3 3 3

1 1 1

e 1 1

2 2 2

L 1 1

g g g
+ X X ¥ X

boyog b4l N

(@) (b) (©) O

Wir konnen unsere Ergebnisse nun zur zentralen Definition der Fundamentalgruppe zusammenset-
zen. Damit alle betrachteten Wege verkniipfbar und die konstanten Wege in Lemma 7.3 (b) und (c)
die gleichen sind, miissen wir dabei voraussetzen, dass die Wege geschlossen sind und einen vorher
festgelegten Anfangs- und Endpunkt haben. Aufgrund der Homotopie relativ {0, 1} bedeutet das
dann natiirlich, dass auch in den Homotopien die Wege geschlossen bleiben und den vorgegebenen
Anfangs- und Endpunkt behalten miissen.

Definition 7.4 (Fundamentalgruppe). Es seien X ein topologischer Raum und xp € X ein fest gewihl-
ter Basispunkt — man nennt das Paar (X, x() dann auch einen punktierten topologischen Raum. Wir
bezeichnen mit
I'(X,xp) :={a: I — X stetig mit a(0) = a(l) =x}
die Menge aller geschlossenen Wege in X mit Anfangs- und Endpunkt xg, und mit
m(X,x0) :=T(X,x) / ~ rel{0,1}

die Menge aller Aquivalenzklassen solcher Wege modulo Homotopie relativ {0, 1}. Wir schreiben
Aquivalenzklassen modulo Homotopie relativ {0, 1} im Folgenden als [-], um Verwechslungen mit
anderen Aquivalenzklassenbildungen (z. B. bei der Quotiententopologie) zu vermeiden.

Die Verkniipfung
[a] o [B] := [cxe B]
ist nun nach Lemma 7.2 (a) wohldefiniert und macht 7; (X, xp) nach Lemma 7.3 zu einer Gruppe.

Das neutrale Element in dieser Gruppe ist die Klasse des konstanten Weges bei xo, und das zu [c]
inverse Element ist [or™].

Man nennt 7; (X,xp) mit dieser Verkniipfung die Fundamentalgruppe von X mit Basispunkt xg.
Wie in allgemeinen Gruppen iiblich schreibt man das neutrale Element dieser Gruppe oft einfach als
1. Ein Weg o € IT'(X,x0) mit [a] = 1 € 71 (X,xp) heifit nullhomotop.

Bemerkung 7.5.

(a) Der Index 1 in der allgemein iiblichen Bezeichnung 7 (X,xp) fiir die Fundamentalgruppe
kommt daher, dass diese Gruppe eindimensionale Objekte, namlich geschlossene Wege im
Raum X beschreibt. In der allgemeinen Homotopietheorie, die wir in dieser Vorlesung nicht

09
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weiter verfolgen werden, kann man eine analoge Konstruktion auch mit stetigen Abbildun-
gen o: I¥ — X fiir k € N durchfiihren, die auf dem gesamten Rand des k-dimensionalen
Einheitswiirfels den Wert xy annehmen, und erhélt so die sogenannten hoheren Homotopie-
gruppen (X, xo).

(b) Nach Beispiel 5.9 (a) bzw. 5.17 (a) ist die Kreislinie S 1 homdomorph zum Quotientenraum
1/{0,1}, und nach Bemerkung 5.6 sind stetige Abbildungen / — X, die die Punkte O und 1
auf xg abbilden, unter diesem Homoomorphismus damit das gleiche wie stetige Abbildungen
S! — X, die den Punkt 1 auf xq abbilden. Eine analoge Aussage gilt fiir die Startriume ' x I
und (1/{0,1}) x I von Homotopien solcher Schleifen. Man kann die Rédume I'(X,xo) und
m (X,x0) aus Definition 7.4 damit dquivalent auch als

[(X,x0) = {f: S' — X stetig mit (1) =x0}
bzw. m(X,x0) = {f: S' — X stetigmit f(1) =xo}/ ~ rel {1}
schreiben. Wir haben diese Art der Darstellung von geschlossenen Wegen nur deshalb nicht

gewdhlt, weil das Zusammensetzen von Wegen in dieser Schreibweise komplizierter ausse-
hen wiirde.

Beispiel 7.6. Wir hatten in Beispiel 6.3 (c) bereits gesehen (wenn auch noch nicht bewiesen), dass
die Abbildungen f: S' — C\{0}, x+> x und g: S' — C\{0}, x — 1 nicht homotop zueinander
sind. Sie sind damit also erst recht nicht homotop relativ {1}, und bestimmen gemi Bemerkung
7.5 (b) demnach verschiedene Elemente in 71 (C\{0}, 1). Insbesondere ist die Gruppe 7; (C\{0},1)
also nicht die triviale Gruppe. (Wir werden im néchsten Kapitel in Beispiel 8.17 (a) sehen, dass
m (C\{0},1) ¢ Z gilt.)

Aufgabe 7.7 (Fundamentalgruppe von Produkten). Es seien (X,xo) und (Y,yo) zwei punktierte to-
pologische Raume. Zeige, dass

7 (X x Y, (x0,y0)) = m1(X,x0) X m (Y, y0).

Um auf der Menge der Homotopieklassen von Wegen in einem Raum X durch Zusammensetzen
eine Gruppenstruktur zu definieren, mussten wir einen Anfangs- und Endpunkt xo € X fiir diese
Wege festhalten. Wir wollen nun untersuchen, in wie weit die resultierende Fundamentalgruppe von
der Wahl dieses Basispunktes abhingt.

Satz 7.8 (Unabhingigkeit der Fundamentalgruppen vom Basispunkt). Es sei y ein Weg in einem
topologischen Raum X mit Startpunkt xo und Endpunkt x;.

Dann ist die Abbildung
frm(X,x0) = m(X,x1), [a] — [y '] e[a]e[y]
wohldefiniert und ein Gruppenisomorphismus. xo vy X

Insbesondere gilt also: Ist X wegzusammenhdngend, so hingt die Fun-
damentalgruppe (X ,xo) bis auf Isomorphie nicht von der Wahl des
Basispunktes xo ab. Wir bezeichnen sie daher dann oft auch einfach
mit T (X)

Beweis. Die Abbildung f ist natiirlich wohldefiniert nach Lemma 7.2 (a) und 7.3 (a). Sie ist ein
Morphismus, denn nach den Rechenregeln aus Lemma 7.3 und der Definition der Verkniipfung von
Homotopieklassen in Definition 7.4 gilt

f(a)ef(B) =1y "Te[ale[re[y 'Ie[Ble[y] =y ']ela]e[Ble[y] = f([a] ¢ [B)])
fiir alle [a], [B] € m1 (X, x0). AuBerdem ist sie bijektiv mit Umkehrabbildung
Tl m X)) = mi(Xxo), o] = [yle[ale [y ],
denn fiir alle [e] € 7 (X,x0) gilt mit den gleichen Rechenregeln
S =y Nelale M) =[vle[y 'ela]e[yle[y '] =[a,
und genauso auch f(f~!([a])) = [a] fir alle [@] € 7 (X, x1). O
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Bemerkung 7.9. In nicht wegzusammenhingenden Rdumen konnen wir eine Unabhiéngigkeit der
Fundamentalgruppe vom Basispunkt wie in Satz 7.8 natiirlich nicht erwarten: Da alle betrachteten
Schleifen ja immer komplett in einer Wegzusammenhangskomponente bleiben miissen, beschreibt
m (X,x0) nur die Komponente, in der xo liegt. Gibt es also mehrere solche Komponenten, sind
die Fundamentalgruppen beziiglich Basispunkten in verschiedenen Komponenten vollig unabhén-
gig voneinander.

Definition 7.10 (Einfach zusammenhidngende Réume). Ein topologischer Raum X heifit einfach
zusammenhingend, wenn er wegzusammenhéngend ist und fiir die (nach Satz 7.8) dann basis-
punktunabhingige Fundamentalgruppe m; (X) = {1} gilt.

Bemerkung 7.11. Ein wegzusammenhidngender Raum X ist nach Bemerkung 7.5 (b) genau dann
einfach zusammenhingend, wenn jede stetige Abbildung f: S' — X homotop relativ {1} zu einer
konstanten Abbildung ist. Nach Aufgabe 6.4 ist dies dquivalent dazu, dass jedes solche f (nicht-
relativ) homotop zu einer konstanten Abbildung ist, also dass sich jede Schleife in X (ohne Festhalten
eines Basispunktes) zu einem Punkt zusammenziehen ldsst. Man sagt dazu manchmal auch, dass jede
Schleife frei homotop zu einer konstanten Abbildung ist.

Bisher haben wir in diesem Kapitel jedem punktierten topologischen Raum (X,xp) eine Gruppe
7 (X,x0) zugeordnet. Da wir diese Fundamentalgruppen auch miteinander vergleichen mdochten,
wollen wir nun sehen, dass stetige Abbildungen zwischen topologischen Raumen stets Gruppenho-
momorphismen zwischen den zugehorigen Fundamentalgruppen induzieren. Die Idee hinter dieser
Konstruktion ist sehr einfach, da man mit einer stetigen Abbildung f: X — Y durch Verketten mit
einem (geschlossenen) Weg or: I — X in X natiirlich auch einen geschlossenen Weg foo: I —Y
in Y erzeugen kann.

Lemma und Konstruktion 7.12 (Morphismen zwischen Fundamentalgruppen). Es seien (X,xp)
und (Y,yo) punktierte topologische Riume und f: X — Y eine stetige Abbildung mit f(xo) = yo —
man sagt dann auch, dass f: (X,x9) — (Y,yo) eine stetige Abbildung zwischen punktierten topolo-
gischen Rdumen ist.

(a) Die Abbildung

ferm(X,x0) = m(Y,y), [a] = [foal

ist wohldefiniert und ein Gruppenhomomorphismus.

- @ - €
I P Yo

(b) Ist g: (Y,y0) — (Z,z0) eine weitere stetige Abbildung zwischen punktierten topologischen
Réumen, so gilt (go f). = g« o fx als Abbildung von (X, xo) nach m(Z,zo).

Beweis.

(a) Die Abbildung f ist wohldefiniert, denn aus o ~ 3 rel {0, 1} folgt nach Lemma 6.6 (b) so-
fort auch foa ~ fof rel {0, 1}. Sie ist ein Gruppenhomomorphismus, denn nach Definition
7.1 sind sowohl fo(ae ) als auch (fo o) e (fof) gleich dem Weg

flo(2x)) fiir x < 1,
[=1, 50 {f(ﬁ(2x 1)) firx> ;

(b) Nach Definition gilt fiir alle & € T'(X,xp)
(gof)«([a]) =[gofoa] =g.([foa]) = g.(fi([])). O
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Bemerkung 7.13 (Kategorien und Funktoren). Ihr kennt sicher schon viele mathematische Struk-
turen, in denen man zunichst gewisse Objekte und dann Morphismen zwischen diesen Objekten
einfiihrt und untersucht: z. B. Gruppen mit Gruppenhomomorphismen zwischen ihnen, Ringe mit
Ringhomomorphismen, Korper mit Kdrperhomomorphismen, Vektorriume mit linearen Abbildun-
gen, oder wie in dieser Vorlesung (punktierte) topologische Raume mit stetigen Abbildungen (die
den gegebenen Basispunkt erhalten).

Bis zu einem gewissen Grad stellt man sich bei allen diesen Strukturen zunéchst einmal immer die
gleichen Fragen: Man mochte z. B. injektive und surjektive Abbildungen untersuchen sowie Isomor-
phismen einfiihren, Unter- und Quotientenstrukturen zur Verfiigung haben oder Produkte konstruie-
ren. Es ist daher natiirlich naheliegend zu fragen, in wie weit man diese Konzepte abstrahieren und
fiir alle diese Strukturen gemeinsam einfithren und untersuchen kann.

Dies ist die zentrale Fragestellung der sogenannten Kategorientheorie. Ganz grob gesprochen de-
finiert man dort eine Kategorie als etwas, das dadurch gegeben ist, dass man angibt, was die be-
trachteten Objekte und was die zugehorigen Morphismen sein sollen. So bilden also z. B. Gruppen,
Vektorrdume oder (punktierte) topologische Riume jeweils eine Kategorie.

Unsere Konstruktion der Fundamentalgruppe konnen wir nun als eine Art Abbildung zwischen der
Kategorie der punktierten topologischen Rdume und der Kategorie der Gruppen auffassen: Wir ord-
nen ja jedem punktierten topologischen Raum eine Gruppe zu. In Konstruktion 7.12 haben wir nun
dariiber hinaus gesehen, dass diese Zuordnung auch mit den Morphismen der jeweiligen Katego-
rien vertriglich ist: Ein Morphismus zwischen zwei punktierten topologischen Rdumen (also eine
basispunkterhaltende stetige Abbildung zwischen ihnen) fithrt zu einem Morphismus der zugehori-
gen Fundamentalgruppen, und diese Operation ist wie in Lemma 7.12 (b) mit der Verkettung von
Morphismen vertriglich.

In diesem Sinne konnte man die Fundamentalgruppenkonstruktion also sogar als einen ,,Morphis-
mus‘ zwischen der Kategorie der punktierten topologischen Rdaume und der Kategorie der Gruppen
ansehen: Sie ist eine Abbildung zwischen den beiden Kategorien, die mit der Struktur einer Katego-
rie (ndmlich der Angabe, was die Morphismen sein sollen) vertraglich ist. Um hier eine sprachliche
Verwirrung zu vermeiden — man wiirde ja dann von Morphismen zwischen Kategorien reden, wobei
Kategorien aber ihrerseits wieder Morphismen beinhalten — hat man sich jedoch entschieden, hier
nicht von einem ,,Morphismus von Kategorien“ zu sprechen, sondern dafiir einen anderen Namen
einzufithren: Man bezeichnet eine derartige ,,strukturerhaltende Abbildung zwischen Kategorien
wie z.B. die Fundamentalgruppe als einen Funktor zwischen den beiden Kategorien. Funktoren
konnen damit also ganz verschiedene mathematische Gebiete (wie hier die Topologie und die Alge-
bra) miteinander verbinden und somit zu interessanten Wechselwirkungen zwischen diesen Gebieten
fiihren.

Wir wollen hier jedoch nicht weiter auf die Sprache der Kategorientheorie eingehen, da sie fiir
uns aufler einer abstrakteren und vielleicht etwas eleganteren Sprechweise keine weiteren Vorteile
bringen wiirde.

Als Anwendung der Konstruktion 7.12 wollen wir aber zum Abschluss dieses Kapitels schlieSlich
noch die Aussage zeigen, dass homotopiedquivalente Raume isomorphe Fundamentalgruppen besit-
zen. Weil Fundamentalgruppen letztlich Mengen von Homotopieklassen von Abbildungen sind, ist
dies natiirlich zu erwarten. Leider ist der exakte Beweis dieser Aussage aber trotzdem aufwendiger
als erwartet, weil Fundamentalgruppen immer einen festgehaltenen Basispunkt benotigen, wihrend
ein solcher bei Homotopiedquivalenzen nicht existieren muss.

Satz 7.14 (Fundamentalgruppen homotopiedquivalenter Raume). Es seien X und Y topologische
Rdume, sowie xo € X.

(a) Ist f: X — X homotop zur Identitiit auf X, so ist fi.: m (X, x0) = m (X, f(x0)) ein Isomor-
phismus.

(b) Ist f: X — Y eine Homotopiediquivalenz, so ist fi: 7 (X,x9) — m (Y, f(x0)) ein Isomor-
phismus.
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Insbesondere haben (wegzusammenhdngende) homotopiedquivalente Ridume also isomorphe Fun-
damentalgruppen.

Beweis.

(a)

(b)

Es sei H: X x I — X eine Homotopie zwischen f und

idx, so dass also H(-,0) = fund H(-, 1) =idy gilt (die (x0,1) 0 - \\
Abbildung rechts zeigt diese Situation im Fall X = S1). !
Ferner sei H v
y: I =X, x— H(xo,1 —x); 1 > X
offensichtlich ist dies ein Weg in X von H(xg,1) = xp i
nach H(xo,0) = f(xo). In der Skizze ist er das Bild der (x0,0)¢ =77~ I
senkrecht eingezeichneten Linie unter H. ¥
Fiir einen gegebenen Weg a € I'(X,x) ist die Abbildung
H (xp,3tx) fiir x < 1,
] 2
(x,0) = S H(a(Bx—1),1r) fir 3 <x< 3%,
.. 2
H(x0,3t(1—x)) firx>3
< N
o \
L
<«
t=0 t=1 r=1

von I x I nach X nun eine Homotopie relativ {0, 1} zwischen einer Umparametrisierung von
foa (fiir t = 0) und einer Umparametrisierung von y~ ! e (az e y) (fiir = 1); sie ist das Bild
unter H der in der obigen Skizze eingezeichneten Deformation eines Weges in X x I. Da
Umparametrisierungen nach Lemma 7.2 (c) nichts an der Homotopieklasse éndern, ist also
[foa]=[y '|e[a]e[y]in 7 (X, f(x0)) — d.h. f. stimmt mit der Abbildung

(X, x0) = m (X, f(x0)), [o] = [y ']e[o]e[¥]
tiberein, die nach Satz 7.8 ein Isomorphismus ist.

Es sei g: Y — X ein Homotopieinverses zu f. In der Sequenz

m(X.20) 25 m (Y, £(x0) 5 m (X, g(f (%)) L m (Y. £(3(f(x0)))

gilt fiir die Verkettungen der ersten bzw. letzten beiden Abbildungen dann g, o fi = (go f).
und f,o0g. = (fog). nach Lemma 7.12 (b), wegen go f ~ idy und f og ~ idy sind diese
beiden Verkettungen g. o f. und f o g. nach (a) also Isomorphismen. Beachte dabei, dass hier
zwar nur eine Abbildung g, auftritt, die beiden mit f, bezeichneten Abbildungen aufgrund
der unterschiedlichen Basispunkte aber in der Regel verschieden sind.

Insgesamt ist die mittlere Abbildung g. der obigen Sequenz damit sowohl surjektiv (weil
g o f. surjektiv ist) als auch injektiv (weil f, o g, injektiv ist), also ein Isomorphismus. Die
erste Abbildung f, (g*)_1 o (g« o fi) ist also als Verkettung zweier Isomorphismen wie
behauptet ebenfalls ein Isomorphismus. g

Beispiel 7.15.

()

Ist X kontrahierbar, so ist X nach Bemerkung 6.9 (b) wegzusammenhizngend, und nach Satz
7.14 ist m;(X) isomorph zur Fundamentalgruppe eines Punktes, also die triviale Gruppe.
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Damit ist jeder kontrahierbare Raum einfach zusammenhingend. (Die Umkehrung dieser
Aussage gilt jedoch nicht, wie wir in Bemerkung 8.22 sehen werden.)

(b) Nach Beispiel 6.12 (b) ist die Kreislinie ' homotopieiquivalent zur gelochten Ebene C\ {0}.
Damit haben diese beiden Rdume isomorphe Fundamentalgruppen. Ebenfalls die gleiche
Fundamentalgruppe (ndmlich Z, siehe Beispiel 8.17 (a)) ergibt sich fiir jeden anderen dazu
homotopiedquivalenten Raum, z. B. fiir jeden Kreisring {z € C: r < |zl <R} mit0 < r <R.

Aufgabe 7.16. Es sei X eine topologische Gruppe, d.h. ein topologischer Raum, der gleichzeitig
eine Gruppenstruktur hat, so dass die Verkniipfung X x X — X, (a,b) — a-b und die Inversenbildung
X — X, ar~s a~! stetig sind. Wie iiblich bezeichne e € X das neutrale Element von X.

Zeige, dass die Fundamentalgruppe 7; (X, e) dann abelsch ist. Welche der Gruppenaxiome werden
im Beweis benotigt und welche nicht?

(Hinweis: Zeige und benutze die Gleichung cce 3 = (e €)- (¢ e f3), wobei € den konstanten Weg
bei e bezeichnet.)



