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3. Zusammenhang

Eine der anschaulichsten Eigenschaften eines topologischen Raumes ist wahrscheinlich, ob er ,,zu-
sammenhingend* ist oder aus mehreren Teilen besteht. Wir wollen dieses Konzept des Zusammen-
hangs nun mathematisch exakt einfiihren. Es stellt sich heraus, dass es zwei ganz verschiedene Arten
gibt, es zu definieren.

Definition 3.1 (Wegzusammenhingende und zusammenhidngende Rdume). Es sei X ein topologi-
scher Raum.

(a) X heifit wegzusammenhiingend, wenn es zu jeder Wahl von zwei Punkten x,y € X eine
stetige Abbildung y: [a,b] — X mit ¥(a) = x und y(b) =y gibt (wobei das abgeschlossene
reelle Intervall [a,b] mit der Standardtopologie versehen ist). Eine solche Abbildung nennt
man einen Weg von x nach y.

Y A
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(b) X heifit zusammenhiingend, wenn man X nicht als disjunkte Vereinigung X = U UV von
zwei nicht-leeren offenen Teilmengen U,V C X schreiben kann.

Oft werden wir auch sagen, dass eine Teilmenge A eines topologischen Raumes X wegzusammen-
hingend bzw. zusammenhéngend ist. Dies ist dann natiirlich so zu verstehen, dass der topologische
Raum A mit der Teilraumtopologie (siehe Konstruktion 1.7) die entsprechende Eigenschaft hat.

Bemerkung 3.2.

(a) Das Konzept des Wegzusammenhangs erlaubt eine naheliegende Verfeinerung: Auf einem
topologischen Raum X ist die Relation

x~Yy & esgibt einen Weg in X von x nach y

offensichtlich eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklassen dieser Relation nennt man
Wegzusammenhangskomponenten. Mit dieser Definition ist der Raum X also genau dann
wegzusammenhédngend, wenn er genau eine Wegzusammenhangskomponente besitzt (die
dann ganz X ist).

(b) Ist X in Definition 3.1 (b) die disjunkte Vereinigung von zwei Mengen U und V, so ist
natiirlich V = X\U. Die Bedingung, dass U und V offen sind, ist also dquivalent dazu, dass
U gleichzeitig offen und abgeschlossen ist. Wir konnen Definition 3.1 (b) damit auch so
umformulieren: Ein topologischer Raum X heifit zusammenhéngend, wenn die leere Menge
@ und der ganze Raum X die einzigen Teilmengen von X sind, die sowohl offen als auch
abgeschlossen sind.

Die Idee hinter der Definition 3.1 (a) eines wegzusammenhingenden Raumes ist natiirlich sofort ein-
leuchtend und vermutlich auch schon aus den ,,Grundlagen der Mathematik* bekannt [G2, Definition
24.20]. Sie wirkt aus topologischer Sicht jedoch recht unnatiirlich, da sie die Standardtopologie von
reellen Intervallen, also topologische Eigenschaften eines willkiirlich gewihlten Beispielraums be-
nutzt. Diesen Nachteil hat die Definition 3.1 (b) des Zusammenhangs nicht — dafiir ist bei ihr aber
anschaulich zunichst einmal tiberhaupt nicht klar, wieso die Existenz von gleichzeitig offenen und
abgeschlossenen Teilmengen etwas damit zu tun haben soll, ob ein Raum ,,aus mehreren Teilen be-
steht”. Wir wollen die beiden eingefiihrten Zusammenhangsbegriffe daher zunichst anhand von ein
paar Beispielen untersuchen.
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Beispiel 3.3.

(a)

(b)

Ein abgeschlossenes Intervall X = [a,b] C R (mit der Standardtopologie) ist natiirlich weg-
zusammenhingend, da sich zwei beliebige Punkte x,y € [a,b] immer durch einen Weg mit-
einander verbinden lassen, z. B. mit y: [0,1] — [a,b], Y() = x+1(y —x).

In der Tat ist [a, b] auch zusammenhingend: Gibe es nidmlich eine Darstellung [a,b] = U UV
mit disjunkten und in [a, b] offenen Teilmengen U und V, so wire die Abbildung

0 fii U
fila,b >R, x> arxe Y
1 firxeV

wohldefiniert und nach Satz 2.4 (b) stetig — im Widerspruch zum Zwischenwertsatz [G2,
Satz 8.21].

Andere Intervalle in R (offene, halboffene, uneigentliche) sind natiirlich mit denselben Ar-
gumenten ebenfalls sowohl wegzusammenhéngend als auch zusammenhingend.

Die rationalen Zahlen X = Q sind nicht wegzusammenhingend: Sind a,b € QQ verschieden,
so wire ein Weg von a nach b in Q auch ein Weg von a nach b in R und miisste damit
nach dem Zwischenwertsatz [G2, Satz 8.21] auch alle irrationalen Zahlen zwischen a und
b treffen — was natiirlich ein Widerspruch ist. Damit ist jeder Punkt von X seine eigene
Wegzusammenhangskomponente.

Wegen der disjunkten offenen Zerlegung
Q:{xe@:x<ﬁ}u{x€(@:x>\@}

ist Q auch nicht zusammenhingend.

In den bisher betrachteten Beispielen waren die Eigenschaften ,,wegzusammenhingend* und ,,zu-
sammenhidngend* gleichwertig. Der folgende Satz zeigt, dass dies in der Tat oft der Fall ist (wenn
auch nicht immer, wie wir in Beispiel 3.8 sehen werden).

Satz 3.4 (Wegzusammenhang und Zusammenhang). Es sei X ein topologischer Raum.

(a)
(b)

Beweis.

(a)

(b)

Ist X wegzusammenhdngend, so ist X auch zusammenhdngend.

Ist X zusammenhdngend und besitzt jeder Punkt x € X eine wegzusammenhcdngende Umge-
bung, so ist X auch wegzusammenhdiingend.

Angenommen, X wire nicht zusammenhéngend, d. h. wir kénnten X = U UV als disjunkte
Vereinigung nicht-leerer offener Mengen schreiben. Wir wihlen Punkte x € U und y € V.
Da X als wegzusammenhingend vorausgesetzt ist, gibt es nun einen Weg ¥: [a,b] — X von
xnach y. Wegen X = U UV ist dabei natiirlich

[a,b] =y~ (U)UY (V).
Diese Vereinigung ist disjunkt, da U und V es sind. Die beiden vereinigten Mengen sind

auch beide nicht leer (da sie den Punkt a bzw. b enthalten) und nach Satz 2.4 (b) offen.
Damit miisste [a,b] unzusammenhingend sein, im Widerspruch zu Beispiel 3.3 (a).

Beachte zunichst, dass alle Wegzusammenhangskomponenten offen sind: Ist nimlich U eine
Wegzusammenhangskomponente von X, so gibt es nach Voraussetzung zu jedem x € U eine
wegzusammenhédngende Umgebung Uy, die damit natiirlich in U liegen muss. Dies bedeutet
genau, dass U offen ist.

Es sei nun V die Vereinigung aller anderen Wegzusammenhangskomponenten von X. Als
Vereinigung offener Mengen ist V dann offen; und da die Wegzusammenhangskomponenten
(als Klassen einer Aquivalenzrelation) eine Partition von X bilden, vereinigen sich U und V
disjunkt zu X. Da X nun zusammenhéngend ist, muss also V = @ gelten. Also war U schon
die einzige Wegzusammenhangskomponente von X, d. h. X ist wegzusammenhingend. [
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Bemerkung 3.5. Die Zusatzbedingung in Satz 3.4 (b), dass jeder Punkt x € X eine wegzusammen-
hingende Umgebung besitzt, ist z. B. fiir offene Mengen in R” stets erfiillt. In diesem Fall stimmen
die Begriffe ,,wegzusammenhingend* und ,,zusammenhingend* also iiberein. Wie schon angekiin-
digt werden wir allerdings in Beispiel 3.8 gleich noch sehen, dass diese beiden Begriffe im Allgemei-
nen verschieden sind. Um die Zusammenhangseigenschaften in diesem Beispiel besser untersuchen
zu konnen, wollen wir aber zunichst noch zwei Aussagen beweisen, die generell niitzlich sind, um
herauszufinden, ob ein gegebener Raum wegzusammenhidngend bzw. zusammenhingend ist oder
nicht. Das erste ist einfach die anschauliche Aussage, dass ein zusammenhédngender Raum durch
eine stetige Abbildung nicht ,,auseinander gerissen®, also unzusammenhingend gemacht werden
kann.

Lemma 3.6. Es sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen Ridumen.

(a) Ist X wegzusammenhiingend, so auch f(X).
(b) Ist X zusammenhdiingend, so auch f(X).

Beweis.

(a) Es seien x,y € f(X), also x = f(x') und y = f()') fiir gewisse x’,y’ € X. Da X wegzusam-
menhingend ist, gibt es einen Weg y: [a,b] — X mit y(a) = x’ und y(b) = y'. Der Weg
foy:la,b] = f(X) verbindet dann die Punkte x und y miteinander.

(b) Angenommen, f(X) wire unzusammenhiingend, d. h. es gébe eine disjunkte Vereinigung
f(X) = U UV mit nicht-leeren und in f(X) offenen Mengen U und V. Dann wire auch
X = f~Y(U)u f~1(V) eine disjunkte Vereinigung von nicht-leeren offenen Mengen (siche
Satz 2.4 (b)). Dies ist ein Widerspruch dazu, dass X als zusammenhingend vorausgesetzt
wurde. O

Das zweite Lemma, das wir noch benétigen, ist zwar auch einfach, aber schon weit weniger anschau-
lich — und in der Tat auch einer der Punkte, in denen sich Wegzusammenhang und Zusammenhang
unterschiedlich verhalten.

Lemma 3.7. Es sei A eine Teilmenge eines topologischen Raumes X. Weiterhin sei B C X eine
Teilmenge mit A C B C A, d. h. B entstehe aus A durch Hinzunehmen einiger Randpunkte.

Ist dann A zusammenhdngend, so auch B.

(Die entsprechende Aussage fiir ,, wegzusammenhdngend “ ist falsch, wie wir in Beispiel 3.8 (b) sehen
werden.)

Beweis. Wire B unzusammenhingend, so gibe es eine disjunkte Zerlegung B = U UV in nicht-
leere und in B offene Teilmengen U und V. Die Mengen U und V enthalten wegen B C A also einen
Beriihrpunkt von A und miissen nach Definition 1.19 (b) damit auch einen Punkt von A enthalten,
d.h. ANU und ANV sind nicht leer. Schneiden wir die Zerlegung B = U UV also mit A, erhalten
wir die disjunkte Zerlegung A = (ANU) U (ANV) in zwei nicht-leere Teilmengen, die in der Teil-
raumtopologie von A offen sind. Dies ist ein Widerspruch dazu, dass wir A als zusammenhéngend
vorausgesetzt haben. U

Beispiel 3.8 (Ein zusammenhingender, aber nicht wegzusammenhéngender Raum). Der folgende
Raum ist wohl eines der einfachsten Beispiele dafiir, dass die Begriffe des Wegzusammenhangs und
des Zusammenhangs i. A. verschieden sind: Es sei

1
X ={(0,0)}u { (x,cos ;) X € R>o} CR2
Dann gilt:

(a) X ist zusammenhzngend: Nach Beispiel 3.3 (a) ist R+ zu-
sammenhéngend, nach Lemma 3.6 (b) also auch das Bild
von R unter der stetigen Abbildung x — (x,cos 1), d.h.
der Raum X\{(0,0)}. Das Hinzufiigen des Randpunktes
(0,0) éndert nach Lemma 3.7 nun ebenfalls nichts mehr
am Zusammenhang dieser Menge.
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(b) X ist nicht wegzusammenhingend: Andernfalls giibe es einen Weg ¥y = (71,%): [a,b] = X
mit ¥(a) = (0,0) und y(b) = (1,cos 1). Nach dem Zwischenwertsatz fiir 7; gibt es fiir alle
n € Nog nunx, € [a,b] mit ¥ (x,) = 7. und damit »(x,) = cos(27n) = 1; insbesondere gilt
also 71 (x,) — 0 fiir n — oo.

Nach dem Satz von Bolzano-WeierstraR [G2, Satz 6.21] kénnen wir nun aus der Folge (x,,),
eine konvergente Teilfolge (x,, ) auswihlen; es sei x € [a,b] ihr Grenzwert. Wegen der Ste-
tigkeit von ¥ gilt dann y(x) = limy_,e (71 (%, ), %2(xn,)) = (0,1) & X, was ein Widerspruch
1st.

Beachte, dass dieses Argument auch zeigt, dass die Aussage von Lemma 3.7 nicht auch
analog fiir wegzusammenhéngende Mengen gelten kann — andernfalls konnte man ndmlich
das Argument von (a) wortlich genauso auch fiir ,,wegzusammenhéngend* aufschreiben und
wiirde im Widerspruch zu unserem gerade gezeigten Resultat erhalten, dass X auch wegzu-
sammenhédngend ist.

Beispiel 3.9. Mit Hilfe des (Weg-)Zusammenhangs konnen wir nun in einigen Fillen bereits zei-
gen, dass zwei topologische Rdume nicht homdomorph sind. Offensichtlich ist natiirlich, dass ein
zusammenhédngender Raum nicht zu einem unzusammenhingenden homdomorph sein kann; analog
gilt dies auch fiir den Wegzusammenhang. Mit einem kleinen Trick kann man aus dieser Idee aber
noch deutlich mehr herausholen:

(a) Die reelle Gerade R! ist nicht homéomorph zu einem anderen R” fiir n > 1: Angenom-
men, es gibe einen solchen Homdomorphismus f: R! — R”. Nehmen wir dann aus R!
den Nullpunkt heraus, wiirden wir durch Einschrinken von f natiirlich auch einen Homéo-
morphismus von R\ {0} nach R"\{f(0)} bekommen. Dies ist aber ein Widerspruch, denn
R\ {0} ist nicht wegzusammenhingend, wihrend R” fiir n > 1 offensichtlich auch nach
Herausnahme eines Punktes noch wegzusammenhingend ist (siehe Bild unten fiir n = 2).

(b) Das Achsenkreuz X = {(x,y) € R?: xy = 0} in R? ist nicht zur reellen Gerade R homoo-
morph: Das Argument ist hier analog zu dem in (a). Nehmen wir niamlich aus X den Null-
punkt heraus, so erhalten wir vier Wegzusammenhangskomponenten, wihrend R nach Her-
ausnehmen eines Punktes P in nur zwei Wegzusammenhangskomponenten zerfillt.

(c) Die reellen Intervalle [a,b], [a,b) und (a,b) sind paarweise nicht homdomorph zueinander:
Das Intervall [a, b] besitzt genau zwei Punkte (ndmlich die Randpunkte a und b), so dass es
nach Herausnehmen einer dieser Punkte wegzusammenhingend bleibt. Das Intervall [a,b)
dagegen besitzt nur einen solchen Punkt a, und das Intervall (a,b) iiberhaupt keinen.

f(0) ‘

R'\{0} R\{£(0)} X\{(0,0)} R\{P}
nicht wegzusammenhingend vier Wegzusammen-  zwei Wegzusammen-
wegzusammenhédngend hangskomponenten hangskomponenten

(a) b)

Aufgabe 3.10. Zeige, dass ein topologischer Raum X genau dann zusammenhingend ist, wenn
in ihm ,,der Zwischenwertsatz fiir stetige Abbildungen nach R gilt“, d.h. wenn zu jeder stetigen
Abbildung f: X — R und je zwei Punkten x,y € X jeder Wert zwischen f(x) und f(y) von f auf X
angenommen wird.

Aufgabe 3.11. Anschaulich erklidrt man Stetigkeit ja oft so, dass eine Funktion genau dann stetig
ist, wenn man ihren Graphen zeichnen kann, ohne den Stift abzusetzen.
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Beweise die folgende mathematisch exakte Version dieser Aussage: Eine Funktion f: R — R ist
genau dann stetig, wenn ihr Graph I":= {(x, f(x)) : x € R} C R? wegzusammenhingend ist.

Aufgabe 3.12. Wir betrachten auf dem Einheitsquadrat I? die lexikografische Ordnung
x<y & x;<y;oder(x; =y;undx; <y)
und die dazugehorige Ordnungstopologie .7, die von den ,,offenen Intervallen*
{(xeP:a<x<b}, {xelP:a<x} und {xel*:x<b}
mit a,b € I? erzeugt wird. Man zeige:

(a) I? ist mit dieser Ordnungstopologie zusammenhingend.

(Hinweis: Fiir alle ¢ € I ist die zugehorige Teilraumtopologie auf dem Streifen {c} x I genau
die Standardtopologie.)

(b) I? ist mit dieser Ordnungstopologie nicht wegzusammenhingend.



