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2. Stetige Abbildungen

Nachdem wir im letzten Kapitel topologische Raume eingefiihrt haben, wollen wir nun Abbildungen
zwischen solchen Rdumen untersuchen. Wie schon in der Einleitung erwihnt sind in der Topologie
vor allem die stetigen Abbildungen wichtig — in der Tat war die Definition eines topologischen
Raumes ja gerade so motiviert, dass man damit das Konzept von stetigen Abbildungen formulieren
kann. Zur Definition stetiger Abbildungen verwenden wir die folgende Bedingung, die sich in der
Sprache der topologischen Riume formulieren ldsst und von der wir bereits wissen, dass sie in
metrischen Raumen zur €-98-Stetigkeit dquivalent ist [G2, Lemma 24.16]:

Definition 2.1 (Stetigkeit). Essei f: X — Y eine Abbildung zwischen topologischen Riaumen.

(a) f heiBt stetig in einem Punkt a € X, wenn zu jeder Umgebung U von f(a) in ¥ das Urbild
f~Y(U) eine Umgebung von a in X ist.

(b) f heil3t stetig, wenn f in jedem Punkt a € X stetig ist.
@ ¢

(a) In der Tat geniigt es fiir die Stetigkeit von f in a, die Bedingung aus Definition 2.1 (a)
fiir jede offene Umgebung U, bzw. im Fall einer durch eine Basis gegebenen Topologie
fiir jede basis-offene Umgebung von f(a) nachzupriifen: Ist V dann némlich eine beliebige
Umgebung von f(a), so enthilt diese nach Definition 1.19 (a) bzw. Bemerkung 1.20 eine
(basis-)offene Umgebung U von f(a). Wissen wir nun, dass f~!(U) dann eine Umgebung
von a ist, so ist f~1(V) D f~!(U) damit natiirlich erst recht eine Umgebung von a.

(b) Ein Konzept der gleichmifBigen Stetigkeit wie in [G2, Definition 8.34 (b) und Definition
24.24 (a)] lasst sich fiir Abbildungen zwischen allgemeinen topologischen Raumen nicht
definieren, da es keine Moglichkeit gibt, Umgebungen von verschiedenen Punkten ,,grofen-
méBig miteinander zu vergleichen®.

Bemerkung 2.2.

Bemerkung 2.3 (Stetigkeit in metrischen Raumen [G2, Lemma 24.16]). Sind X und Y metrische
Réume, so ist die Definition 2.1 (a) der Stetigkeit einer Abbildung f: X — Y in einem Punkta € X
wie oben schon erwihnt dquivalent zum gewohnten &-d-Kriterium [G2, Lemma 24.16]. Der Voll-
standigkeit halber sei hier noch einmal ein Beweis dafiir gegeben: Zunéchst einmal sieht man mit
dem gleichen Argument wie in Bemerkung 2.2, dass es geniigt, die Bedingung aus Definition 2.1
(a) fiir e-Kugeln Ug(f(a)) um f(a) zu zeigen. Die Bedingung besagt dann aber gerade, dass das
Urbild £~ (Ue(f(a))) eine Umgebung von a ist, also dquivalent dazu eine §-Umgebung Us(a) von
a enthilt. Mit anderen Worten ist die Bedingung genau

Ve e Rug 36 € Rug: Us(a) C £ (Ue(f(a))),

was genau das e--Kriterium ist.

Mochte man von einer Abbildung nicht unbedingt genau wissen, in welchen Punkten sie stetig ist
und in welchen nicht, sondern nur, ob sie in allen Punkten stetig ist, so gibt es hierfiir ein Kriterium,
das oft viel einfacher anzuwenden ist als Definition 2.1. Auch dieses Kriterium, das wir im folgenden
Satz beweisen wollen, ist euch vermutlich zumindest zum Teil schon fiir den Fall von Abbildungen
zwischen metrischen Rdumen aus den Grundlagen der Mathematik bekannt [G2, Satz 24.17].
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Satz 2.4 (Kriterien fiir Stetigkeit). Fiir eine Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Rdumen
sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) f ist stetig.
(b) Fiir alle offenen Teilmengen U C Y ist f~1(U) offen in X
(,, Urbilder offener Mengen sind offen ).
(¢) Fiir alle Basen % der Topologie auf Y gilt: Fiir alle U € % ist f~'(U) offen in X
(,, Urbilder basis-offener Mengen sind offen ).
(d) Es gibt eine Basis % der Topologie auf Y, fiir die gilt: Fiir alle U € % ist f~'(U) offen in
X.
(e) Fiir alle abgeschlossenen Teilmengen A C Y ist f~! (A) abgeschlossen in X

(,, Urbilder abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen ).

Beweis. ,,(a) = (b)*: Es seien f stetig, U C Y offenunda € f~! (U), also f(a) € U.Dannist U eine
Umgebung von f(a), und damit ist £~!(U) nach Definition 2.1 (a) eine Umgebung von a. Es gibt
also eine offene Menge V,, in X mit a € V, C f~!(U). Vereinigen wir nun diese Mengen V, fiir alle
a € f~Y(U), so erhalten wir

fiuyc |J Ve (demnaeV,firalleac f'(U))
acf~1(U)
cf'w)  (wegenV, C f7H(U)).
Also gilt hier die Gleichheit, und f~!'(U) ist als Vereinigung offener Mengen offen.
,»(b) = (c)“ist trivial, da basis-offene Mengen immer auch offen sind.
»(€) = (d)“ ist ebenfalls trivial (wihle z. B. fiir £ die Basis aller offenen Mengen).

»(d) = (a)*“: Es seien a € X beliebig und U eine Umgebung von f(a) in Y. Dann gibt es nach
Bemerkung 1.20 eine basis-offene Menge V in ¥ mit f(a) € V C U. Da Urbilder basis-offener
Mengen unter f nach (d) offen sind, ist £~'(V) nun offen in X. Wegen a € f~'(V) C f~1(U) ist
f~Y(U) damit eine Umgebung von @ in X. Also ist f stetig in a.

,(b) & (e)*“: Dies ergibt sich sofort durch Ubergang zum Komplement, da

o) =x\r'(v)
fiir jede (offene) Teilmenge U von Y gilt. O

Beispiel 2.5. Aufgrund von Bemerkung 2.3 iibertragen sich natiirlich alle Beispiele und Gegen-
beispiele fiir stetige Abbildungen zwischen metrischen Rdumen, die ihr aus den ,,Grundlagen der
Mathematik* kennt, sofort auf unsere neue Definition. Hier sind noch ein paar weitere Beispiele:

(a) Eine stetige Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Rdumen bleibt stetig, wenn man
die Topologie auf X feiner oder die auf ¥ grober macht — denn dann ist die neue Stetigkeits-
bedingung aus Satz 2.4 (b) ja schwicher als die alte.

Im Extremfall, wenn X die diskrete (also feinstmdgliche) oder Y die indiskrete (also grobst-
mogliche) Topologie hat, ist sogar jede Abbildung f: X — Y stetig, da die Bedingung aus
Satz 2.4 (b) dann immer erfiillt ist.

(b) Eine konstante Abbildung f: X — Y zwischen beliebigen topologischen Rdumen ist immer
stetig, denn Urbilder beliebiger Teilmengen von Y konnen nur @ und X sein und sind damit
nach Definition 1.1 (a) offen.

(c) Es sei Y eine Teilmenge eines topologischen Raumes X. Wie tiblich fassen wir ¥ mit der
Teilraumtopologie aus Konstruktion 1.7 selbst wieder als topologischen Raum auf. Wir be-
trachten die Inklusionsabbildung

i:Y—>X a—a.
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Ist U C X offen, so ist natiirlich i’l(U ) =Y NU, und diese Menge ist nach Definition der
Teilraumtopologie offen in Y. Also ist i nach Satz 2.4 ,(b) = (a)* stetig. In der Tat sind
genau die Mengen dieser Form offen in ¥ — was man auch so formulieren kann, dass die
Teilraumtopologie die grobste Topologie auf'Y ist, fiir die die Inklusionsabbildung i: ¥ — X
stetig ist.

(d) Sind f: X — Y und g: Y — Z stetige Abbildungen zwischen topologischen Riumen, so ist
auch die Verkettung go f: X — Z stetig — dies ergibt sich z. B. sofort aus dem Stetigkeits-
kriterium aus Satz 2.4 (b).

Aufgabe 2.6. Es sei .7 die Topologie zur Postamtmetrik auf R? aus Beispiel 1.5 (a).
(a) Zeige, dass fiir x € R? die einpunktige Menge {x} genau dann offen bzgl. .7 ist, wenn x # 0
ist.
(b) Bestimme eine moglichst einfache Basis der Topologie 7.
(¢) In welchen Punkten ist die Abbildung (R?,.7) — (R?,.7), (x1,x2) ~ (x1 + 1,x2) stetig?
Aufgabe 2.7 (Andere Stetigkeitsbegriffe aus der Analysis). Es seien f: R — R eine Funktion und
acR.

() Die Funktion f heifit in a rechtsseitig stetig, wenn lim f(x) = f(a) gilt.
x>a
Zeige, dass diese Bedingung dquivalent ist zur Stetigkeit in a als Abbildung f: (R, .7) —» R,
wobei .7 die Sorgenfrey-Topologie ist und der Zielraum die Standardtopologie hat.
(b) Die Funktion f heif3t in a halbstetig von oben, wenn
VeeR- g6 €ER o VXxER: |x—a|<d = f(x)—f(a) <Ee.

Konstruiere eine Topologie .7 auf R, so dass diese Bedingung #dquivalent ist zur Stetigkeit
in a als Abbildung f: R — (R, ), wobei der Startraum die Standardtopologie hat.

Was bedeutet diese Bedingung anschaulich?
Aufgabe 2.8. Es sei f: X — Y eine Abbildung zwischen topologischen Rdumen. Man zeige:

(a) Sind Uy,...,U, offene Mengen in X mit U; U---UU, = X und ist f|y, stetig fiir alle i, so ist
f stetig.

(b) SindAj,...,A, abgeschlossene Mengen in X mit A; U---UA, =X und ist |, stetig fiir alle
i, soist f stetig.

Gelten diese Aussagen auch noch fiir Uberdeckungen von X durch unendlich viele Teilmengen?

Aufgabe 2.9 (Stetigkeit # Folgenstetigkeit). In dieser Aufgabe wollen wir sehen, dass man die
Stetigkeit von Abbildungen zwischen topologischen Rdumen im Allgemeinen nicht mit Hilfe von
Folgen tiberpriifen kann — im Gegensatz zum Fall von metrischen Riumen [G2, Bemerkung 24.5
(b)]. Aus diesem Grund spielen Folgen in der Topologie auch eine viel geringere Rolle als in der
Analysis. (Man briuchte hier stattdessen die Begriffe von sogenannten Netzen oder Filtern, die
man sich als geeignet verallgemeinerte Folgenbegriffe vorstellen kann — wir wollen darauf in dieser
Vorlesung jedoch nicht weiter eingehen.)

(a) Man zeige: In der Komplement-abzihlbar-Topologie aus Beispiel 1.5 (c) konvergiert eine
Folge (x,), in X genau dann gegen ein a € X, wenn x, = a fiir fast alle n gilt. (Wie ist
eigentlich Folgenkonvergenz in einem topologischen Raum definiert?)

(b) Gib ein Beispiel fiir eine Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Raumen an, die in
einem Punkt a € X zwar das Folgenkriterium

fiir jede Folge (x,,), in X mit x, — a gilt f(x,) — f(a)
erfiillt, die aber dennoch nicht stetig in a ist.

Warum genau kann der fiir metrische Rdume bekannte Beweis des Folgenkriteriums fiir
Stetigkeit nicht auf beliebige topologische Rdume verallgemeinert werden?
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Ein weiteres interessantes und wichtiges Beispiel zu stetigen Abbildungen ergibt sich bei der Un-
tersuchung der Produkttopologie aus Konstruktion 1.16. Es ist die direkte Ubertragung der aus den
»Grundlagen der Mathematik* bekannten Aussage, dass die Stetigkeit einer Abbildung von einem
metrischen Raum nach R” komponentenweise im Zielraum iiberpriift werden kann [G2, Lemma
24.7]. Wir formulieren es hier als eigenes Lemma.

Lemma 2.10 (Stetige Abbildungen in Produkte). Es seien X und Y topologische Rdume sowie
wx: X XY = Xund ny: X XY — Y die Projektionsabbildungen. Dann gilt:

(a) my und 7y sind stetig.
(b) Eine Abbildung f: Z — X XY von einem topologischen Raum Z in das Produkt X x Y ist

genau dann stetig, wenn die beiden Komponentenabbildungen fx := nxo f: Z — X und
fri=myof:Z—Y stetig sind.

Beweis.

(a) Ist U C X offen, so ist das Urbild 7y '(U) = U x Y nach Definition der Produkttopologie
offen in X x Y. Also ist Ty (und analog auch 7y) stetig nach Satz 2.4 (b).

(b) ,,=*: Ist f stetig, so sind nach (a) natiirlich auch fx und fy als Verkettungen stetiger Abbil-
dungen stetig (siehe Beispiel 2.5 (d)).

»<=":Es seien fx und fy stetig. Nach Satz 2.4 ,,(d) = (a)“ geniigt es zu zeigen, dass Urbilder
unter f von Mengen der Form U x V fiir offene Mengen U C X und V C Y wieder offen sind.
In der Tat ist nun

FlUXV)Y={z€Z: f(z) eUxV}={z€Z: fx(z) €U und fy(z) € V}
=K' U)NKV)

nach Satz 2.4 (b) offen, da fy und fy als stetig vorausgesetzt wurden. O

Bemerkung 2.11 (Initialtopologien). Man kann leicht iiberpriifen, dass die Eigenschaft aus Lemma
2.10 (b) die Produkttopologie eindeutig charakterisiert, d. h. dass die Produkttopologie die einzige
Topologie auf X x Y ist, mit der diese Aussage richtig ist. Man nennt dies daher die universelle
Eigenschaft der Produkttopologie. Analog rechnet man leicht nach, dass die Produkttopologie die
grobste Topologie auf X x Y ist, beziiglich der die Aussage aus Lemma 2.10 (a) gilt.

In der Tat ist dies ein spezieller Fall einer sogenannten Initialtopologie: Hat man eine Familie to-
pologischer Rdume (X;);e;, eine Menge Y und Abbildungen 7;: ¥ — X; fiir alle i € J gegeben, so
definieren diese Daten eine sogenannte Initialtopologie auf Y als die die grobste Topologie auf Y,
beziiglich der alle 7; stetig sind, oder alternativ als die eindeutig bestimmte Topologie auf Y, so dass
eine Abbildung f: Z — Y von einem beliebigen topologischen Raum Z genau dann stetig ist, wenn
alle Verkettungen m;o f': Z — X; es sind.

Ein weiteres Beispiel einer Initialtopologie, das wir bereits gesehen haben, ist die Teilraumtopologie
(siehe Beispiel 2.5 (c)). In diesem Fall gibt es nur eine Abbildung : ¥ — X, ndmlich die Inklusion
einer Teilmenge Y in einem topologischen Raum X.

Wir werden diese allgemeinen Initialtopologien in dieser Vorlesung aber nicht weiter untersuchen.
Es gibt iibrigens auch eine entsprechende ,,duale* Version mit ,,umgekehrten Pfeilrichtungen®, die
sogenannten Finaltopologien (siche Bemerkung 5.7).

Beispiel 2.12 (Summen und Produkte stetiger Abbildungen nach R). Es seien f,g: X — R zwei
stetige Abbildungen von einem beliebigen topologischen Raum X in die reellen Zahlen mit der
Standardtopologie. Dann sind auch

e X—=>Rx—f(x)+g®) und f-g: X >R, x— f(x) g(x)

stetig: Die Abbildung X — R?, x +— (f(x),g(x)) ist stetig nach Lemma 2.10 (b), und die beiden
Abbildungen f + g und f - g ergeben sich daraus durch Verkettung mit den bekanntlich stetigen
Abbildungen R? — R, (x1,x2) > x1 +x3 bzw. R? — R, (x1,x2) > x1x2.

Wir werden dies im Folgenden oft benutzen, ohne jedes Mal explizit darauf hinzuweisen.
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Von besonderer Bedeutung sind die Abbildungen, die nicht nur stetig sind, sondern auch noch ei-
ne stetige Umkehrabbildung besitzen. Sie haben einen besonderen (und nicht besonders schonen)

Namen:

Definition 2.13 (Homoomorphismen). Es seien X und Y topologische Raume.

()

(b)

Eine Abbildung f: X — Y heist Hom6omorphismus, wenn sie stetig und bijektiv ist, und
die Umkehrabbildung f~! ebenfalls stetig ist.

Die Riume X und Y heilen homéomorph (in Zeichen: X 22 Y), wenn es zwischen ihnen
einen Homoomorphismus f: X — Y gibt.

Bemerkung 2.14.

(a)

(b)

Nach dem Stetigkeitskriterium aus Satz 2.4 (b) ist eine Abbildung f: X — Y zwischen to-
pologischen Rdumen genau dann ein Homdomorphismus, wenn sie bijektiv ist und unter f
sowohl Urbilder als auch Bilder (die man ja dann als Urbilder von f~! auffassen kann) offe-
ner Mengen wieder offen sind. Anders ausgedriickt ist f genau dann ein Homéomorphismus,
wenn f bijektiv ist und die offenen Mengen von X und Y eins zu eins aufeinander abbildet.
Da die offenen Mengen ja aber gerade das sind, was eine Topologie definiert, heif3t das also,
dass zwei topologische Riume genau dann homdomorph sind, wenn sie topologisch unun-
terscheidbar sind. Homdomorphe Riume werden daher auch oft als topologisch isomorph
oder topologisch dquivalent, Homdomorphismen als topologische Isomorphismen bezeich-
net. Sie spielen in der Topologie dieselbe Rolle wie z. B. in der Algebra die Isomorphismen
von Gruppen oder Vektorrdumen.

In der Definition eines Homoomorphismus ist die Bedingung, dass f~! ebenfalls stetig ist,
nicht iiberfliissig — im Gegensatz z. B. zur Theorie von Vektorrdumen, wo die Umkehrabbil-
dung eines bijektiven Homomorphismus ja stets automatisch wieder ein Homomorphismus
ist. Ein sehr einfaches Beispiel hierfiir ist die identische Abbildung f: R — R, x — x, wenn
wir den Startraum mit der diskreten und den Zielraum mit der indiskreten Topologie verse-
hen: Natiirlich ist f bijektiv und nach Beispiel 2.5 (a) stetig, aber da sich die offenen Mengen
im Start- und Zielraum nicht entsprechen, ist f kein Homdomorphismus.

Wir werden in Folgerung 4.14 allerdings noch ein einfaches hinreichendes Kriterium dafiir
kennenlernen, wann eine stetige bijektive Abbildung bereits ein Homoomorphismus ist.

Beispiel 2.15 (Beispiele homdomorpher Raume).

(a)

(b)

Die Abbildung f: R — (—%,7), x = arctanx wie im
Bild rechts ist bekanntlich bijektiv und stetig (in der
Standardtopologie), genau wie ihre Umkehrabbildung
f':(=%,%2) > R, x — tanx. Also ist f ein Homdomor-
phismus, d. h. R ist (mit der Standardtopologie) topologisch
dquivalent zum offenen Intervall (—%,%) — und analog na-

tiirlich auch zu jedem anderen offenen Intervall.

Wir schlielen daraus, dass die Topologie in diesem Sinne nicht zwischen ,,unterschiedlich
groBen* Rdumen unterscheiden kann, auch nicht zwischen solchen ,,mit endlicher und un-
endlicher Ausdehnung*.

Es seien || - || und || - || zwei Normen auf R" sowie
X={xeR":||x]|<1} und X' ={xeR":|x]/ <1}

die zugehorigen Einheitskugeln [G2, Definition 23.1]. Im Bild unten ist dies fiir die Maxi-
mumsnorm | - || = || - ||~ und die euklidische Norm || - ||" = || - ||> in der Ebene dargestellt,
so dass die beiden Einheitskugeln ein (abgeschlossenes) Quadrat bzw. ein (abgeschlossener)
Kreis sind [G2, Beispiel 23.3].
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X b'd XX

Wir betrachten nun die Abbildung

X=X, xes “i”’x fiir x 70,
’ 0 fiir x =0,

die jeden Vektor um einen variablen Faktor streckt. Sie erfiillt offensichtlich || f(x)|| = ||x||
fiir alle x € X. Daraus folgt sofort:

e Ausx€X,also |x|| <1, ergibt sich auch || f(x)||" < 1 und damit f(x) € X’. Also bildet
f wirklich wie behauptet X auf X’ ab.

e Die Abbildung f ist stetig: Bekanntlich kénnen wir dies mit dem &-§-Kriterium in
einer beliebigen Norm iiberpriifen, da alle Normen die Standardtopologie erzeugen
[G2, Bemerkung 24.5 (b)]. Insbesondere konnen wir im Start- und Zielraum auch
unterschiedliche Normen wihlen — in diesem Fall || - || im Startraum und || - ||’ im
Zielraum. Dann besagt die Gleichung || f(x)||" = ||x|| aber gerade || f(x)|" < € fiir alle
x € X mit ||x|| < & womit f in O stetig ist. Die Stetigkeit in den anderen Punkten folgt
natiirlich einfach daraus, dass Normen stetig sind [G2, Beispiel 24.3] und f dort somit
aus stetigen Funktionen zusammengesetzt ist.

[lx|I"

Da f offensichtlich bijektiv ist mit Umkehrabbildung f~': x — B ist £~ mit dem
gleichen Argument ebenfalls stetig. Also ist f ein Homdomorphismus, die beiden Einheits-
kugeln X und X’ sind (in der Standardtopologie) hom&omorph.

Wir konnen dieses Ergebnis so interpretieren, dass die Topologie ,,keine Formen oder Ecken
sieht*: Ein Quadrat ist z. B. topologisch dquivalent zu einem Kreis.

Aufgabe 2.16. Es seien D ein Dreieck und K ein (abgeschlossener) Kreis in R? mit der Standard-
topologie. Zeige, dass D und K homdomorph sind.

Beispiel 2.17 (Beispiele nicht-homdomorpher Raume).

(a)

(b)

Zwischen Q und Z gibt es zwar bijektive Abbildungen (da beides abzdhlbar unendliche
Mengen sind); als Teilmengen von R mit der Teilraumtopologie betrachtet sind sie jedoch
nicht hom&omorph, da Z die diskrete Topologie besitzt und Q nicht.

Man kann zeigen, dass die Topologie ,,Dimensionen unterscheiden kann*: So sind z. B. die
Raume R” fiir n € Ny alle topologisch verschieden, also paarweise nicht zueinander ho-
moomorph. Dies ist jedoch schon ein schwieriges Resultat der algebraischen Topologie, von
dem wir in dieser Vorlesung in den Beispielen 3.9 (a) und 8.18 nur die Spezialfille beweisen
konnen, dass R! und R? nicht zu den anderen R” homoomorph sind. Die Situation ist dabei
deutlich komplizierter als man zunichst annehmen wiirde: Dass z. B. R! nicht homéomorph
zu R? ist, liegt nicht etwa daran, dass R? zu grof3* ist, um mit einer stetigen Abbildung
durch R! ausgefiillt zu werden. Es gibt nimlich durchaus stetige und surjektive Abbildun-
gen von R! nach R?, wie wir gleich in Satz 2.18 und Aufgabe 2.19 (b) sehen werden. In
der Tat macht die Existenz derartig ,,wilder* stetiger Abbildungen einige Beweise in der
Topologie deutlich schwieriger, als man sich das wiinschen wiirde.

Satz 2.18 (Peano-Kurve). Es gibt eine stetige und surjektive Abbildung von I' = [0,1] C R nach
I? = [0, 1]2 C R2. Man bezeichnet eine solche Abbildung, also eine , flichenfiillende Kurve*, als
Peano-Kurve.
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Beweisskizze. Da die Peano-Kurven fiir uns eigentlich nur als ,,abschreckendes Beispiel* dienen,
werden wir den Beweis dieses Satzes hier nur skizzieren, so dass man die Idee hinter der Kon-
struktion erkennen kann. Die Details zu diesem Beweis konnt ihr in [G2, Satz 24.43] finden, ein
alternativer Beweis ergibt sich spiter mit den Methoden dieser Vorlesung in Aufgabe 4.28 (c).

Wir konstruieren die gesuchte stetige surjektive Funktion f: I' — I? als Grenzwert einer rekursiv
definierten Funktionenfolge (f,,) mit f,: I' — I”. Dabei ist fy einfach die Gerade

for I' = It (1,0),

die das Einheitsquadrat mit konstanter Geschwindigkeit von links unten nach rechts oben durchlauft.
Fiir die nichste Funktion f; teilen wir IZ in 9 gleich groBe Teilquadrate entlang der horizontalen und
vertikalen Linien bei % und %, und durchlaufen nun diese 9 Teilquadrate der Reihe nach entlang ihrer
Diagonalen wie im Bild unten dargestellt. Die Abbildung f; besteht also aus 9 Geradenstiicken, die
alle mit gleicher Geschwindigkeit durchlaufen werden — ihr Bild unten ist an den Ecken nur deswe-
gen abgerundet eingezeichnet, damit den Verlauf besser erkennen kann. Beachte, dass die zuriickge-
legte Strecke von f| dreimal so lang ist wie bei f und der Weg daher mit dreifacher Geschwindigkeit
durchlaufen wird.

1 o) =7

fo(0)

Jo

Die néchste Abbildung f> entsteht nun aus fi, indem wir wie im Bild oben jedes der 9 Geradenstiicke
von fi (z.B. das in dem dunkel eingezeichneten Teilquadrat) durch einen Weg ersetzen, der selbst
wieder wie f] aussieht. Entsprechend ersetzen wir dann jedes der Geradenstiicke von f> durch einen
Weg wie fi, um f3 zu erhalten. Setzen wir dieses Verfahren fort, so erhalten wir eine Folge von
Abbildungen f,,: I' — I%.

Man kann nun zeigen, dass der Grenzwert f(t) := lim, o f;,(¢) fiir alle # € I' existiert und die so
konstruierte Abbildung f: I' — I? stetig und surjektiv ist [G2, Satz 24.43]. O

Aufgabe 2.19. Konstruiere eine stetige surjektive Abbildung ...

(a) von I' nach I3;

(b) von R nach R2.

Bemerkung 2.20. Da homéomorphe Ridume als topologisch gleichwertig anzusehen sind, ist es
eines der wichtigsten Probleme der Topologie herauszufinden, ob zwei gegebene Raume X und Y
homoomorph sind oder nicht. Sind die Rdume homdomorph, so wird man dies in der Regel natiirlich
dadurch beweisen, dass man einen Homdomorphismus f: X — Y konkret angibt — so wie wir das
in Beispiel 2.15 getan haben. Wie aber zeigt man, dass zwei Rdume nicht homdomorph sind, also
dass es keinen Homdomorphismus zwischen ihnen geben kann? Die Idee ist hierbei, topologische
Eigenschaften zu suchen (also solche, die unter Homoomorphismen unveridndert bleiben), die bei
den beiden Rdumen verschieden sind. Was fiir Eigenschaften von Rdumen sind also derartige topo-
logische Eigenschaften? Wir haben in Beispiel 2.15 schon gesehen, dass die Grofe und eventuelle
,-Ecken des Raumes nicht dazu gehoren.

Wir betrachten dazu einmal die unten abgebildeten fiinf topologischen Riume (als Teilriume von R?
mit der Standardtopologie aufgefasst). Sie sind alle als ,,zweidimensionale Objekte* zu verstehen,
es handelt sich also jeweils nur um die Oberfliache der betrachteten Figuren.
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Diese Ridume sind in der Tat alle nicht homdomorph zueinander. Auch wenn wir dies momentan
noch nicht exakt beweisen konnen, sind die topologischen Eigenschaften, die bei diesen Riumen
verschieden sind, anschaulich leicht einzusehen: Die beiden Binder (a) und (b) haben im Gegensatz
zu den anderen drei Rdumen eine ,,Berandung®, und diese Berandung besteht beim gewohnlichen
Band (a) aus zwei unzusammenhingenden Kreislinien, wéihrend sie beim Mobiusband (b) aus nur
einer Kreislinie besteht (sieche auch Beispiel 5.9 (b)). Die Vereinigung (e) von zwei Kugeln ist im
Gegensatz zu den anderen Rdumen unzusammenhingend, und der Torus (d) hat im Gegensatz zur
Kugel (c) ein ,,Loch*.

Wir werden im Rest dieses Skripts noch viele derartige topologische Eigenschaften kennen lernen
und auch mathematisch exakt formulieren. Im néchsten Kapitel beginnen wir dabei mit dem Begriff
des Zusammenhangs, den wir gerade eben bei der Unterscheidung der im Bild oben dargestellten
Réume ja auch schon verwendet haben.




