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15. Vektorraume

In den letzten beiden Kapiteln haben wir ausfiihrlich die Losungsmengen linearer Gleichungssys-
teme untersucht — und dabei sowohl theoretische Ergebnisse iiber ihre Struktur bewiesen als auch
Verfahren fiir ihre Berechnung entwickelt. Dafiir hat es sich als praktisch erwiesen, die Sprache der
Vektoren in K™ bzw. Matrizen in K”*" (mit m,n € N) zu benutzen.

Wie schon in Bemerkung 13.6 erwéhnt ist der Begriff des Vektors in der Mathematik jedoch viel
allgemeiner. Analog zu Gruppen und Korpern in Abschnitt 3.A werden Vektoren nédmlich eigentlich
tiber die mit ihnen moglichen Rechenoperationen definiert: Wihrend es in einer Gruppe eine Ver-
kniipfung und in einem Ko6rper zwei Verkniipfungen ,,4+“ und ,,- *“ mit den erwarteten Eigenschaften
gibt (siehe Definition 3.1 und 3.5), sind es fiir Vektoren eine Addition und eine Skalarmultiplikation
mit Elementen eines fest gewéhlten Grundkorpers K. Die bisher betrachteten Vektoren in K™ (und
auch Matrizen) erlauben diese Rechenoperationen natiirlich wie in Definition 13.3, aber viele ande-
re Objekte auch: So konnen wir z. B. auch reelle Funktionen (punktweise) addieren und mit einer
reellen Zahl multiplizieren. In diesem Sinne konnen wir also auch solche Funktionen als Vektoren
bezeichnen, bzw. sie als Elemente eines sogenannten Vektorraums auffassen.

Der Vorteil dieses viel allgemeineren Vektorbegriffs liegt auf der Hand: Auf diese Art konnen wir
die Ergebnisse, die wir iiber Vektoren (also nur aus der Existenz einer Vektoraddition und Skalar-
multiplikation) herleiten konnen, in viel mehr Fillen anwenden. In der Tat ist die Untersuchung
allgemeiner Vektorrdaume, mit der wir jetzt beginnen wollen, das eigentliche Ziel der linearen Al-
gebra. Unsere Resultate der letzten beiden Kapitel werden uns helfen, zu den dabei eingefiihrten
theoretischen Konzepten auch gleich viele Beispiele betrachten und konkret berechnen zu konnen.

15.A Der Vektorraumbegriff

Wie oben schon erwéhnt wollen wir Vektoren iiber die Existenz einer Addition und Skalarmultipli-
kation definieren. Diese beiden Rechenoperationen sollen dabei natiirlich gewisse erwartete Eigen-
schaften erfiillen — und zwar genau die, die wir fiir Vektoren in K™ und Matrizen in K™*" in Lemma
13.5 bereits gesehen hatten:

Definition 15.1 (Vektorrdume). Es sei K ein Korper. Ein Vektorraum iiber K (oder K-Vektorraum)
ist eine Menge V zusammen mit zwei Verkniipfungen
+:V xV =V (Vektoraddition)
und - KxV —V (Skalarmultiplikation),

so dass gilt:

(a) (V,+) ist eine abelsche Gruppe (siehe Definition 3.1).
(b) (1. Distributivitit) Fiir alle A,y € Kundx € V gilt (A + ) - x=A-x+p-x.
(c) (2. Distributivitiit) Fiiralle A € Kund x,y € V gilt L - (x+y) =41 -x+ A4 -y.
(d) (Assoziativitit) Firalle A,y € Kundx €V gilt (A-p)-x=24- (1 -x).
(e) FurallexeV gilt1-x=ux.

Die Elemente von V heiflen Vektoren, die Elemente von K Skalare.

Bemerkung 15.2.

(a) Beachte, dass man einen Vektorraum nur dann definieren kann, wenn man vorher einen
Korper K gewihlt hat. Wenn klar ist, welcher Korper gemeint ist, werden wir jedoch auch
oft nur von einem Vektorraum (statt einem K-Vektorraum) sprechen.
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(b)

Wie wir es auch in den letzten beiden Kapiteln schon getan haben, haben wir in Defini-
tion 15.1 mehrfach die gleichen Symbole fiir unterschiedliche Dinge verwendet: Es gibt
z.B. zwei Additionen, die wir beide mit ,,+“ bezeichnet haben, ndmlich die Addition
+: K x K — K zweier Korperelemente und die Addition +: V xV — V der Vektoren. Da
man aus der Art der verkniipften Elemente eindeutig ablesen kann, um welche Verkniipfung
es sich handeln muss, konnen dadurch aber keine Mehrdeutigkeiten entstehen: So werden
z. B. beim ersten Pluszeichen in Definition 15.1 (b) zwei Skalare, beim zweiten jedoch zwei
Vektoren addiert. Nur wenn wir auch in der Notation explizit deutlich machen wollen, um
welche der beiden Verkniipfungen es sich handelt, schreiben wir diese als +x bzw. +y.
Analog gibt es auch die Multiplikation zweimal, einmal als Multiplikation - ¢ in K und ein-
mal als Skalarmultiplikation -y, und auch zweimal die Null, nimlich einmal als Null Og im
Korper K und einmal als Nullvektor Oy, d. h. als das neutrale Element von (V,+). In dieser
ausfiihrlichen Notation konnte man z. B. die Bedingung aus Definition 15.1 (b) als

A+gu) - vx=A-yx+yl-vx

schreiben. In der Regel werden wir diese Indizes K und V jedoch weglassen, genauso wie
die Malzeichen sowohl fiir - ¢ als auch fiir - .

Beispiel 15.3.

(a)

(b)

()

(d)

(e)

Fiir jeden Korper K ist V = {0} (mit den trivialen Verkniipfungen) ein K-Vektorraum, der
sogenannte Nullvektorraum.

Fiir alle m,n € N ist der Raum K™*" aller m x n-Matrizen iiber K nach Lemma 13.5 ein
K-Vektorraum. Insbesondere ist damit auch der Raum K™, dessen Elemente wir bisher als
Vektoren bezeichnet haben, ein Vektorraum. Unser neuer Vektorbegriff ist also eine Verall-
gemeinerung der vorldufigen Notation 13.2.

Auch mit dem neuen Vektorbegriff bleiben die Vektorrdaume K™ fiir m € N sicher die wich-
tigsten Beispiele fiir K-Vektorrdume; wir werden sie also auch in Zukunft weiterhin oft als
Beispiele betrachten. Im Fall m = 1 erhilt man daraus K I — K, also K selbst als K-Vektor-
raum; der Fall m = 0 wird konventionsgemi8 als der Nullvektorraum K° = {0} aufgefasst.

Sind V und W zwei K-Vektorrdume, so ist auch ihr Produkt V' x W mit komponentenweiser
Addition und Skalarmultiplikation ein K-Vektorraum — der Nachweis der Vektorraumeigen-
schaften ist analog zum bereits bekannten Spezialfall K> = K x K (siehe Lemma 13.5). Ge-
nauso sind natiirlich auch Produkte von mehr als zwei Vektorrdumen wieder ein Vektorraum.

Es seien K ein Korper und D eine Menge. Dann ist die Menge Abb(D,K) :={f: D — K}
aller Abbildungen von D nach K ein K-Vektorraum, indem wir Addition und Multiplikation
punktweise definieren als

(f+8)(x) = f(x) +g(x) und (Af)(x):=Af(x)
fir alle A € K, x € D und f,g: D — K. In der Tat haben wir in Aufgabe 3.12 (a) bereits
gesehen, dass Abb(D, K) eine abelsche Gruppe ist (der Nullvektor ist hierbei die Funktion,
die jedes Element von M auf O abbildet, und das zu einer Funktion f: D — K additive
Inverse die Funktion —f: D — K, x — — f(x)). Die anderen Vektorraumeigenschaften zeigt
man wieder analog.

Ein Spezialfall hiervon ist der Raum Abb(N,K), dessen Elemente f € Abb(N,K) wir in
Verallgemeinerung von (b) als ,,unendliche Folgen* (f(0), f(1), f(2),...) mit Elementen in
K schreiben konnen. Im Fall K = R sind dies gerade die in der Analysis betrachteten reellen
Zahlenfolgen.

Dariiber hinaus lisst sich auf die gleiche Art auch die Menge Abb(D, W) aller Abbildungen
von einer beliebigen Menge D in einen K-Vektorraum W zu einem Vektorraum machen.

Die reellen Zahlen R bilden einen Q- Vektorraum. In der Tat kann man reelle Zahlen addieren
und mit einer rationalen multiplizieren, und es ist klar, dass mit diesen Definitionen alle
Vektorraumeigenschaften gelten.
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Analog zum Fall von Gruppen und Korpern wollen wir auch hier zunéchst ein paar elementare
Eigenschaften von Vektorrdumen zeigen. Sie haben einen dhnlichen Charakter wie die Axiome in
Definition 15.1, folgen aber bereits aus diesen (so dass man sie nicht separat fordern muss).

Lemma 15.4 (Eigenschaften von Vektorrdumen). In jedem K-Vektorraum V gilt fiir alle A € K und
xeV:

(a) OK-)C:AwOV:OV.
(b) Ist A -x =0y, so ist A = Og oder x = Oy.
© (1) x=—x

Beweis.

(a) Der Beweis ist ganz analog zu dem von Lemma 3.8 (a): Wegen der 1. Distributivitidt aus
Definition 15.1 (b) gilt Og -x = (Ox + 0k ) - x = Og - x+ Ok - x, nach Subtraktion von O - x also
wie behauptet Oy = Ok - x. Analog zeigt man Oy = A - Oy mit Hilfe der 2. Distributivitét.

(b) Ist Ax =0y und A # O, so folgt

x=1-x (Definition 15.1 (e))
=1 2A)x
=2A"Y(Ax)  (Definition 15.1 (d))
=0y (Teil (a)).
(c) Esgilt
(=1)-x+x=(—1)-x+1-x (Definition 15.1 (e))
=(-141)-x (Definition 15.1 (b))
=0g-x=0y (Teil (a)),
also ist (—1) - x das additive Inverse zu x. O

Aufgabe 15.5. Es sei V ein K-Vektorraum.

Wenn wir das Vektorraumaxiom (e) ,,1 - x = x fiir alle x € V** in Definition 15.1 weglassen wiirden,
konnten wir versuchen, fiir ein gegebenes a € K eine geidnderte Skalarmultiplikation

AGOx:=Aax firalleAe€KundxeV

zu definieren. Fiir welche a wire (K", +,®) dann ein Vektorraum?

15.B Untervektorriume

Immer wenn man eine neue mathematische Struktur (wie z. B. Gruppen, Korper, oder jetzt hier die
Vektorrdume) einfiihrt, sollte man als Erstes zwei Dinge untersuchen:

e die sogenannten Unterstrukturen, d. h. Teilmengen, die selbst wieder die betrachtete Struktur
haben; und

e die sogenannten Morphismen, d. h. Abbildungen, die diese Struktur erhalten.

Wir haben dies in Abschnitt 3.A nur deswegen fiir Gruppen und Korper nicht getan, weil wir in die-
ser Vorlesung nur Vektorrdume, aber nicht Gruppen und Korper ausfiihrlich studieren wollen. Die-
jenigen von euch, die auch die Vorlesung ,,Algebraische Strukturen horen, haben dort aber sicher
schon z. B. Untergruppen und Morphismen von Gruppen untersucht — und werden jetzt feststellen,
dass sich Untervektorrdume und Morphismen von Vektorrdumen, die wir nun studieren wollen, in
vielen Aspekten sehr dhnlich verhalten.

Wir beginnen dabei mit den Untervektorrdumen, durch die wir gleichzeitig auch sehr viele neue Bei-
spiele von Vektorrdaumen erhalten. Morphismen werden wir danach in Abschnitt 15.C untersuchen.
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Definition 15.6 (Untervektorrdume). Es sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K. Eine Teilmenge
U C V heiit Untervektorraum oder Unterraum von V, in Zeichen U <V, wenn ,,U mit den
Verkniipfungen in V selbst wieder ein Vektorraum ist“, d.h. wenn gilt:

(a) Fiir alle x,y € U und A € K gilt auch x+y € U und Ax € U (d. h. die Addition und Skalar-
multiplikation in V lassen sich auf U einschrinken).

(b) U ist mit diesen eingeschrinkten Verkniipfungen selbst ein K-Vektorraum.

Man sagt fiir (a) auch, dass U beziiglich der Vektoraddition und Skalarmultiplikation abgeschlossen
ist. Beachte, dass diese Bedingung notwendig ist, um (b) iiberhaupt formulieren zu kénnen, weil wir
sonst ja gar keine Verkniipfungen auf U hitten.

Da das Nachpriifen der vielen Vektorraumaxiome in Definition 15.1 in der Praxis natiirlich sehr
aufwendig ist, sieht es vielleicht so aus, als ob das Nachpriifen der Unterraumeigenschaft (b) genauso
aufwendig ist. Gliicklicherweise ist dies jedoch nicht so: Wir wollen jetzt zeigen, dass sich praktisch
alle Vektorraumaxiome von V direkt auf U iibertragen, so dass man fast nur die Abgeschlossenheit
in (a) nachpriifen muss.

Satz 15.7 (Unterraumkriterium). Eine Teilmenge U eines K-Vektorraums V ist genau dann ein
Unterraum von V, wenn gilt:

(a) Fiirallex,y € U und A € K gilt auchx+y € U und Ax € U.

(b) U #£0.
Beweis. Da die Abgeschlossenheit (a) iq'Deﬁnition 15.6 und Satz 15.7 dieselbe Bedingung ist, miis-
sen wir nur unter dieser Bedingung die Aquivalenz der Eigenschaften (b) iiberpriifen.
.= Ist U ein Vektorraum, so enthilt U natiirlich den Nullvektor und ist damit nicht leer.
»<" Es sei nun U # 0. Wir miissen die Vektorraumaxiome fiir U iiberpriifen.

e Assoziativitiit der Vektoraddition: Weil V ein Vektorraum ist, gilt (x+y) +z=x+ (y+2z)

fiir alle x,y,z € V und damit erst recht fiir alle x,y,z € U. Die Assoziativitit der Addition
iibertrdgt sich also direkt von V auf U.

e Additives neutrales Element: Nach Voraussetzung gibt es ein Element x € U. Damit ist nach
der Abgeschlossenheit der Skalarmultiplikation auch 0 = 0-x € U, und fiir diesen Nullvektor
gilt natiirlich x4+ 0 = 0 +x = x fiir alle x € U (denn dies gilt ja sogar fiir alle x € V).

o Additive inverse Elemente: Fiir jedes x € U ist wegen der Abgeschlossenheit der Skalarmul-
tiplikation auch (—1)-x € U, und dies ist nach Lemma 15.4 (c) genau das additive inverse
Element zu x.

Also ist (U,+) schon einmal eine Gruppe. Die iibrigen Axiome (also die Kommutativitit der Vek-
toraddition und die Bedingungen (b) bis (e) aus Definition 15.1) sind aber alle von der Form, dass
fuir alle Vektoren aus U eine bestimmte Gleichung gelten muss — und dies folgt nun genauso wie die
Assoziativitit oben sofort daraus, dass diese Gleichungen sogar fiir alle Vektoren aus V gelten. [

Bemerkung 15.8. Wie wir im Beweis von Satz 15.7 schon gesehen haben, muss jeder Unterraum
U eines Vektorraums V den Nullvektor enthalten: Wegen U # @ gibt es ein x € U, und aus der
Abgeschlossenheit der Skalarmultiplikation folgt dann auch0=0-x € U.

Die Bedingung U # 0 in Satz 15.7 (b) ist also dquivalent zu 0 € U.

Beispiel 15.9.

(a) Fiir jeden Vektorraum V sind der Nullvektorraum {0} C V und der gesamte Raum V C V
natiirlich stets Unterrdume von V. Sie werden die trivialen Unterriume von V genannt.

(b) Fiir alle m,n € N und gegebene Vektoren xi,...,x, € K™ ist die Menge Lin(xy,...,x,) aller
ihrer Linearkombinationen ein Unterraum von K™: Sind ndamlich

x=Ax;+--+Ax, und y:j,lxl—l—---—&—i,,xn
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solche Linearkombinationen und A € K, so sind auch

x4+y=M+A)x+ -+ A +A)x, und Ax= (AA)x;+---+ (A,)x,

in Lin(x1,...,x,). AuBerdem ist diese Menge nicht leer, da sie natiirlich (konventionsgemi$
auch fiir n = 0) den Nullvektor enthélt. Damit ist Lin(xy,...,x,) nach Satz 15.7 ein Unter-
raum von K™. Man nennt ihn den von x1, ..., x, erzeugten oder aufgespannten Unterraum
von K™,

Insbesondere gilt damit ImA < K™ und KerA < K" fiir jede Matrix A € K™*", da Bild und
Kern einer Matrix nach Definition 14.27 (a) bzw. Satz 14.33 (a) eine solche Darstellung als
Menge aller Linearkombinationen bestimmter Vektoren besitzen.

Fiir A € K" und b € K™ betrachten wir die Losungsmenge L(A,b) C K" des linearen
Gleichungssystems Ax = b:

e Fiir b =01ist L(A,0) = KerA nach (b) ein Unterraum.

e Fiir b # 0 dagegen ist L(A, b) nach Bemerkung 15.8 niemals ein Unterraum, denn dann
giltja0 ¢ L(A,b) wegen A-0=0#b.

In der Tat ist die Losungsmenge — sofern sie nicht leer ist — dann nach Satz 14.33 (c)
von der Form v+ KerA fiir ein v € K" und damit ein verschobener Unterraum. Manch-
mal wird eine solche Menge in der Literatur auch als affiner Unterraum bezeichnet.

Als konkretes Beispiel konnen wir eine Matrix A = (a; a3) € R'*? vom Rang 1 (d.h. A # 0)
wihlen. Dann ist wie im Bild unten der Unterraum

U :=KerA = {x € R?: aixy +axxy = O}

(wobei x| und x, die Koordinaten von x bezeichnen) eine Ursprungsgerade, wihrend fiir ein
b € R\{0} die Gerade

U :=L(A,b) = {x € R* 1 a1x; +ayxy = b}

nicht durch den Ursprung liduft und damit kein Unterraum ist. Auch eine Vereinigung von
zwei Ursprungsgeraden wie z. B.

Us = {x€R2 :xp =0 oder x; —x, =0}

ist kein Unterraum, denn hier ist z. B. wegen

(5)ets wa (})ewn awer (3)+(})=(F)¢w

die Abgeschlossenheit der Vektoraddition nicht erfiillt.
X X2 X2

U, /U2
Us

X1 // X1 X1

()rmmmaf () remmnnp {(3) o =o)

Beachte, dass man hier nicht nur an den Rechnungen, sondern auch an den Bildern oben
schon sehen kann, ob die gegebenen Teilmengen abgeschlossen beziiglich Vektoraddition
und Skalarmultiplikation, also ob sie Untervektorrdume sind.




64 (Version B) Andreas Gathmann

(d) Eine quadratische Matrix A € K"*" heiBt symmetrisch, wenn AT = A, also a; ; = a; ; fiir alle
i,j €{l,...,n} gilt. Mit dieser Definition ist die Teilmenge
U:={A € K™": Aist symmetrisch}
aller symmetrischen Matrizen ein Unterraum von K"*": Es ist 0 € U, und fiir alle A,B € U
(also AT=AundB" = B)und A € K gilt nach Lemma 13.7

(A+B)T=AT+B"=A+B und (AA)T =A(AT) = A4,
alsoA+BeUund AA € U.

(e) Fir eine gegebene Teilmenge D C R ist die Teilmenge U C Abb(D,R) aller Polynomfunk-
tionen f: D — R ein Unterraum des Vektorraums Abb(D,R) aus Beispiel 15.3 (d), denn mit
f und g sind auch f + g und Af fiir alle A € R Polynomfunktionen. Genauso ist fiir festes
k € N auch die Menge aller Polynomfunktionen vom Grad hochstens k ein Unterraum von

Abb(D,R).
Aufgabe 15.10. Welche der folgenden Teilmengen sind Unterriume von R3?
a—>5 a—>5
U = b—5]:abeR,, U, = b—5 | :a,beRx
a—>b a—>b

Aufgabe 15.11. Es seien U und U, Unterrdume eines K-Vektorraums V. Zeige, dass U; UU, genau
dann ein Unterraum von V ist, wenn U; C U, oder U, C Uj.

Im Fall des Vektorraums K™ konnen wir in der Tat sogar zeigen, dass jeder Unterraum die Form wie
in Beispiel 15.3 (b) hat, also von endlich vielen Vektoren erzeugt werden kann — und zwar sogar von
linear unabhéngigen:

Satz 15.12 (Unterrdume von K™). Jeder Unterraum U < K™ kann als U = Lin(xy, ... ,x,) fiir linear
unabhdingige Vektoren xy,...,x, € K™ mit n € N geschrieben werden.

Beweis. Angenommen, es gibe einen Unterraum U < K™, der nicht auf diese Art geschrieben
werden kann. Wir konnten dann wie folgt rekursiv beliebig viele linear unabhingige Vektoren
X1,X2,X3,... in U konstruieren:

Sind linear unabhéngige xi,...,x, € U fiir ein n € N bereits konstruiert, so gilt wegen der Abge-
schlossenheit von U zunidchst einmal auch Lin(xy,...,x,) C U. Nach unserer Annahme kann aber
nicht U = Lin(xy,...,x,) gelten, also gibt es ein x,.; € U\Lin(xy,...,x,). Dann sind aber auch
X1,...,X%,11 linear unabhingig: Sind namlich Ay,..., A, € K mit

Alxl‘|""ln+lxn+l =0 = lthlxnwtl =—Aix; — - — Xy ELin(xl,...,xn),
so folgt wegen x,1| ¢ Lin(xj,...,x,) zunichst A, = 0, und wegen der linearen Unabhingigkeit
von xi,...,x, dannauch A; =--- =24, =0.

Auf diese Art kdnnten wir also beliebig viele linear unabhiingige Vektoren in U finden — was natiir-
lich ein Widerspruch ist, da in K™ nach Folgerung 14.38 (b) hochstens m Vektoren linear unabhéngig
sein konnen. O

Bemerkung 15.13 (Berechnung von Unterrdumen von K™). Wenn wir im Folgenden sagen, dass
wir einen Unterraum von K™ berechnen wollen, meinen wir damit, ihn so darzustellen wie in Satz
15.12 —also linear unabhiingige Vektoren zu bestimmen, die ihn erzeugen (beachte dabei, dass solche
Erzeuger natiirlich nicht eindeutig bestimmt sind, denn es ist ja z. B. Lin(e;) = Lin(2e; )).

Fiir alle in Beispiel 15.9 (b) erwidhnten Unterrdume konnen wir dies leicht durchfiihren:
(a) Ist der Unterraum gegeben als Lin(xj,...,x,) mit nicht notwendig linear unabhingigen

X1,...,Xp, SO konnen wir aus diesen Vektoren mit Folgerung 14.39 (a) linear unabhédngige
Erzeuger auswihlen.

(b) Ist der Unterraum gegeben als Bild einer Matrix A = (x| --- |x,) € K™, so kénnen wir
wegen ImA = Lin(xy,...,x,) genauso vorgehen.
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(c) Ist der Unterraum gegeben als Kern einer Matrix, so liefert Satz 14.33 (a) sofort die ge-
wiinschte Darstellung.

Dariiber hinaus haben wir in Aufgabe 14.44 gesehen, dass wir auch umgekehrt einen Un-
terraum der Form Lin(x1,...,x,) von K™ — nach Satz 15.12 also jeden Unterraum — immer
als Kern einer Matrix A schreiben konnen. Dies liefert eine alternative Art der Darstellung
beliebiger Unterrdume von K™, nimlich durch definierende Gleichungen {x € K™ : Ax = 0}
statt durch erzeugende Vektoren {x = A;x; +- -+ A,x, 1 A1,..., A, € K}. Fiir konkrete Rech-
nungen mit Unterrdumen kann jeweils die eine oder andere Darstellung besser geeignet sein.

Wir wollen nun sehen, wie man aus mehreren Unterrdumen eines Vektorraums neue Unterrdume
konstruieren kann. Eine Moglichkeit besteht dabei einfach darin, ihren Durchschnitt zu bilden. Im
Gegensatz dazu ist ihre Vereinigung nach Beispiel 15.9 (c) zwar in der Regel kein Unterraum; es gibt
aber trotzdem eine Moglichkeit, aus ihnen einen neuen zu erzeugen, der sie enthilt — die korrekte
Konstruktion hierfiir ist nur nicht die Vereinigung, sondern die sogenannte Summe von Unterrdumen.

Lemma 15.14 (Durchschnitt und Summe von Unterrdumen). Es seien U, und U, Unterriume eines
Vektorraums V. Dann gilt:

(a) Der Durchschnitt Uy N\U, ist ebenfalls ein Unterraum von'V.
(b) Die Summe U, + U, := {x1 +x2 : x1 € U, x2 € Uy} ist ebenfalls ein Unterraum von V.

Analog gilt dies auch fiir Durchschnitte Uy N --- N U, und Summen Uy + - - - + U, von mehr als zwei
Unterriumen.

Beweis. Wir tiberpriifen jeweils das Unterraumkriterium aus Satz 15.7. Beachte dabei zunichst, dass
der Nullvektor nach Bemerkung 15.8 sowohl in U als auch in U, liegt, und damit auch in U; NU,
und U; + U,. Wir miissen also nur noch die Abgeschlossenheit zeigen.

(a) Es seien A € K und x,y € Uy NUy, also x,y € U und x,y € U,. Da Uy und U, Unterrdume
sind, liegen damit sowohl x + y als auch Ax in U; und Uy, d. h. in U; NU;.

(b) Es seien A € K und x,y € Uy + U,, also x = x; +x, und y = y; + y mit x1,y; € U; und
X2,y2 € U,. Dann gilt wegen der Abgeschlossenheit von U; und U,

x+y=x1+x2+y1+y2 = (x1 +y1) + (2 +y2) €Uy + U3,
—_——— ——

el cly
und analog auch
lx:l(x1+x2)=kx1+lx2 c U+ U,. O

—~ —~~

el 1003
Beispiel 15.15. Fiir die Unterrdume

Uy =Lin(e;) und U, =Lin(ey) X3
von R ist ihr Durchschnitt natiirlich gleich U; NU, = {0}, v, V27 X
und ihre Summe wie im Bild rechts dargestellt die (x;,x)- \
X

Ebene |
Uy +Us = Lin(ey, 2). /

Aber auch fiir beliebige Unterrdume von K™ kénnen wir ih- Ui+ U
ren Durchschnitt und ihre Summe mit unseren Methoden ! 2
aus Kapitel 14 konkret berechnen:

Algorithmus 15.16 (Berechnung von Durchschnitten und Summen in K™). Es seien U; und U,
zwei Unterrdume von K™, die wir nach Satz 15.12 als Uy = Lin(xy,...,x¢) und U, = Lin(yy,...,y;)
schreiben konnen. Die gewihlten Erzeuger miissen dabei im Folgenden nicht linear unabhingig sein.
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(@)

(b)

©

Die Vektoren im Schnitt U1 N U, erhilt man offensichtlich durch Gleichsetzen
Axy 4 Xy = — iy — - — iy )]
der Elemente von U und U,, und damit durch Auflésen des linearen Gleichungssystems
Axy - A+ iy + -+ gy =0 (@)

(die Vorzeichen spielen hierbei keine Rolle, da mit y € U, auch —y € U, liegt, und sind
daher so gewihlt, dass sie sich im resultierenden Gleichungssystem wegheben). Die sich als
Losung ergebenden Werte fiir Ay, ..., 4, kénnen dann in die linke Seite von (1) eingesetzt
werden und liefern die gesuchten Vektoren im Schnitt.

Als konkretes Beispiel betrachten wir die Unterrdume

1 0 0 1
U=Lin|[|0],[1 und Up=Lin| [1],]1
0 1 3

von R3. Der Ansatz (2) fiihrt zum folgenden Gleichungssystem in Ay, A2, [, Uo:

I 00 1\zmmnssn /1 00 1\ z2nmszxn/f|1 00 1
01 1 1 — 01 1 1 —_— 0|1 0 -1
01 2 3 0 0 1 2 0O 0|1 2

Der Losungsraum dieses Gleichungssystems wird also (z. B. nach Bemerkung 14.34 (a)) von
(A1, A2, 1, 42) = (1,—1,2,—1) erzeugt. Einsetzen von A; und 2, (oder alternativ y; und up)
in (1) zeigt also, dass U; N U, erzeugt wird von

1 0 1
Mxi+Axn=1-1{0]-1-11]|=| -1
0 1 —1

Sind die Unterrdaume dagegen wie in Bemerkung 15.13 (c) als Kerne von Matrizen
Uy =KerA; ={x€K":Ajx=0} und U, =KerA; ={xe€K":Ax=0}

gegeben, so konnen wir ihren Durchschnitt offensichtlich sofort hinschreiben als

U]ﬁUQZ{XEKmIA1x=A2x=0}=KeI'(3] )
2

Die Summe U; + U, ist nach Definition natiirlich gegeben durch die Linearkombinationen
aller Erzeuger zusammen; es gilt also

U+ Uy =Lin(x1,. .., Xk, Y15, )1)-

Beachte dabei, dass die Vektoren x, ..., x,y1,. ..,y nicht zusammen linear unabhingig sein
miissen — wenn linear unabhéngige Erzeuger gesucht sind, miissen wir hierauf noch das
Verfahren aus Bemerkung 15.13 (a) anwenden.

Aufgabe 15.17. Es seien

Uy ={f:R—=R: f(—x) = f(x) fiir alle x € R}
und U, ={f: R—=R: f(—x) = —f(x) fir alle x € R}

in Abb(R,R) die Mengen aller sogenannten geraden bzw. ungeraden Funktionen. Man zeige:

()
(b)

U, und U, sind Unterrdume von Abb(R,R).
Unu, = {0} und Uy + U, = Abb(R,R).
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15.C Lineare Abbildungen

Wie schon am Anfang des letzten Abschnitts angekiindigt, wollen wir uns nun mit Abbildungen
zwischen Vektorrdumen beschiftigen, die mit der Vektorraumstruktur vertrdglich sind.

Definition 15.18 (Lineare Abbildungen bzw. Morphismen). Es seien V und W zwei Vektorrdume
tiber demselben Grundkorper K. Man nennt eine Abbildung f: V — W eine lineare Abbildung oder
Morphismus (oder (Vektorraum-)Homomorphismus), wenn fiir alle x,y € V und A € K gilt, dass

fx+y)=fx)+f() (.f ist vertriglich mit der Vektoraddition®)
und F(Ax) =Af(x) (.f ist vertrdglich mit der Skalarmultiplikation®).

Die Menge aller solchen Morphismen mit Startraum V und Zielraum W wird mit Homg (V, W) be-

zeichnet (oder auch nur mit Hom(V, W), wenn der Grundkorper aus dem Zusammenhang klar ist).
X1 X1

Ist V = K", so schreiben wir statt f : der Einfachheit halber oft nur f
Xn Xn

Bemerkung 15.19. Setzt man x = 0 und A = 0 in Definition 15.18 ein, so erhilt man sofort, dass

f(0) = 0 fiir jeden Morphismus f: V — W gilt. Fiir ein festes a € V\ {0} ist also z. B. die Verschie-
beabbildung f: V — V, x — x+a wegen f(0) = a # 0 nie ein Morphismus.

Beispiel 15.20.

(a) Fiir beliebige K-Vektorraume V und W ist die Nullabbildung f: V — W, x +— 0 natiirlich
immer ein Morphismus.

(b) Fiir eine Matrix A € K™*" bezeichnen wir mit f4 die Abbildung
fa: K" x K™, x+— Ax.
Sie ist ein Morphismus, denn fiir alle x,y € K" und A € K gilt
Jalx+y) =A(x+y) =Ax+Ay = fa(x)+ fa(y) und  fa(Ax) =A(Ax) = A(Ax) = A fa(x)
(wie wir bereits in Bemerkung 13.12 festgestellt hatten).

Konkret erhalten wir z. B. fiir die Matrix

A= (0 1) € R?2  die lineare Abbildung  f4: R? — R2, (’“) - (”) .
1 0 X2 X1

Geometrisch beschreibt sie wie im Bild unten links eine Vierteldrehung um den Ursprung.
An den anderen beiden Bildern kann man die Morphismuseigenschaft auch gut anschaulich
ablesen: Im mittleren Bild ist z. B. das gepunktete Parallelogramm aus der Drehung des
gestrichelten entstanden, und der duflerste Punkt ergibt sich damit sowohl durch Addition der
Punkte f(x) und f(y) als auch durch Drehung von x+y, d. h. es ist f(x) + f(y) = f(x+ ).
Entsprechendes gilt fiir die Skalarmultiplikation im rechten Bild.

X+yh= f(x)+
...... e A
LT Do A
: ® x+y . Ax
2 X ) -0 “of (%) .-®
-7 Y J X -
,’// :x2 ‘// _..’_x ,’.

X1

Anschaulich ist damit auch schon erkennbar, dass Drehungen um andere Winkel (um den
Ursprung) ebenfalls Morphismen sein sollten. Wir werden solche allgemeinen Drehungen
spéter in Beispiel ?? und Abschnitt ?? untersuchen.

35
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(c) Die Abbildung
f:R? SR, (2) X} 4 x)

ist nicht linear, denn es ist z. B.

1(0) (o) === (5)=r((0) <))

emma 13.7 besagt genau, dass fiir alle m,n € N die Transposition von Matrizen
d L 13.7 besagt g dass fiir all N die Transpositi Matri
frE™" = KA AT
eine lineare Abbildung ist.

(e) Es sei V < Abb(R,R) der Vektorraum aller reellen Polynomfunktionen aus Beispiel 15.9
(e). Wir betrachten die Abbildung f: V —V, ¢ — ¢, die jedem Polynom ¢: x— Y} _, agx*
seine Ableitung

n
Qx> Z kakxkfl (%)
k=1
zuordnet.

Wenn ihr die Ableitung bereits aus der Analysis kennt, wisst ihr aus den Regeln in Beispiel
?? 2?2 schon, dass die Ableitung eines Polynoms durch (x) gegeben ist, und dass f eine linea-
re Abbildung ist, da nach Satz ?? ?? und Beispiel ?? ?? fiir alle differenzierbaren Funktionen
¢ und ¥ sowie A € R sowohl (¢ + )" = @'+ ' als auch (A¢) = A¢’ gilt.

Wenn ihr die Ableitung aus der Analysis noch nicht kennt, konnt ihr () fiir die Zwecke
der linearen Algebra einfach als Definition der Ableitung eines Polynoms ansehen. Man
rechnet dann schnell nach, dass f wirklich eine lineare Abbildung ist: Fiir zwei Polynome
@(x) = X1y ax* und y(x) = Y4, bix* (wobei n der groBere der beiden Grade ist, so dass
sowohl ¢ als auch W so geschrieben werden konnen) sowie A € R ist

(p+v) (x Zk (ag +by)x Zkakxk 1—|—Zkbkxk = o'(x)+ v/ (x)
=
und Z (Aap)x*' =2 Z kap =t =1 (x).
k=1 k=1

Sind der Startraum K" und der Zielraum K™ fiir gewisse m,n € N, so ist die Situation dhnlich wie
bei Unterrdumen in Satz 15.12 wieder deutlich schoner: In diesem Fall wollen wir jetzt zeigen, dass
jeder Morphismus f: K" — K™ von der Form f; wie in Beispiel 15.20 (b) ist — und zwar sogar
mit einer eindeutig bestimmten Matrix A € K™*". In diesem Sinne sind lineare Abbildungen von K"
nach K™ und Matrizen in K™*" also ,,im Prinzip dasselbe* — wir werden dies in Lemma 15.35 noch
genauer formulieren.

Satz und Definition 15.21 (Lineare Abbildungen K" — K™ und Abbildungsmatrizen). Zu jeder
linearen Abbildung f: K" — K™ gibt es genau eine Matrix A € K™*" mit f = fx wie in Beispiel
15.20 (b), also mit

f(x)=Ax fiirallex € K",
néimlich A = (f(e1) | -+ | f(en)). Wir nennen sie die Abbildungsmatrix von f und bezeichnen sie
mit Af.

Beweis. Die geforderte Bedingung legt nach Beispiel 13.10 (d) fiir alle j = 1,...,n die j-te Spalte
von A fest zu Aej = f(e;). Damit ist A eindeutig bestimmt als (f(e;) | --- | f(en)). Da f linear
ist, folgt aus dieser Beziehung fiir die Einheitsvektoren aber auch fiir alle x € K" mit Koordinaten
X1y.--5Xn

f(x)=flxie1+---+x4en) =x1f(e1) + - +xnf(en) = x14€1 + - - + x,Ae, = Ax. O



15. Vektorrdume (Version B) 69

Aufgabe 15.22. Untersuche in den Féllen K = R und K = Z;, fiir welche a,b,c € K die Abbildung

2
f: K> — K>, (xl) > <ax2+bx2>
X2 CX1X2

linear ist.
1 1 3

Aufgabe 15.23. Wir betrachten die Vektoren x; = | 2 |, xo =3 |,x3= |1 | in R3 sowie
3 4 5

yi = <§>,y2 = (?),% = (i) in R2. Man zeige:

e Es gibt einen Morphismus f: R? — R mit f(x;) = ¢; fiir alle i € {1,2,3}.
e Es gibt einen Morphismus g: R* — R? mit g(x;) = y; fiir alle i € {1,2,3}.

(Die Morphismen miissen nicht explizit angegeben werden.)

Wir wollen nun einige elementare Eigenschaften von Morphismen zeigen und beginnen damit, dass
Bilder und Urbilder (im Sinne von Definition 2.11) von Unterrdumen unter Morphismen immer
wieder Unterrdume sind.

Lemma 15.24 (Bilder und Urbilder von Unterrdumen). Es sei f: V — W eine lineare Abbildung.
Dann gilt:
(a) Ist U ein Unterraum von 'V, so ist f(U) ein Unterraum von W.

(b) Ist U ein Unterraum von W, so ist f~'(U) ein Unterraum von V.
Beweis. Wir miissen das Unterraumkriterium aus Satz 15.7 iiberpriifen.

(a) Wegen 0 € U ist nach Bemerkung 15.8 zunichst 0 = f(0) € f(U), also ist f(U) # 0. Wir
zeigen nun die Abgeschlossenheit von f(U) beziiglich der Vektoraddition. Es seien dazu
x,y € f(U),d.h. x= f(u) und y = f(v) fiir gewisse u,v € U. Dann ist auch u+v € U, und
damit folgt x+y = f(u) + f(v) = f(u+v) € f(U).

Genauso zeigt man die Abgeschlossenheit unter der Skalarmultiplikation.

(b) Wegen f£(0) =0 € U ist zunichst einmal 0 € f~1(U), d. h. esist £~ (U) # 0. Wir zeigen jetzt
die Abgeschlossenheit von f~!(U) unter der Vektoraddition. Dazu seien x,y € f~!(U), d. h.
x,y €V mit f(x), f(y) € U. Dann ist auch f(x+y) = f(x) + f(y) €U, alsox+y € f~1(U).

Analog ergibt sich die Abgeschlossenheit unter der Skalarmultiplikation. g

Die wichtigsten Spezialfille dieses Lemmas sind die folgenden, die wir im Zusammenhang mit
Matrizen schon kennengelernt hatten:

Definition 15.25 (Bild und Kern eines Morphismus). Es sei f: V — W ein lineare Abbildung von
K-Vektorraumen.

(a) Die Menge Im f := f(V) = {f(x) : x € V} heiBt das Bild von f.
(b) Die Menge Ker f := f~1({0}) = {x € V : f(x) = 0} heiBt der Kern von f.
Nach Lemma 15.24 gilt offensichtlich Im f < W und Ker f < V.

Beispiel 15.26. Im Fall V = K" und W = K™ sind Bild und Kern eines Morphismus f: K" — K™
dasselbe wie Bild und Kern der zugehérigen Abbildungsmatrix A := Ay aus Definition 15.21: Da f
von der Form f(x) = Ax ist, ist nach Definition 14.25

ImA={Ax:xe K"} ={f(x):x€ K"} =Imf
und KerA={xeK":Ax=0}={x€K": f(x) =0} =Kerf.

Offensichtlich ist eine lineare Abbildung f: V — W nach Definition genau dann surjektiv, wenn
Im f = W. Wir wollen jetzt ein analoges Kriterium auch fiir die Injektivitit zeigen.
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Lemma 15.27. Eine lineare Abbildung f: V — W ist genau dann injektiv, wenn Ker f = {0}.

Beweis.

= Ist f injektiv, so hat der Nullvektor hchstens ein Urbild unter f. Wegen f(0) = 0 ist das
Urbild des Nullvektors also genau der Nullvektor, d. h. es ist Ker f = {0}.

<= Es sei Ker f = {0}. Weiterhin seien x,y € V mit f(x) = f(y). Wegen der Linearitit von f
gilt dann f(x—y) = f(x) — f(y) =0, mit Ker f = {0} also x — y = 0. Damit folgt x =y, d. h.
f ist injektiv. 0

Lemma 15.28 (Umkehrabbildungen und Verkettungen). Es sei f: V — W ein Morphismus von
K-Vektorrdumen. Dann gilt:

(a) Ist f bijektiv, so ist auch die Umkehrabbildung f~" ein Morphismus.
(b) Ist g: W — Z ein weiterer Morphismus von K-Vektorrdumen, so ist auch go f:V — Z ein
Morphismus.
Beweis.
(a) Es seienx,y € W; wir setzen u = f~'(x) und v = f~!(y), also x = f(u) und y = f(v). Dann
gilt
Sy = N (W) + £(v)
= (fu+v)) (f ist ein Morphismus)
=u+v (f'ist Umkehrabbildung von f)
=@+
Analog zeigt man die Vertrdglichkeit mit der Skalarmultiplikation.
(b) Firx,yeV gilt
g(f(x+y)) =g(f(x)+f(y))  (fistein Morphismus)
=8(f(x)) +8(f(y)) (g istein Morphismus).
Genauso ergibt sich die Vertriglichkeit mit der Skalarmultiplikation. d

Im Fall von Vektorrdumen der Form K" lassen sich die Ergebnisse aus Lemma 15.27 und 15.28 wie
erwartet auch wieder in die Sprache der Matrizen iibersetzen:

Folgerung 15.29. Es seien f: K" — K™ ein Morphismus und A := Ay € K™ " seine Abbildungs-
matrix. Dann gilt:

(a) Die Abbildung f ist genau dann injektiv, wenn tkA = n.
Die Abbildung f ist genau dann surjektiv, wenn tkA = m.

Insbesondere ist f also genau dann bijektiv, wenn A quadratisch und invertierbar ist. In
diesem Fall ist die Umkehrabbildung f~' der Morphismus mit Abbildungsmatrix A=,

(b) Ist g: K™ — KP ein weiterer Morphismus, so ist
Agof =Ag Ay,
d. h. die Verkettung von Morphismen entspricht der Multiplikation der zugehorigen Abbil-
dungsmatrizen.
Beweis.

(a) Da f gegeben ist durch f(x) = Ax fiir alle x € K", ist dies genau die Aussage iiber die
universelle Losbarkeit des Gleichungssystems Ax = b aus Folgerung 14.36 bzw. Bemerkung
14.37.
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(b) Mit B = A, gilt fiir alle x € K"

(g0f)(x) = g(f(x)) = B(Ax) = (BA)x,
d.h. BA = A, - Ay ist die Abbildungsmatrix von go f. U

Aufgabe 15.30. Man zeige: Sind f,g: V — W zwei lineare Abbildungen, so gilt
(a) KerfNKerg < Ker(f+g);
(b) Im(f+g) <Imjf+Img.

Weiterhin gebe man in beiden Fillen ein Beispiel an, das zeigt, dass man im Allgemeinen nicht ,,<*
durch ,,=* ersetzen kann.

Aufgabe 15.31. Es sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen K-Vektorrdaumen. Ferner sei U
ein Unterraum von V mit U NKer f = {0} und U +Ker f = V.

Zeige, dass die Abbildung f|y: U — Im f bijektiv ist.

Aufgabe 15.32. Fiir ein gegebenes n € N- g sei V < Abb(R,R) der Unterraum aller Polynomfunk-
tionen vom Grad kleiner als n. Zeige, dass die Abbildung

[V =R, 0 (9(1),...,0(n).
linear ist, und bestimme Kern und Bild von f.

Wie wir nun zum Abschluss dieses Kapitels noch sehen wollen, haben bijektive Morphismen wie in
Lemma 15.28 (a) in der Praxis eine besondere Bedeutung. Sie haben daher auch einen besonderen
Namen:

Definition 15.33 (Isomorphismen). Es seien V und W zwei K-Vektorrdume.

(a) Einen bijektiven Morphismus f: V — W (der nach Lemma 15.28 (a) also einen Umkehr-
morphismus f 1 W = V besitzt) bezeichnet man als (Vektorraum-)Isomorphismus.

(b) V und W heiflen isomorph (in Zeichen: V = W), wenn es einen Isomorphismus f: V — W
zwischen ihnen gibt.

Beispiel 15.34. Anschaulich bedeutet ein Isomorphismus f zwischen zwei Vektorrdaumen V und
W, dass diese beiden Rdume ,,als Vektorrdume ununterscheidbar® sind: Die Objekte in V und W
sind zwar unterschiedlich benannt, aber in allen Rechnungen kénnen wir jederzeit mit der bijektiven
Abbildung f bzw. der inversen Abbildung f~! zwischen den beiden Darstellungen in V und W hin-
und herwechseln, ohne das Endergebnis zu @ndern. Die folgenden Beispiele verdeutlichen dies.

(a) Der Unterraum

X1 X1
V=L |xn|eR:ixj,neR} <R istmit f: V>R | x H<x1>
0 0 2

isomorph zu R?. In der Tat ist in diesem Beispiel offensichtlich, dass f linear und bijektiv
ist. Auch anschaulich ist in diesem Fall klar, dass V und R? ,im Prinzip ununterscheidbar*
sind, denn beide Rdume sind einfach die reelle Ebene — die im Fall von V lediglich als
Koordinatenebene in den R? eingebettet ist.

(b) Fiir alle m,n € N ist der Raum K" aller m x n-Matrizen iiber K isomorph zu K™": Ein
Isomorphismus f: K™*" — K™ ist einfach dadurch gegeben, dass man die Eintrige einer
Matrix von links oben nach rechts unten nun untereinander in einen Vektor in K" schreibt.
Auch hier ist klar, dass f linear und bijektiv ist, also dass die Anordnung der Zahlen — einmal
als rechteckiges Schema und einmal untereinander geschrieben — nichts an der Vektorraum-
struktur dndert, da Addition und Skalarmultiplikation in beiden Fillen einfach komponen-
tenweise ausgefiithrt werden. (Dass es in K" eine Matrixmultiplikation gibt, in K™" jedoch
nicht, spielt hierbei keine Rolle, da dies nicht Teil der Vektorraumaxiome ist.)



72 (Version B) Andreas Gathmann

(c) Fiir den Vektorraum V aller reellen Polynome vom Grad hochstens 2 ist
ap
fV— R3, aytaix+ax® — | ay
az
ein Isomorphismus, d. h. es gilt V = R3. Auch hier ist wieder klar, dass f linear ist, und dass

der Vektor der Koeffizienten ag,a;,a; dieselben Informationen enthilt wie das Polynom
ao 4 aix+ ax* (siehe Bemerkung 3.23).

(d) Fiir m,n € N mit m # n sind K™ und K" nicht isomorph, da es dann nach Folgerung 15.29 (a)
keinen Isomorphismus von K™ nach K" gibt. So ist anschaulich gesprochen z. B. eine Gerade
K' ,etwas anderes“ als eine Ebene KZ2. Diese Idee wird in Abschnitt 16.B zum zentralen

e Konzept der Dimension eines Vektorraums fiihren.
36

In der Tat hatten wir in Satz 15.21 noch einen weiteren Fall gesehen, in dem zwei Objekte ,,im Prinzip
dasselbe* waren, niamlich lineare Abbildungen von K" nach K und Matrizen in K"*". Auch diese
Aussage konnen wir jetzt wie folgt mit Isomorphismen exakt formulieren.

Lemma 15.35 (Hom(V,W) als Vektorraum). Es seien V und W zwei K-Vektorriume.
(a) Hom(V,W) ist ein Unterraum von Abb(V,W) (und damit also selbst wieder ein K-Vektor-

raum).
(b) Im FallV = K" und W = K™ mit m,n € N ist
K™ — Hom(K",K™), A fa
ein Isomorphismus mit Umkehrabbildung
Hom(K",K™) — K™"", f+Ay.
Beweis.

(a) Natiirlich liegt die Nullabbildung in Hom(V,W). Zur Uberpriifung der Abgeschlossenheit
von Hom(V, W) beziiglich der Addition seien f,g € Hom(V,W), d.h. f und g seien lineare
Abbildungen. Dann gilt fiir ihre Summe f + g firallex € Vund A € K

(f+e)(x+y)=flx+y)+glx+y) (Definition von f + g)
= f(x)+f(y)+8(x)+8(y) (f und g sind linear)
=+ +(f+2)0) (Definition von f + g)
sowie analog
(f +8)(Ax) = f(Ax) + g(Ax) = Af(x) + Ag(x) = A (f +8)(x).

Also ist dann auch f + g linear, d.h. es ist f + g € Hom(V,W). Analog iiberpriift man die
Abgeschlossenheit von Hom(V, W) beziiglich der Skalarmultiplikation.

(b) Die Abbildung K"™*" — Hom(K",K™), A — f4 ist linear, denn fiir alle A, B € K™*" sowie
x€K"und A € K gilt
Jarp(x) = (A+B)x = Ax+Bx = fa(x) + fa(x) und fra(x) = (AA)x = A(Ax) = A fa(x),
und damit fa.p = fa + fp und fi4 = Afa. Die Bijektivitit dieser Abbildung haben wir
bereits in Satz 15.21 gesehen. g



