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0. Einleitung und Motivation

In diesem Skript — so verspricht es der Titel — wollen wir uns die Grundlagen der Mathematik
erarbeiten. Aber was ist das tiberhaupt, die ,,Grundlagen der Mathematik*? Bei uns an der TU Kai-
serslautern verstehen wir unter dieser Vorlesung die Kombination zweier Themengebiete, die in der
Tat das grundlegende Handwerkszeug fiir nahezu die gesamte Mathematik darstellen, nimlich

e der Analysis, d.h. der Untersuchung von Folgen und Grenzwerten, Stetigkeit, sowie der
Differential- und Integralrechnung (zunéchst in einer und im zweiten Semester dann auch in
mehreren Variablen), und

e der linearen Algebra, d.h. der Theorie der Vektorrdume, linearen Abbildungen und Glei-
chungssysteme.

Von beiden Gebieten habt ihr ja aus der Schule wahrscheinlich schon eine ungefdhre Vorstellung.
In der Analysis geht es grob gesagt darum, reelle Funktionen Iokal, also in der Umgebung eines
gewihlten Punktes, zu untersuchen, und aus diesen Untersuchungen dann wieder Aussagen iiber die
gesamte Funktion zuriickzugewinnen. Betrachten wir z. B. ein Auto, das sich entlang einer geraden
Strecke bewegt. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass die Position x des Autos nach der
Zeit t (in geeigneten Einheiten) durch die Gleichung x = ¢> beschrieben werden kann, so dass die
Bewegung durch die Kurve im folgenden Bild links dargestellt wird:

X x=1?

f t
1

Wir wollen diese Bewegung nun nur in einer kleinen Umgebung eines fest gewihlten Zeitpunkts,
z.B. des Zeitpunkts r = 1 (und damit auch x = 1) betrachten. Im Bild oben haben wir diese Umge-
bung grau markiert und in der Mitte stark vergroBert dargestellt. Wir sehen, dass die Kurve in dieser
Umgebung fast wie eine Gerade aussieht; wir haben diese Gerade gestrichelt eingezeichnet und im
Bild rechts auch auflerhalb der gewihlten Umgebung fortgesetzt. Geometrisch ist diese Gerade na-
tirlich einfach die Tangente an die Kurve an der Stelle r = 1. Physikalisch reprisentiert die Steigung
dieser Geraden die Geschwindigkeit des Autos zum betrachteten Zeitpunkt, denn sie gibt ja gerade
an, in welchem Verhiltnis sich dort die Strecke x mit der Zeit ¢ verindert. Aus der Schule wisst ihr
auch schon, wie man diese Steigung ausrechnet: Man muss dazu die gegebene Funktion > differen-
zieren — so dass man die Ableitung 2¢ erhilt — und dort die betrachtete Stelle # = 1 einsetzen. Die
Steigung ist in unserem Fall also gerade 2 - 1 = 2, und man rechnet sofort nach, dass x = 2t — 1 die
Gleichung der oben eingezeichneten Tangente ist. Man sagt, dass die Gerade x = 2t — 1 eine lineare
Approximation der urspriinglich gegebenen Funktion x = 7% im Punkt 7 = 1 ist.

Wir konnen aus der Kenntnis der zuriickgelegten Strecke zu jedem Zeitpunkt also die Geschwin-
digkeit des Autos durch Differenzieren bestimmen. Man kann sich natiirlich auch die umgekehrte
Frage stellen: Angenommen, der Kilometerzédhler eures Autos ist kaputt, aber ihr beobachtet auf
eurer Fahrt stindig eure Geschwindigkeit. Konnt ihr dann am Ende der Fahrt trotzdem ausrechnen,
wie weit ihr gefahren seid? Dies ist offensichtlich die ,,Umkehrung* des Differenzierens — und auch
hier wisst ihr aus der Schule natiirlich schon, dass dies auf die Integralrechnung fithren wird.
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In der Praxis bewegt man sich mit dem Auto aber nicht immer nur auf einer geraden Strecke, und
demzufolge braucht man fiir die Beschreibung solch einer Bewegung (und natiirlich auch vieler
anderer natiirlich auftretender Prozesse) mehrere Variablen. Wir werden daher auch Abbildungen
betrachten, die mehrere Variablen auf mehrere andere abbilden, wie z. B. die folgende Vorschrift,
die zwei reelle Zahlen y; und y, in Abhingigkeit von zwei anderen x| und x, ausdriickt:

V1 = 2x1 + X3 COSX]
ya=x1€2 —x;

Genau wie oben werden wir uns auch hier wieder die Frage stellen, ob wir diese (in diesem Fall recht
komplizierte) Funktion in der Nihe eines gegebenen Punktes nicht vielleicht durch eine einfache
lineare Abhingigkeit annidhern konnen. In der Tat ist dies moglich: Wir werden sehen, dass z. B. in
einer kleinen Umgebung des Nullpunkts (xj,x;) = (0,0) die obige Vorschrift niherungsweise die
gleichen Ergebnisse liefert wie das lineare Gleichungssystem

y1=2x1+x
Y2 =X1 —X2.

Auch wenn diese Gleichungen natiirlich viel einfacher als die urspriinglichen sind, sollte offensicht-
lich sein, dass auch solche linearen Gleichungssysteme bei wachsender Zahl von Variablen (und in
der Praxis sind Hunderte oder Tausende von Variablen keine Seltenheit) recht kompliziert werden
konnen. Wir werden daher einen wesentlichen Teil dieser Vorlesung mit der linearen Algebra, also
dem Studium derartiger linearer Gleichungssysteme, verbringen. Um dabei iiberhaupt erst einmal
den Notationsaufwand in Grenzen zu halten, tut man dabei gut daran, die Start- und Zielvariablen
nicht alle einzeln hinzuschreiben, sondern sie zu sogenannten Vektoren zusammenzufassen. In der
Tat kann man in dieser Sichtweise die lineare Algebra als das Studium von linearen Abbildungen
zwischen Vektorrdumen beschreiben.

Wenn wir dann die linearen Abbildungen zwischen mehreren Variablen gut genug verstanden ha-
ben, konnen wir uns im zweiten Teil der Analysis schlieBlich daran machen, die Differential- und
Integralrechnung auf den Fall von mehreren Variablen auszuweiten.

Wir haben damit jetzt relativ kurz umrissen, welcher mathematische Stoff uns in dieser Vorlesung
erwartet. Es wird in diesem Skript aber nicht nur darum gehen, mathematische Resultate kennenzu-
lernen. Mindestens ebenso wichtig ist es, das ,,mathematische Denken* zu lernen, d. h. die Fiahigkeit
zu entwickeln, mit abstrakten Konzepten umzugehen, exakte logische Schliisse zu ziehen und Be-
weise zu fithren. Anders als in der Schule oder im Studium z. B. ingenieurswissenschaftlicher Facher
werden wir genau darauf achten, eine ,,wasserdichte® Theorie aufzubauen: Jeder neue Begriff bzw.
jeder neue Satz wird nur unter Verwendung des bisher Bekannten exakt definiert bzw. bewiesen. So
sind z. B. Formulierungen in dem Stil ,,eine Funktion wird durch eine Gerade angendhert* oder ,,eine
Funktion heif3t stetig, wenn man sie zeichnen kann, ohne den Stift abzusetzen als Veranschauli-
chung unserer Ideen zwar sehr sinnvoll, als exakte mathematische Formulierung jedoch schlichtweg
unbrauchbar. Wir werden daher in dieser Vorlesung viel exakter arbeiten als ihr es wahrscheinlich
aus der Schule gewohnt seid, und es ist wichtig, dass ihr diese exakte Denkweise verinnerlicht und
anzuwenden lernt. Die Mathematik ist ein riesiges Gebdude — viel grofer und komplexer als ihr es
euch wahrscheinlich im Moment vorstellen konnt — das stidndig immer hoher gebaut wird, indem
schon bewiesene Sitze auf neue Fille angewendet oder wieder fiir neue Beweise verwendet werden.
Wir starten gerade beim Fundament dieses Gebdudes und konnen es uns da wirklich nicht leisten
herumzupfuschen.

Diese konsequent logische und exakte Herangehensweise ist zwar am Anfang wahrscheinlich un-
gewohnt, hat jedoch fiir euch auch einen Vorteil: Etwas iiberspitzt formuliert erzidhlen wir euch
wihrend des gesamten Studiums eigentlich nur Dinge, die logisch aus dem folgen, was ihr ohnehin
schon wusstet. Dadurch ist die Mathematik wahrscheinlich das Studienfach, in dem man am we-
nigsten auswendig lernen muss — in dem es aber im Gegenzug auch am meisten auf das Verstindnis
des Stoffes ankommt. Je besser euer Verstidndnis fiir die Mathematik wird, um so mehr Dinge wer-
den euch letztlich einfach ,klar werden, so dass es euch dann auch viel leichter fillt, sie zu lernen.
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Dieses Verstindnis fiir die Mathematik bekommt man aber natiirlich nur durch intensiven und akti-
ven Umgang mit dem Stoff, weswegen neben dem Studium der Vorlesung auch die Bearbeitung der
Ubungsaufgaben besonders wichtig ist.

Heift das alles nun, dass wir nur mit logischen Argumenten die Mathematik sozusagen ,,aus dem
Nichts* aufbauen konnen? Nein, das geht natiirlich nicht ... von nichts kommt nichts. Man muss am
Anfang immer gewisse Dinge als gegeben annehmen, also Aussagen als wahr voraussetzen, die man
nicht mehr beweist bzw. beweisen kann, und auf denen dann die gesamte Theorie beruht. Derartige
Annahmen bezeichnet man als Axiome. Natiirlich versucht man in der Mathematik, mit moglichst
wenigen und sehr elementaren Axiomen auszukommen, die hoffentlich niemand anzweifeln wiir-
de. In der modernen Mathematik ist es iiblich, hierfiir die grundlegenden Prinzipien der Logik und
Mengenlehre zu verwenden (zu denen wir auch gleich in Kapitel 1 Genaueres sagen werden).

In dieser Vorlesung wollen wir uns das Leben allerdings etwas leichter machen und zusétzlich auch
die Existenz und elementaren Eigenschaften der reellen Zahlen axiomatisch voraussetzen (um wel-
che Eigenschaften es sich hierbei handelt, werden wir natiirlich genau angeben). Man kann zwar nur
aus den Axiomen der Logik und Mengenlehre beweisen, dass die reellen Zahlen existieren und dass
sie die erwarteten Eigenschaften haben, der Beweis wire zu diesem frithen Zeitpunkt im Studium
aber sehr verwirrend und wiirde euch auch keine groBartigen neuen Erkenntnisse bringen. In diesem
Sinne starten wir also sozusagen doch nicht ganz beim Fundament unseres ,,Gebdudes Mathematik®,
sondern bereits im ersten Stock.

Im weiteren Verlauf ist dieses Skript dann wie im Inhaltsverzeichnis angegeben in mehrere Teile
gegliedert. Diese bauen der Reihe nach aufeinander auf, mit einer Ausnahme: Nach den in jedem Fall
benotigten grundlegenden Anfangskapiteln 1 bis 3 sind die Teile ,,Grundlagen der Mathematik 1:
Analysis* (Kapitel ?? bis ??) und ,,Grundlagen der Mathematik 1: Lineare Algebra“ (Kapitel 15
bis 18) unabhingig voneinander und konnen somit in beliebiger Reihenfolge oder auch (wie in den
Studienplinen in der Regel vorgesehen) parallel studiert werden.

Aber jetzt genug der Vorrede ... beginnen wir nun also unser Studium der Mathematik mit den
,»Grundlagen der Grundlagen®, den fiir uns wesentlichen Prinzipien der Logik und Mengenlehre.
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1. Etwas Logik und Mengenlehre

Bevor wir mit dem eigentlichen Inhalt der Vorlesung beginnen, miissen wir in diesem Kapitel kurz
die exakte mathematische Sprache beschreiben, in der wir unsere Ergebnisse formulieren werden:
die der Logik und Mengenlehre. Zentral hierbei sind die Begriffe der Aussage (in der Logik) und
der Menge (in der Mengenlehre).

Da wir es hier mit den ersten beiden Begriffen {iberhaupt zu tun haben, die in der Mathematik vor-
kommen, konnen wir sie natiirlich nicht durch bereits bekannte Dinge definieren oder mit bereits
bekannten Resultaten ihre Eigenschaften herleiten. Wir miissen sie daher (wie schon in der Einlei-
tung erwihnt) axiomatisch voraussetzen. Wir miissen voraussetzen, dass es sinnvoll ist, iiber logische
Aussagen und deren Wahrheit zu reden, dass Mengen iiberhaupt existieren, dass man Mengen ver-
einigen und schneiden kann, aus ihnen Elemente auswihlen kann, und noch einiges mehr. Wenn
ihr euch zum Beispiel auf den Standpunkt stellt, dass ihr nicht an die Existenz von Mengen glaubt,
wird euch niemand widerlegen konnen. Allerdings zweifelt ihr damit dann auch die Existenz der ge-
samten Mathematik an, wie sie heutzutage betrieben wird — und aus der Tatsache, dass ihr in dieser
Vorlesung sitzt, schlieBe ich einmal, dass das nicht der Fall ist.

Gliicklicherweise sind die Dinge, die wir bendtigen, jedoch allesamt anschaulich sofort einleuchtend
und euch natiirlich aus der Schule auch schon hinldnglich bekannt. Ich mochte es euch (und mir) da-
her ersparen, an dieser Stelle eine vollstindige und prézise axiomatische Formulierung der Logik
und Mengenlehre hinzuschreiben, zumal das momentan sicher mehr verwirren als helfen wiirde und
aullerdem gerade im Bereich der Logik auch zu sehr in die Philosophie abdriften wiirde. Stattdessen
wollen wir uns hier damit begniigen, die fiir uns wichtigsten Prinzipien und Notationen sowie be-
liebte Fehlerquellen in verstdndlicher Sprache zu erklédren, auch wenn ein paar Dinge (insbesondere
die Begriffsfestlegung — ,,Definition” mochte ich es eigentlich gar nicht nennen — einer Aussage und
einer Menge) dadurch recht schwammig klingen werden. Auflerdem werden wir in Beispielen zur
besseren Verdeutlichung bereits hier die reellen Zahlen und ihre einfachsten Eigenschaften (die euch
sicherlich bekannt sein werden) benutzen, auch wenn wir diese erst spéter formalisieren werden. Da
es sicher niemanden von euch verwirren wird, werden wir auch die Schreibweise ,,x € R fiir ,,x ist
eine reelle Zahl*“ schon verwenden, bevor sie in den Notationen 1.13 und 1.15 offiziell eingefiihrt
wird.

1.A  Logik

Beginnen wir also mit der Logik. Unter einer Aussage verstehen wir (grob gesagt) ein sprachliches
Gebilde, das entweder wahr oder falsch ist (wobei wir in der Mathematik natiirlich letztlich daran
interessiert sind, wahre Aussagen herzuleiten). Wichtig sind auch solche sprachlichen Gebilde, in
denen freie Variablen, also Platzhalter, vorkommen, und die erst beim Einsetzen von Werten fiir
diese Variablen Aussagen liefern. Man bezeichnet sie als Aussageformen.

Beispiel 1.1.
(a) 14+ 1 =2isteine wahre, 1+ 1 = 3 eine falsche, und 1 + 1 iiberhaupt keine Aussage.

(b) x+ 1 =2 isteine Aussageform, die beim Einsetzen von x = 1 in eine wahre, beim Einsetzen
jeder anderen reellen Zahl in eine falsche Aussage iibergeht.

Bemerkung 1.2. Als Variablen in Aussageformen kann man beliebige Symbole benutzen. Ublich
sind neben den normalen lateinischen Klein- und Gro3buchstaben auch die griechischen Buchstaben,
die wir zur Erinnerung hier auflisten:
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A o B B ry A O E ¢ VANS H n 0 v
alpha beta gamma delta epsilon zeta eta theta
I1 K x A A M u N v E & O o nnz
iota kappa | lambda my ny xi omikron pi

Pp Y o T Y v D ¢ X x vy Q o
rho sigma tau ypsilon phi chi psi omega

Oft verziert man Buchstaben auch noch mit einem Symbol oder versieht sie mit einem Index, um
neue Variablen zu erhalten: So sind z.B. x,x', %, %,x1,x2,... alles Symbole fiir verschiedene Varia-
blen, die zunichst einmal nichts miteinander zu tun haben (aber tunlichst fiir irgendwie miteinander
zusammenhingende Objekte eingesetzt werden sollten, wenn man den Leser nicht vollends verwir-
ren will).

Notation 1.3 (Zusammengesetzte Aussagen). Sind A und B Aussagen, so lassen sich daraus wie
folgt neue bilden:

Symbol || Wahrheitstafel | Bedeutung
A w|f|w]|f
B w|w|f]|f
-A flw nicht A
AANB ||w| f | f | f|AundB
AVB ||w|w|w]| f | AoderB (oder beides): ,,nicht-ausschlieSendes Oder*
AsB|w| f | f|w]|AundB sind gleichbedeutend/ dquivalent, bzw. A genau dann, wenn B
A=B| w|w| f|w]|ausA folgt B, bzw. wenn A dann B

Die sogenannte Wahrheitstafel in den mittleren vier Spalten ist dabei die eigentliche Definition der
neuen zusammengesetzten Aussagen. Sie gibt in Abhéngigkeit der Wahrheit von A und B (in den
ersten beiden Zeilen) an, ob die zusammengesetzte Aussage wahr oder falsch ist.

Bemerkenswert ist hierbei wohl nur die Folgerungsaussage A = B, die keine Aussage iiber die Rich-
tigkeit von A oder B separat macht, sondern nur sagt, dass B wahr ist, wenn auch A es ist. Ist hingegen
A falsch, so ist die Folgerungsaussage A = B stets wahr (,,aus einer falschen Voraussetzung kann man
alles folgern®). Soistz.B.0 =1 = 2 = 3 eine wahre Aussage. In der Regel wollen wir uns in der
Mathematik aber natiirlich mit wahren Aussagen beschéftigen, und neue wahre Aussagen aus alten
herleiten. Gerade in Beweisen ist die iibliche Verwendung der Notation A = B daher, dass A eine
bereits als wahr erkannte Aussage ist, und wir damit nun schlieBen wollen, dass auch B wahr ist.

Bemerkung 1.4 (Beweise mit Wahrheitstafeln). Wollen wir kompliziertere zusammengesetzte Aus-
sagen miteinander vergleichen, so konnen wir dies wieder mit Hilfe von Wahrheitstafeln tun. So ist
fiir zwei Aussagen A und B z. B.

A=-B idquivalentzu (—A)VB,

denn wenn wir in der Wahrheitstafel

A w|f|w]|f
B wlw|f|f
—-A f w f w
(FA)VB||w |w| f|w

mit Hilfe der Definitionen von — und V aus Notation 1.3 zunéchst —A und dann (—A) V B berechnen,
sehen wir, dass das Ergebnis mit A = B iibereinstimmt. Nach der Bemerkung aus Notation 1.3 ist
dies auch anschaulich klar: Die Folgerungsaussage A = B ist ja genau dann wahr, wenn A falsch
(also —A wabhr) ist, oder wenn B wabhr ist (oder beides).

Genauso zeigt man die ebenfalls einleuchtende Aussage, dass

A< B aquivalentzu (A= B) A (B=A)
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ist — was auch die iibliche Art ist, wie man eine Aquivalenz zeigt: Man zeigt separat die beiden
Folgerungen A = B und B = A.

Notation 1.5. Folgerungen (,,=) und Aquivalenzen (,,&) sind natiirlich zwei verschiedene Din-
ge, die man nicht durcheinanderwerfen darf (auch wenn das in der Schule wahrscheinlich manchmal
nicht so genau genommen wird). Es hat sich jedoch in der Mathematik eingebiirgert, bei Definitio-
nen von Begriffen durch eine dquivalente, definierende Eigenschaft die Sprechweise ,,wenn* anstatt
des eigentlich korrekten ,,genau dann, wenn* zu verwenden: So wiirde man z. B. als Definition des
Begriffs einer geraden Zahl hinschreiben

,,Eine ganze Zahl x heifit gerade, wenn ’2—‘ eine ganze Zahl ist®,
obwohl man genau genommen natiirlich meint

»Eine ganze Zahl x heift genau dann gerade, wenn 3 eine ganze Zahl ist*.
Eine gewohnliche Folgerungsaussage wie z. B. die wahre Aussage

»Wenn eine ganze Zahl x positiv ist, dann ist auch x + 1 positiv*

ist dagegen immer nur in einer Richtung zu verstehen; hier wird also nicht behauptet, dass mit x + 1
auch x immer positiv sein muss (was ja auch falsch wire).

Notation 1.6 (Quantoren). Ist A eine Aussageform, in der eine freie Variable x vorkommt — wir
schreiben dies dann auch als A(x) — so setzen wir

Symbol | Bedeutung
Vx:A(x) | fiir alle x gilt A(x)
Jx:A(x) | es gibt ein x mit A(x)

Die beiden Symbole V und 3 bezeichnet man als Quantoren. Beachte, dass diese beiden Quantoren
nicht miteinander vertauschbar sind: So besagt z. B. die Aussage

VxeRdJdyeR:y>x

,.zu jeder reellen Zahl x gibt es eine Zahl y, die groBer ist* (was offensichtlich wahr ist), wihrend die
Umkehrung der beiden Quantoren die Aussage

JyeRVxeR:y>x

s gibt eine reelle Zahl y, die groBer als jede reelle Zahl x ist* liefern wiirde (was ebenso offen-
sichtlich falsch ist). Der Unterschied besteht einfach darin, dass im ersten Fall zuerst das x gewéhlt
werden muss und dann ein y dazu existieren muss (das von x abhéngen darf), wihrend es im zweiten
Fall dasselbe y fiir alle x tun miisste.

Bemerkung 1.7. Jede Aussage ldsst sich natiirlich auf viele Arten aufschreiben, sowohl als deut-
scher Satz als auch als mathematische Formel. Die gerade eben betrachtete Aussage konnte man
z. B. auf die folgenden (absolut gleichwertigen) Arten aufschreiben:

(@ VxeRdyeR:y>ux.
(b) Esseix € R. Dann gibteseiny € R mity > x.

(c) Zu jeder reellen Zahl gibt es noch eine grofere.

Welche Variante man beim Aufschreiben wihlt ist weitestgehend Geschmackssache. Die Formulie-
rung einer Aussage als deutscher Satz hat den Vorteil, dass wir sie oft leichter verstehen konnen,
weil wir die deutsche Sprache schon ldnger kennen als die mathematische. Wenn wir uns jedoch
erst einmal an die mathematische Sprache gewohnt haben, wird auch sie ihre Vorziige bekommen:
Sie ist deutlich kiirzer und besser logisch strukturiert. Wir werden im Folgenden beide Schreibwei-
sen mischen und jeweils diejenige wéhlen, mit der unsere Aussagen (hoffentlich) am einfachsten
verstdandlich werden.

Wenn wir mathematische Symbole verwenden, miissen wir diese aber auch stets in ihrer korrekten
Notation und nicht als ,,Abkiirzungen* fiir deutsche Worter verwenden: Man wiirde die Aussage
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,»2 und 4 sind gerade Zahlen* sicher niemals schreiben als ,,2 A 4 sind gerade Zahlen®, und analog
genauso wenig ,.Es gilt n > 0 fiir alle n € N* als ,,Es giltn > 0 Vn € N*

Bemerkung 1.8 (Negationen). Es ist wichtig zu wissen, wie man von einer Aussage das Gegenteil,
also die ,,Verneinung® bildet. Da hierbei oft Fehler gemacht werden, wollen wir die allgemeinen
Regeln hierfiir kurz auflisten:

(a) —(—A) & A: Istes falsch, dass A falsch ist, so bedeutet dies genau, dass A wahr ist.

(b) =(AAB) < (—A)V (—B): Das Gegenteil von ,,A und B sind richtig* ist ,,A oder B ist falsch®.

() =(AVB) & (—A) A (—B): Das Gegenteil von ,,A oder B ist richtig“ ist ,,A und B sind falsch*.

(d) ~(Vx:A(x)) & Jx:—-A(x): Das Gegenteil von , fiir alle x gilt A(x)“ ist ,.es gibt ein x, fiir
das A(x) falsch ist*.

() =(3x:A(x)) & Vx:-A(x): Das Gegenteil von ,.es gibt ein x, fiir das A(x) gilt“ ist ,,fiir alle
x ist A(x) falsch*.

Man kann also sagen, dass eine Verneinung dazu fiihrt, dass ,,und* mit ,,oder* sowie ,,fiir alle” mit
,»es gibt™ vertauscht wird. So ist z. B. das Gegenteil der Aussage

,.In Frankfurt haben alle Haushalte Strom und flieBendes Wasser*
die Aussage
,In Frankfurt gibt es einen Haushalt, der keinen Strom oder kein flieBendes Wasser hat*.

Beispiel 1.9 (Negation einer Folgerung). Wollen wir eine Folgerung A = B verneinen, so konnen
wir sie zunéchst mit Bemerkung 1.4 zu (—A) V B umformen, und erhalten nach Bemerkung 1.8 als
Umkehrung dann A A —B. Dies ist auch anschaulich einleuchtend: Die Folgerungsaussage ,,wenn A
dann B* ist genau dann falsch, wenn die Voraussetzung A zwar gilt, die Behauptung B aber nicht.
Wir sehen also:

Die Verneinung einer Folgerung A = B ist AA—-B.

Bemerkung 1.10 (Widerspruchsbeweis). Eine oft vorkommende Anwendung der Regeln fiir die
Verneinung von Aussagen ist der sogenannte Widerspruchsbeweis bzw. Beweis durch Kontrapo-
sition. Nach Bemerkung 1.4 gesehen ist die Folgerung A = B (,,aus A folgt B*) gleichbedeutend mit
(—A) V B. Damit ist diese Aussage nach Bemerkung 1.8 (a) auch dquivalent zu (—~(—B)) V (—A4), also
zu ~B = —A. Mit anderen Worten: Haben wir eine Schlussfolgerung A = B zu beweisen, so konnen
wir genauso gut (—B) = (—A) zeigen, d. h. wir kénnen annehmen, dass die zu zeigende Aussage B
falsch ist und dies dann zu einem Widerspruch fiithren bzw. zeigen, dass dann auch die Voraussetzung
A falsch sein muss.

Beispiel 1.11. Hier sind zwei Beispiele fiir die Anwendung der Prinzipien aus Bemerkung 1.8 und
1.10 — und auch unsere ersten Beispiele dafiir, wie man Beweise von Aussagen exakt aufschreiben
kann.

(a) Einen Beweis durch Widerspruch kénnte man z. B. so aufschreiben:
Behauptung: Fiir alle x € R gilt 2x+1 > 0 oder 2x— 1 < 0.

Beweis: Angenommen, die Behauptung wére falsch, d. h. (nach Bemerkung 1.8
(c) und (d)) es gébe ein x € R mit

2x+1<0 (1) und 26—1>0 (2).

Fiir dieses x wiirde dann folgen, dass

@ @
0>2x+1=2x—-142>0+2=2.

Dies ist aber ein Widerspruch. Also war unsere Annahme falsch und somit die zu
beweisende Aussage richtig. (]
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Das dabei verwendete Symbol ,,[1* ist die iibliche Art, das Ende eines Beweises zu kenn-
zeichnen. Zur Verdeutlichung haben wir die beiden Ungleichungen mit (1) und (2) markiert,
um spiter angeben zu kdnnen, wo sie verwendet werden.

(b) Manchmal wei3 man von einer Aussage aufgrund der Aufgabenstellung zunéchst einmal
noch nicht, ob sie wahr oder falsch ist. In diesem Fall muss man sich dies natiirlich zuerst
iberlegen — und, falls die Aussage falsch ist, ihre Negation beweisen. Als Beispiel dafiir
betrachten wir die Aufgabe

Man beweise oder widerlege: Fiir alle x € R gilt 2x+1 < 0 oder 2x— 1 > 0.

In diesem Fall merkt man schnell, dass die Aussage falsch sein muss, weil die Ungleichungen
schon fiir den Fall x = 0 nicht stimmen. Man konnte als Losung der Aufgabe unter Beachtung
der Negationsregeln aus Bemerkung 1.8 also aufschreiben:

Behauptung: Die Aussage ist falsch, d. h. es gibt ein x € R mit 2x+ 1 > 0 und
2x—1<0.

Beweis: Firx =0ist2x+1=1>0und2x—1=—-1<0. O

Beachte, dass dies ein vollstindiger Beweis ist: Um eine allgemeine Aussage zu widerlegen,
geniigt es, ein Gegenbeispiel dafiir anzugeben.

Bemerkung 1.12. Bevor wir unsere kurze Auflistung der fiir uns wichtigen Prinzipien der Logik
beenden, wollen wir noch kurz auf ein paar generelle Dinge eingehen, die man beim Aufschreiben
mathematischer Beweise oder Rechnungen beachten muss.

Dass wir bei unseren logischen Argumenten sauber und exakt arbeiten — also z. B. nicht Folgerungen,
die keine Aquivalenzen sind, in der falschen Richtung verwenden, ,.fiir alle* mit ,,es gibt™ verwech-
seln oder dhnliches — sollte sich von selbst verstehen. Die folgende kleine Geschichte hilft vielleicht
zu verstehen, was damit gemeint ist.

Ein Ingenieur, ein Physiker und ein Mathematiker fahren mit dem Zug nach Frankreich
und sehen dort aus dem Fenster des Zuges ein schwarzes Schaf.

Da sagt der Ingenieur: ,,Oh, in Frankreich sind die Schafe schwarz!*

Darauf der Physiker: ,,Nein ... wir wissen jetzt nur, dass es in Frankreich mindestens ein
schwarzes Schaf gibt.*

Der Mathematiker: ,,Nein ... wir wissen nur, dass es in Frankreich mindestens ein Schaf
gibt, das auf mindestens einer Seite schwarz ist.*

Es gibt aber noch einen weiteren sehr wichtigen Punkt, der selbst von fortgeschritteneren Studenten
leider oft nicht beachtet wird: In der Regel werden wir beim Aufschreiben sowohl Aussagen notie-
ren wollen, die wir erst noch zeigen wollen (um schon einmal zu sagen, worauf wir hinaus wollen),
als auch solche, von denen wir bereits wissen, dass sie wahr sind (z. B. weil sie fiir die zu zeigende
Behauptung als wahr vorausgesetzt werden oder weil sie sich logisch aus irgendetwas bereits Be-
kanntem ergeben haben). Es sollte offensichtlich sein, dass wir Aussagen mit derartig verschiedenen
Bedeutungen fiir die Argumentationsstruktur nicht einfach kommentarlos nebeneinander schreiben
diirfen, wenn noch jemand in der Lage sein soll, die Argumente nachzuvollziehen. Betrachten wir
z.B. noch einmal unseren Beweis aus Beispiel 1.11 (a) oben, so wére eine Art des Aufschreibens in
folgendem Stil (wie man es leider oft sieht)

2x+1>0 oder 2x—1<0
2x+1<0 2x—1>0
0>2x+1=2x—142>042=2

vollig inakzeptabel, obwohl hier natiirlich letztlich die gleichen Aussagen stehen wie oben. Kurz
gesagt:



1. Etwas Logik und Mengenlehre (Version A) 11

Von jeder aufgeschriebenen Aussage muss fiir den Leser sofort und ohne eigenes
Nachdenken ersichtlich sein, welche Rolle sie in der Argumentationsstruktur spielt:
Ist es z. B. eine noch zu zeigende Behauptung, eine Annahme oder eine Folgerung
(und wenn ja, aus was)?

Dies bedeutet allerdings nicht, dass wir ganze Aufsitze schreiben miissen. Eine (schon recht platz-
optimierte) Art, den Beweis aus Beispiel 1.11 (a) aufzuschreiben, wire z. B.

Angenommen, es gibe ein x € Rmit 2x+1 <0und 2x—1 > 0.
Dann wire 0 > 2x+ 1 =2x— 142 > 042 = 2, Widerspruch. U

1.B  Mengenlehre

Nachdem wir die wichtigsten Regeln der Logik behandelt haben, wenden wir uns jetzt der Men-
genlehre zu. Die gesamte moderne Mathematik basiert auf diesem Begriff der Menge, der ja auch
schon aus der Schule hinlidnglich bekannt ist. Zur Beschreibung, was eine Menge ist, zitiert man
iblicherweise die folgende Charakterisierung von Georg Cantor (1845-1918):

,,Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterschiedenen Objek-
ten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen.*

Die in einer Menge zusammengefassten Objekte bezeichnet man als ihre Elemente.

Notation 1.13.
(a) Wir schreiben x € M, falls x ein Element der Menge M ist, und x ¢ M andernfalls.

(b) Die einfachste Art, eine Menge konkret anzugeben, besteht darin, ihre Elemente in ge-
schweiften Klammern aufzulisten, wobei es auf die Reihenfolge und Mehrfachnennungen
nicht ankommt. So sind z. B. {1,2,3} und {2,3,3, 1} zwei Schreibweisen fiir dieselbe Men-
ge. Man beachte, dass die Elemente einer Menge nicht unbedingt Zahlen sein miissen — wir
konnten z. B. auch die Menge aller Studenten in dieser Vorlesung betrachten. In der Tat kom-
men in der Mathematik sogar oft Mengen vor, deren Elemente selbst wieder Mengen sind;
soist z.B. {{1,2,3},{1,2,3,4}} eine giiltige Menge (mit 2 Elementen).

(c) Man kann die Elemente einer Menge auch durch eine beschreibende Eigenschaft angeben:
{x:A(x)} bezeichnet die Menge aller Objekte x, fiir die die Aussage A(x) wahr ist, wie z. B.
in{xeR:x*=1}={-1,1}.

(d) Die Menge {} ohne Elemente, die sogenannte leere Menge, bezeichnen wir mit 0.

(e) Man schreibt M C N (oder N D M), wenn jedes Element von M auch Element von N ist,
bzw. in der Quantorenschreibweise von Notation 1.6 wenn

Vx:xeM=x€N.

In diesem Fall sagt man, dass M eine Teilmenge von N (oder N eine Obermenge von M)
ist. Beachte, dass M und N dabei auch gleich sein konnen; in der Tat ist offensichtlich

M =N genaudann,wenn M CNund N C M.

Oft wird man eine Gleichheit M = N von Mengen auch so beweisen, dass man separat M C N
und N C M zeigt.

Wenn wir ausdriicken wollen, dass M eine Teilmenge von N und nicht gleich N ist, so schrei-
ben wir dies als M C N und sagen, dass M eine echte Teilmenge von N ist. Es ist wichtig,
dies von der Aussage M ¢ N zu unterscheiden, die bedeutet, dass M keine Teilmenge von N
ist.

Achtung: Manchmal wird in der Literatur das Symbol ,,C* fiir echte Teilmengen und ,,C*
fiir nicht notwendig echte Teilmengen verwendet.
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(f) Hat eine Menge M nur endlich viele Elemente, so nennt man M eine endliche Menge und
schreibt die Anzahl ihrer Elemente als |M|. Andernfalls setzt man formal [M| = eo.

Bemerkung 1.14 (Russellsches Paradoxon). Die oben gegebene Charakterisierung von Mengen von
Cantor ist aus mathematischer Sicht natiirlich sehr schwammig. In der Tat hat Bertrand Russell kurz
darauf bemerkt, dass sie sogar schnell zu Widerspriichen fiihrt. Er betrachtet dazu

M ={A:Aisteine Menge mitA ¢ A}, (*)

also ,,die Menge aller Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten®. Sicherlich ist es eine
merkwiirdige Vorstellung, dass eine Menge sich selbst als Element enthalten konnte — im Sinne von
Cantors Charakterisierung wire die Definition (x) aber zuldssig. Fragen wir uns nun allerdings, ob
sich die so konstruierte Menge M selbst als Element enthilt, so erhalten wir sofort einen Wider-
spruch: Wenn M € M gilt, so wiirde das nach der Definition (*) ja gerade bedeuten, dass M ¢ M ist
—und das wiederum, dass doch M € M ist. Man bezeichnet dies als das Russellsche Paradoxon.

Die Ursache fiir diesen Widerspruch ist, dass die Definition (x) riickbeziiglich ist: Wir wollen eine
neue Menge M konstruieren, verwenden dabei aber auf der rechten Seite der Definition alle Mengen,
also u. a. auch die Menge M, die wir gerade erst definieren wollen. Das ist in etwa so, als wiirdet
ihr im Beweis eines Satzes die Aussage des Satzes selbst verwenden — und das ist natiirlich nicht
zuldssig.

Man muss bei der Festlegung, was Mengen sind und wie man sie bilden kann, also eigentlich viel
genauer vorgehen, als es Cantor getan hat. Heutzutage verwendet man hierzu in der Regel das im
Jahre 1930 aufgestellte Axiomensystem von Zermelo und Fraenkel, das genau angibt, wie man aus
bekannten Mengen neue konstruieren darf: z. B. indem man sie schneidet oder vereinigt, oder aus
bereits bekannten Mengen Elemente mit einer bestimmten Eigenschaft auswihlt. Wir wollen dies
hier in dieser Vorlesung aber nicht weiter thematisieren und uns mit der naiven Mengencharakteri-
sierung von Cantor begniigen (sowie der Versicherung meinerseits, dass schon alles in Ordnung ist,
wenn wir neue Mengen immer nur aus alten konstruieren und keine riickbeziiglichen Definitionen
hinschreiben). Genaueres zum Zermelo-Fraenkel-Axiomensystem konnt ihr z. B. in [E, Kapitel 13]
nachlesen.

Notation 1.15 (Reelle Zahlen). Unser wichtigstes Beispiel fiir eine Menge ist die Menge der reellen
Zahlen, die wir mit R bezeichnen werden. Wir wollen die Existenz der reellen Zahlen in dieser
Vorlesung axiomatisch voraussetzen und begniigen uns daher an dieser Stelle damit zu sagen, dass
man sie sich als die Menge der Punkte auf einer Geraden (der ,,Zahlengeraden®) vorstellen kann.
Zusitzlich werden wir in den nichsten beiden Kapiteln die mathematischen Eigenschaften von R
exakt angeben (und ebenfalls axiomatisch voraussetzen) — und zwar geniigend viele Eigenschaften,
um R dadurch eindeutig zu charakterisieren.

Ich mochte hier noch einmal betonen, dass man die Existenz und die Eigenschaften der reellen
Zahlen eigentlich nicht voraussetzen miisste: Man kann das auch allein aus den Axiomen der Logik
und Mengenlehre herleiten! Dies wire jedoch relativ aufwéndig und wiirde euch im Moment mehr
verwirren als helfen, daher wollen wir hier darauf verzichten. Wer sich trotzdem dafiir interessiert,
kann die Einzelheiten hierzu in [E, Kapitel 1 und 2] nachlesen.

Aufer den reellen Zahlen sind vor allem noch die folgenden Teilmengen von R wichtig:
(a) die Menge N=1{0,1,2,...} der natiirlichen Zahlen (Achtung: Es gibt Biicher, in denen die
0 nicht mit zu den natiirlichen Zahlen gezéhlt wird!);
(b) dieMengeZ ={...,—2,—1,0,1,2,...} der ganzen Zahlen;
(c) die Menge Q = {g : p,q € Z,q # 0} der rationalen Zahlen.
Offensichtlich sind diese Mengen ineinander enthalten: Es gilt N C Z C Q@ C R. Teilmengen von R,
die durch Ungleichungen gegeben sind, schreiben wir in der Regel, indem wir die Ungleichungs-

bedingung als Index an das Symbol R schreiben, z. B. Rx fiir die Menge {x € R : x > 0} aller
nicht-negativen Zahlen.

Definition 1.16. Sind M und N Mengen, so bezeichnen wir mit ...
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(@) MNN :={x:x€ Mundx € N} die Schnittmenge von M und N. Gilt M NN = 0, so sagen
wir, dass M und N disjunkt sind.

(b) MUN :={x:x € M oder x € N} die Vereinigungsmenge von M und N. im Fall einer dis-
junkten Vereinigung mit M NN = (@ schreiben wir statt M UN auch M UN.

(¢) M\ N :={x:x €M und x ¢ N} die Differenzmenge von M und N.

(d) M x N :={(x,y) : x € M,y € N} die Produktmenge bzw. das Produkt von M und N. Die
Schreibweise (x,y) steht hierbei fiir ein geordnetes Paar, d. h. einfach fiir die Angabe ei-
nes Elements aus M und eines aus N (wobei es auch im Fall M = N auf die Reihenfolge
ankommt, d. h. (x,y) ist genau dann gleich (x’,y’) wenn x =x' und y = y'). Im Fall M = N
schreibt man M x N = M x M auch als M.

(e) P (M) :={A: A ist Teilmenge von M} die Potenzmenge von M.

Das Symbol ,,:=* bedeutet hierbei, dass der Ausdruck auf der linken Seite durch die rechte Seite
definiert wird. D1e Konstruktionen (a) bis (d) konnen durch die folgenden Bilder veranschaulicht

werden. Natiirlich sind sie auch fiir mehr als zwei Mengen moglich; aus der Schule kennt ihr zum
Beispiel sicher den Fall R* =R x R x R.

@@@ .

MUN MNN M xN

Die Potenzmenge (M) aller Teilmengen einer gegebenen Menge M ldsst sich dagegen nicht so
einfach durch ein Bild darstellen. Es ist z. B.

2({0,1}) = {0.{0},{1}.{0, 1} }.

Aufgabe 1.17. Wie lautet die Negation der folgenden Aussagen? Formuliere auf3erdem die Aussage
(a) in Worten (also analog zu (b)) sowie die Aussage (b) mit Quantoren und anderen mathematischen
Symbolen (also analog zu (a)).

(@ VneNdImeN:n=2m.
(b) Zwischen je zwei verschiedenen reellen Zahlen gibt es noch eine weitere reelle Zahl.
(c) Sind M,N,R Mengen mitR C N C M,soist M\N C M\R.
Aufgabe 1.18. Es seien A, B, C Aussagen und M, N, R Mengen. Man zeige:
(@) AV(BAC) < (AVB)A(AVC)und AN (BVC) < (AAB)V(ANC).
(b) MU(NNR)=(MUN)N(MUR)und MN(NUR) = (MNN)U(MNR).
Aufgabe 1.19. Welche der fo}'genden Aussagen sind fiir beliebige gegebene x und M &quivalent
zueinander? Zeige jeweils die Aquivalenz bzw. widerlege sie durch ein Gegenbeispiel.
(a) xeM (b) {x}cM © {x}nM#£0
d) {x}eM @ {x}\M=0 () M\{x} =0

Aufgabe 1.20. Man beweise oder widerlege: Fiir alle Mengen A C M und A’ C M’ gibt es Teilmen-
gen B und C von M sowie B’ und C’ von M’, so dass

MxM)\(AxA)=BxB)J(CxC).

Konnt ihr die Aussage durch eine Skizze veranschaulichen?
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2. Relationen und Funktionen

Nachdem wir Mengen eingefiihrt haben, wollen wir nun auch mehrere von ihnen miteinander in
Beziehung setzen konnen. Das Grundkonzept hierfiir ist das einer Relation.

Definition 2.1 (Relationen). Es seien M und N zwei Mengen. Eine Relation zwischen M und N ist
eine Teilmenge R des Produkts M x N. Fiir x € M und y € N mit (x,y) € R sagen wir dann ,,x steht
(beziiglich R) in Relation zu y*. Ist M = N, so nennen wir R auch eine Relation auf M.

Bemerkung 2.2. Um eine Relation R anzugeben, also eine Teilmenge R C M x N zu definieren,
miissen wir demzufolge einfach fiir alle Paare (x,y) mit x € M und y € N festlegen, ob (x,y) € R
gelten, also ob x in Relation zu y stehen soll.

Wie wir in diesem Kapitel sehen werden, werden Relationen in der Mathematik fiir vollig unter-
schiedliche Konzepte verwendet — z. B. um Zahlen miteinander zu vergleichen wie in Beispiel 2.3
(b), um eine Menge auf eine andere abzubilden wie in Abschnitt 2.A, oder um die Elemente einer
Menge nach bestimmten Kriterien zu Klassen zusammenzufassen wie in Abschnitt 2.B. Dement-
sprechend sind fiir die Aussage ,,x steht beziiglich R in Relation zu y* auch je nach Anwendung ganz
unterschiedliche Notationen tiblich. Fiir allgemeine, nicht niher spezifizierte Relationen schreibt
man hierfiir oft xRy.

Beispiel 2.3.
(a) Es sei M die Menge aller derzeit an der TU Kaiserslautern eingeschriebenen Studenten und
N die Menge aller in diesem Semester angebotenen Vorlesungen. Dann ist
R={(x,y) : x hort y}
eine Relation zwischen M und N.
(b) Fiir M = N = R betrachten wir die Relation

R={(x,y) :x,y € Rmitx <y},

fiir die x also genau dann in Relation zu y steht, wenn x < y gilt. Man nennt R deshalb auch
die Kleiner-Relation auf R. Die Notation ,,x Ry aus Bemerkung 2.2 stimmt in diesem Fall
also mit der Schreibweise ,,x < y* tiberein, wenn man die Relation R direkt mit dem Symbol
,»<‘“bezeichnet. In der Tat ist es aus diesem Grund bei manchen Relationen iiblich, sie gleich
mit Symbolen statt mit Buchstaben zu benennen.

2.A Funktionen

Die mit Abstand wichtigsten Relationen sind ohne Zweifel die Funktionen, die ihr natiirlich bereits
hinlénglich aus der Schule kennt. Wir wollen sie hier nun exakt einfiihren und ihre ersten Eigen-
schaften untersuchen.

Definition 2.4 (Funktionen). Es seien M und N zwei Mengen.

(a) Eine Funktion oder Abbildung f von M nach N, geschrieben f: M — N, ist eine Relation
zwischen M und N, beziiglich der jedes Element x von M zu genau einem Element y von N
in Relation steht. Wir schreiben dies dann als x — y oder y = f(x) und sagen, y ist das Bild
von x unter f bzw. der Wert von f in x.

(b) Fir eine Funktion f: M — N bezeichnet man die Menge M als Definitionsmenge, Start-
menge oder Startraum von f. Die Menge N heif3t Zielmenge oder Zielraum von f.
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Bemerkung 2.5.

(a)

(b)

Um eine Funktion komplett festzulegen, miissen wir zuerst einmal den Start- und Zielraum
angeben, und dann schlie3lich noch von jedem Element des Startraums sagen, auf welches
Element des Zielraums es abgebildet wird. In welcher Form wir diese Zuordnung angeben
— ob durch eine Formel, durch explizites Auflisten der Funktionswerte aller Elemente des
Startraums, oder irgendwie anders — spielt dabei keine Rolle. So sind z. B.

0 firx=0,

f:{0,1} 5 R, x—2x%, g:{0,1} >R, x—2x, h:{0,1} =R, xrs ]
2 firx=1

trotz ihrer ganz verschieden aussehenden Vorschriften dieselbe Funktion, da alle drei den
gleichen Start- und Zielraum haben und aus den gleichen Zuordnungen O +— 0 und 1 +— 2
bestehen. Mit anderen Worten sind zwei Funktionen f,g: M — N also genau dann gleich,
wenn sie an jedem Punkt die gleichen Werte besitzen, also wenn gilt

VxeM: f(x) = g(v).

Man sieht leider oft, dass eine Funktion f: M — N als f(x) geschrieben wird. Es ist wichtig
zu verstehen, dass diese Notation gemiB Definition 2.4 falsch ist: Mit f(x) wird der Wert
der Funktion f in einem Punkt x € M bezeichnet. Somit ist f(x) (fiir gegebenes x) ein Ele-
ment von N, und damit ein ganz anderes mathematisches Objekt als die Funktion selbst,
die wir nur mit f bezeichnen und die eine Relation zwischen M und N ist. Dies mag auf
den ersten Blick spitzfindig erscheinen — wir werden aber spéter noch oft Mengen sehen,
deren Elemente Funktionen sind, und dann ist es natiirlich wichtig, dies von der Menge ihrer
Funktionswerte zu unterscheiden.

Beispiel 2.6.

(a)

(b)

(©

Die Zuordnungen

x+1 firx<o0

1
fifR—->R x— — und gR—-R x— .
X X flirx>0

sind in dieser Form keine zuldssigen Funktionsdefinitionen, weil im Fall von f der Zahl O
kein giiltiger Funktionswert zugeordnet wird und im Fall g fiir die Zahl 0 zwei (sich wider-
sprechende) Festlegungen des Funktionswertes gemacht werden. Dies lédsst sich jedoch in
beiden Fillen leicht reparieren, z. B. indem man die Festlegungen abéndert in

1 1 fi 0
S R\{0} = R, x+— — und g R-R, x— o ?rx< .
X X firx >0

Zu jeder Menge M gibt es die identische Abbildung
idy: M—M, x— x,
die jedes Element auf sich selbst abbildet.

Ist f: M — N eine Abbildung und A C M eine Teilmenge des Startraums, so erhélt man
durch die Einschrinkung der Definitionsmenge von M auf A eine neue Abbildung, die wir
mit

flarA—= N, x— f(x)

bezeichnen und die die Einschrinkung von f auf A genannt wird. Genauso kann man na-
tiirlich auch die Zielmenge N auf eine Teilmenge B einschrinken, wenn f nur Werte in B
annimmt. Es ist liblich, bei einer derartigen Einschrankung der Zielmenge immer noch den
gleichen Namen fiir die Abbildung zu verwenden, also dann f: M — B zu schreiben (auch
wenn es sich dabei um eine andere Funktion als das urspriingliche f: M — N handelt).



16 (Version A) Andreas Gathmann

Bemerkung 2.7 (Graph einer Abbildung). Zu einer Abbildung f: M — N heilit die Menge
{(x,f(x)) :xeM} CMxN

der Graph von f. Sind M und N Teilmengen von R, so ist dieser Graph also eine Teilmenge von
R2, und man kann ihn leicht zeichnen und dadurch die Abbildung veranschaulichen. Fiir die Abbil-
dungen aus Beispiel 2.6 (a) sieht dies z. B. so aus:

Beachte, dass dieser Graph nach den Definitionen 2.1 und 2.4 eigentlich sogar genau das gleiche
ist wie die Funktion selbst, nimlich die Teilmenge des Produkts M x N, die aus den Paaren (x,y)
besteht, fiir die x beziiglich f in Relation zu y steht, also y = f(x) gilt. Der Begriff des Graphen soll
hier also nur noch einmal deutlich machen, dass man sich die Funktion gerade wirklich als ein derart
»grafisches® Objekt vorstellt und nicht als eine ,,Zuordnung* von M nach N.

In der Definition 2.4 einer Abbildung f: M — N verlangen wir, dass jedem Element von M genau
ein Element von N zugeordnet wird. Wir fordern jedoch nicht auch umgekehrt, dass jedes Element
des Zielraums N das Bild von genau einem Element von M ist, oder dass es iiberhaupt als Bild eines
Elements von M auftritt. Abbildungen, die diese Eigenschaften dennoch besitzen, haben spezielle
Namen, die wir jetzt einfithren wollen.

Definition 2.8 (Eigenschaften von Abbildungen). Es sei f: M — N eine Abbildung.

(a) Isty € N und x € M mit f(x) =y, so heiBt x ein Urbild von y unter f.
(b) Hatjedesye N ...
(i) mindestens ein Urbild, so heilit f surjektiv.
In Quantoren bedeutet dies: Vy € N Ix e M: f(x) =y.
(ii) hochstens ein Urbild, so heifit f injektiv.

In Quantoren bedeutet dies: Vxj,x, € M: f(x1) = f(x2) = x1 =x;. (Also: Haben zwei
Elemente des Startraums das gleiche Bild, so miissen sie bereits dasselbe Element
sein.)

(iii) genau ein Urbild, ist f also surjektiv und injektiv, so heilt f bijektiv.

f f f
:>o o/: ° °

—— — - -

-« ——° ~— . ° °

M N M N M N
surjektiv injektiv bijektiv

Beispiel 2.9. Betrachten wir noch einmal die Funktionen aus Beispiel 2.6 (a) bzw. Bemerkung 2.7.
Die Funktion f ist nicht surjektiv, da das Element O des Zielraums kein Urbild hat. Sie ist jedoch
injektiv: Sind x,x € R\{0} mit f(x;) = f(x2), also Xil = é so folgt durch Multiplikation mit x;x,
sofort x| = x».

Die Funktion g dagegen ist surjektiv: Eine Zahl y € R hat als Urbildx =y fir y > 0, und x =y — 1
fiir y < 0. Sie ist allerdings nicht injektiv, denn es ist g(—1) = g(0) = 0.
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Beachte, dass diese Eigenschaften auch von der Wahl der Start- und Zielmenge abhéngen: So wird
z.B. f bijektiv, wenn man die Zielmenge R durch R\{0} ersetzt.

Aufgabe 2.10. Wie viele Abbildungen gibt es zwischen den Mengen {1,2,3,4} und {1,2,3,4,5,6}?
Wie viele von ihnen sind injektiv?

Bilder und Urbilder unter Abbildungen betrachtet man oft auch von ganzen Mengen statt nur von
Punkten:

Definition 2.11. Es sei f: M — N eine Abbildung.
(a) Fir A C M heilit die Menge
fA)={f(x):x€eA} CN
(also die Menge aller Bilder von Punkten in A) das Bild von A unter f.
(b) Ist B C N, so heifit die Menge
fYB):={xeM:f(x)eB} cM
(also die Menge aller Urbilder von Punkten in B) das Urbild von B unter f.
Bemerkung 2.12. Die Grundidee der Notation in Definition 2.11 (a) ist: Schreiben wir als Argument
einer Funktion f: M — N eine Teilmenge statt einem Element von M, so bedeutet dies, dass wir alle
Werte f(x) fiir x € M zusammen nehmen und diese wieder in einer Menge zusammenfassen. Diese

Schreibweise verwendet man auch oft, wenn die Funktion aus einer Rechenverkniipfung besteht,
wie z.B. in

N+i:={n+3:neN}={}3,3,...} oder 3Z:={3n:neZ}={..,-6,-3,0,3,6,...}.

Beispiel 2.13. Fiir die Funktion f: R\{0} > R, x — % aus Beispiel 2.6 (a) ist f(Rsg) = Rs¢ und
oy =o.

Beispiel 2.14. Zwischen den Konstruktionen von Bild und Urbild aus Definition 2.11 und den Men-
genoperationen aus Abschnitt 1.B gibt es sehr viele Beziehungen. Um einmal exemplarisch zu sehen,

wie derartige Beziehungen aussehen und bewiesen werden kénnen, wollen wir nun zeigen, dass fiir
jede Abbildung f: M — N und zwei beliebige Teilmengen A, B C M stets

F(A\Sf(B) C f(A\B) ()
gilt.

Zum Beweis miissen wir zeigen, dass jedes Element der linken Menge auch in der rechten Menge
liegt. Es sei also y € f(A)\f(B) beliebig. Insbesondere ist damit y € f(A), nach Definition 2.11 (a)
alsoy = f(x) fiir ein x € A. Wiirde nun auch x € B gelten, so hitten wir wegen y = f(x) auchy € f(B),
im Widerspruch zu y € f(A)\f(B). Also ist x ¢ B, und damit x € A\ B. Damit besagt y = f(x) aber
gerade y € f(A\B). Insgesamt haben wir somit die behauptete Teilmengenbeziehung (x) gezeigt.

Beachte allerdings, dass in (x) im Allgemeinen keine Gleichheit gilt: Fiir f: R — R, x — x? mit
A={-1,1}und B={—1}ist

FANSB) ={1}\{1} =0, aber f(A\B)=f({1})={1}.

Aufgabe 2.15. Beweise die folgenden Teilmengenbeziehungen und untersuche jeweils, ob auch die
Gleichheit gilt.

(a) Fiir alle Mengen M, A, B gilt M\(AUB) C (M\A) N (M\B).
(b) Ist f: M — N eine Abbildung und A C N, soist f (f~'(A)) C A.

Aufgabe 2.16. Essei f: M — N eine Abbildung. Finde fiir das Symbol [J jeweils eine der Mengen-
beziehungen C, =, D, so dass die folgenden Aussagen wahr werden, und beweise die so entstandenen
Aussagen!

(@ f(A)Nf(B)O f(ANB) fiiralle A,B C M.
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() £ (A)Nf1(B)O f(ANB) fiiralle A, B C N.

Als Nichstes wollen wir nun die euch sicher bereits bekannte Verkettung, also die Hintereinander-
ausfithrung von Funktionen einfiithren.

Definition 2.17 (Verkettung von Funktionen). Es seien f: M — N und g: N — R zwei Abbildungen
(also so dass die Zielmenge von f gleich der Startmenge von g ist). Dann heif3t die Abbildung

gof:M—R, x—g(f(x))
die Verkettung von f und g.

Bemerkung 2.18. Bei der Verkettung zweier Funktionen kommt es natiirlich auf die Reihenfolge
an, allein schon weil in der Situation von Definition 2.17 in der Regel der Zielraum von g ja nicht
mit dem Startraum von f iibereinstimmt und die ,,umgekehrte Verkettung* f o g damit gar nicht
definierbar wire. Beachte dabei, dass die Notation g o f lautet, obwohl wir zuerst f (von M nach
N) und dann g (von N nach R) anwenden. Diese vielleicht etwas merkwiirdig erscheinende Notation
kommt einfach daher, dass die Buchstaben in der gleichen Reihenfolge stehen sollen wie bei der
Abbildungsvorschrift x — g(f(x)).

Wir wollen nun unser erstes Lemma beweisen — ,,Lemma“ ist griechisch und bedeutet eigentlich
~Annahme*, aber in der Mathematik wird dieser Begriff fiir einen Hilfssatz verwendet, also fiir
ein kleines Zwischenresultat, das vielleicht fiir sich genommen nicht iiberméBig iiberraschend oder
interessant ist, aber das in spéteren Beweisen immer wieder niitzlich sein wird. In unserem momen-
tanen Fall geht es einfach darum, dass die Verkettung von Abbildungen assoziativ ist (siehe auch
Definition 3.1):

Lemma 2.19 (Assoziativitit der Verkettung). Sind f: M — N, g: N — Rund h: R — S drei Abbil-
dungen, so gilt ho (go f) = (hog)o f. (Man schreibt fiir diese Abbildung daher oft auch einfach
hogof.)

Beweis. Nach Definition 2.4 konnen wir die Gleichheit zweier Funktionen zeigen, indem wir fiir
jedes Element der Startmenge nachweisen, dass sein Bild unter beiden Funktionen iibereinstimmt.
Dies rechnen wir nun einfach durch wiederholtes Einsetzen von Definition 2.17 nach: Es gilt

(ho(gof))(x)=h((gof)(x))=h(g(f(x)))
und
((hog)o f)(x) = (hog)(f(x)) =h(g(f(x))).

Da diese beiden Ausdriicke iibereinstimmen, ist das Lemma bewiesen. O

SchlieBlich wollen wir nun noch sehen, wie sich die Begriffe der Surjektivitit, Injektivitit und Bi-
jektivitdt aus Definition 2.8 (b) dquivalent mit Hilfe von Umkehrfunktionen ausdriicken lassen.

Lemma 2.20 (Umkehrfunktionen). Es sei f: M — N eine Abbildung zwischen nicht-leeren Mengen.
Dann gilt:

(a) f ist surjektiv < es gibt eine Abbildung g: N — M mit fog =1idy.
(b) fistinjektiv < es gibt eine Abbildung g: N — M mit go f =idy,.
(c) fist bijektiv < es gibt eine Abbildung g: N — M mit fog =idy und go f =idy,.

In diesem Fall ist diese Abbildung g eindeutig bestimmt. Wir nennen sie die Umkehrfunktion
bzw. Umkehrabbildung von f und bezeichnen sie mit f~!.

Beweis. Wir beweisen die Richtungen ,,= und ,,<=* der drei Teile separat.
(a) ,,=": Essei f surjektiv. Dann kénnen wir
g: N — M, y— ein Urbild von y unter f

setzen (wobei wir, falls mehrere solche Urbilder existieren, jeweils eines auswihlen). Fiir
alley € N gilt dann f(g(y)) =y, da g(y) ja ein Urbild von y unter f ist. Also ist fog =idy.
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~<="“:Es gebeein g: N — M mit fog =idy. Istdann y € N beliebig, so konnen wir x = g(y)
setzen, und es gilt f(x) = f(g(y)) =idy(y) = y. Also hat jedes solche y ein Urbild unter f,
d.h. f ist surjektiv.

(b) ,,=“: Es sei f injektiv. Dann setzen wir

das eindeutig bestimmte Urbild von y unter f, falls eines existiert,
gN—=My—9 . .
ein beliebiges Element von M sonst
(wobei wir in der zweiten Zeile die Voraussetzung M # () brauchen). Fiir alle x € M ist
dann g(f(x)) nach Konstruktion das eindeutige Urbild von f(x) unter f, also x. Damit folgt
gof=idy.
»<="“:Es gebe ein g: N — M mit go f = idy,. Wir miissen zeigen, dass f injektiv ist, also die
Bedingung aus Definition 2.8 (b)(ii) iiberpriifen. Es seien dazu x1,x, € M mit f(x1) = f(x2).
Anwenden von g liefert g(f(x1)) = g(f(x2)), wegen go f = idy also x; = x,. Damit ist f
injektiv.
(c) ,,=": Ist f bijektiv, so konnen wir
g: N — M, y — das eindeutig bestimmte Urbild von y unter f

setzen. Da diese Definition zu denen aus (a) und (b) ,,=* passt, zeigen die obigen Rechnun-
gen also, dass f dann surjektiv und injektiv und damit bijektiv ist.

»<=": Dies folgt sofort aus Teil ,,<=* von (a) und (b).

Eindeutigkeit von g: Es seien g1,82: N — M zwei Umkehrfunktionen von f, insbesondere

ist also fogy =idy und g; o f = idys. Dann gilt

. 2.19 .

g1 =gioidy=gio(fog) = (g10f)ogr=iduogs = g. 0
Bemerkung 2.21 (Urbilder und Umkehrabbildungen). Beachte, dass wir das Urbild einer Menge
unter einer Abbildung f: M — N in Definition 2.11 (b) mit dem gleichen Symbol f~! bezeichnet
haben wie (im Fall einer bijektiven Abbildung) die Umkehrabbildung aus Lemma 2.20 (c). Das ist
vielleicht etwas ungliicklich gewihlt, aber in der Literatur so fest verankert, dass wir hier nicht davon
abweichen wollen. Bei genauem Hinschauen kann man aber auch immer feststellen, was gemeint ist:

Ist f: M — N eine Abbildung, so bezeichnet ...

..f~1(B) fiir eine Menge B C N das Urbild von B wie in Definition 2.11 (b); es
existiert fiir jede Abbildung f.

.. f~!(y) fiir ein Element y € B den Wert der Umkehrabbildung bei y wie in Lemma
2.20 (c); er existiert nur fiir bijektives f.

Letztlich hingen diese beiden Notationen aber auch eng miteinander zusammen: Ist f bijektiv und ist
x € M mit f(x) =y, soist f~(y) = x (mit f~! im Sinne der Umkehrabbildung) und f~!({y}) = {x}
(mit f ~1im Sinne des Urbildes).
Aufgabe 2.22.
(a) Untersuche die Abbildung f: Z — Z, x — 3x+ 2 auf Injektivitit und Surjektivitit.
(b) Untersuche die Abbildung f: R? —R?, (x,y) + (xy,x+ 1) auf Injektivitit und Surjektivitiit.
(c) Man zeige: Sind f: M — N und g: N — R surjektiv, so ist auch go f: M — R surjektiv.
Aufgabe 2.23. Es seien f: M — N und g: N — R bijektiv. Zeige, dass dann auch f~': N — M und
go f: M — R bijektiv sind.
Aufgabe 2.24. Man beweise oder widerlege:
(a) Sind f: M — Nund g: N — R zwei Abbildungen und ist g o f injektiv, so ist auch f injektiv.
(b) Sind f: M — Nund g: N — R zwei Abbildungen und ist g o f injektiv, so ist auch g injektiv.



20 (Version A) Andreas Gathmann

Aufgabe 2.25. Es sei f: M — N eine Abbildung zwischen zwei Mengen. Man beweise:
fistsurjektiv < fiiralle A,B C N mit f~'(A) = f~'(B) gilt A = B.

2.B Aquivalenzrelationen

Am Anfang dieses Kapitels haben wir allgemeine Relationen eingefiihrt, als einzigen Spezialfall
davon aber bisher nur die Funktionen ausfiihrlicher betrachtet. Wir wollen daher nun noch einen
ganz anderen wichtigen Typ von Relationen studieren, die sogenannten Aquivalenzrelationen.

Angenommen, wir mochten eine Menge M untersuchen, die uns zunéchst einmal zu grof3 oder zu
kompliziert erscheint. Es gibt dann zwei prinzipiell verschiedene Mdglichkeiten, wie man daraus
eine kleinere bzw. einfachere Menge machen kann:

e Wir konnen uns auf eine Teilmenge von M beschrinken — dann schlieBen wir allerdings
manche Elemente von M von unserer Untersuchung aus.

e Wir konnen zwar alle Elemente von M betrachten, aber manche von ihnen miteinander iden-
tifizieren bzw. zu Klassen zusammenfassen — d. h. sie als gleich bzw. ,,dquivalent* ansehen,
wenn sie fiir das zu untersuchende Problem &hnliche Eigenschaften haben.

Diese zweite Idee der Identifizierung dhnlicher Elemente fiihrt zum Begriff der Aquivalenzrela-
tionen. Sie klingt vielleicht zundchst etwas abstrakt, ist euch aber sicher schon an vielen Stellen
begegnet. Hier sind zwei einfache Beispiele dafiir.

Beispiel 2.26.

(a) Eine analoge Uhr vereinfacht die recht groe Menge aller (vergangenen und zukiinftigen)
Zeitpunkte, die wir uns als Zeitachse M = R vorstellen konnen, indem sie nach jeweils 12
Stunden wieder dasselbe anzeigt. Sie identifiziert also zwei Zeitpunkte x,y € R (gemessen
in Stunden) miteinander, wenn x — y ein Vielfaches von 12 ist. Dadurch ,,verkleinert™ sie
die urspriingliche Zeitachse auf ein gut iiberschaubares Intervall von 12 Stunden — und wir
alle wissen, dass uns ein Blick auf die Uhr in vielen Fillen ausreicht, wenn wir den aktuel-
len Zeitpunkt wissen wollen, auch wenn uns das nichts iiber das Datum oder die Tageszeit
(vormittags oder nachmittags) sagt.

(b) Als ,,mathematischeres* Beispiel konnen wir die Menge M aller Dreiecke in der Ebene R2
betrachten.

Bekanntlich heien zwei solche Dreiecke D, D’ € M zueinan-
der kongruent, wenn sie wie im Bild rechts durch eine Dre-
hung und / oder Verschiebung auseinander hervorgehen — wir

schreiben dies im Folgenden als D ~ D'. Zueinander kongru-

ente Dreiecke werden oft miteinander identifiziert, ndmlich D \ D
immer dann, wenn es uns nur auf die Form bzw. Grof3e der 4
Dreiecke, aber nicht auf ihre Lage in der Ebene ankommt.

Wenn wir z.B. sagen, dass die drei Seitenlingen ein Dreieck eindeutig bestimmen, dann
meinen wir damit in Wirklichkeit, dass sie das Dreieck bis auf Kongruenz eindeutig bestim-
men, also nur die Form und Gro8e festlegen, aber nicht die Lage des Dreiecks in R2. Formal
kann man dies so ausdriicken: zu einem Dreieck D nennt man

D:={D' e M:D ~ D},
also die Menge aller zu D kongruenten Dreiecke, die Kongruenzklasse von D. Die Menge
aller dieser Kongruenzklassen bezeichnen wir mit

M/~ = {D:DeM}.
Man kann dann z. B. sagen, dass die Seitenlidngen eines Dreiecks ein eindeutiges Element

in M/ ~ bestimmen, also eine eindeutige Kongruenzklasse von Dreiecken festlegen — nicht
aber ein eindeutiges Element von M.
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Mit der Idee dieser Beispiele im Kopf wollen wir nun den Begriff der Aquivalenzrelation exakt
definieren.

Definition 2.27 (Aquivalenzrelationen). Es sei ~ wie in Definition 2.1 eine Relation auf einer Men-
ge M. Wie in Bemerkung 2.2 schreiben wir x ~ y, wenn x und y beziiglich ~ in Relation stehen.

Man nennt ~ eine Aquivalenzrelation auf M, wenn die folgenden Eigenschaften gelten:

(a) Reflexivitit: Fiir alle x € M gilt x ~ x.
(b) Symmetrie: Sind x,y € M mit x ~ y, so gilt auch y ~ x.
(c) Transitivitiit: Sind x,y,z € M mitx ~ y und y ~ z, so gilt auch x ~ z.

In diesem Fall sagt man statt x ~ y auch, dass x (beziiglich dieser Relation) zu y dquivalent ist. Zu
x € M heifit dann die Menge
x={yeM:y~x}
aller Elemente, die zu x dquivalent sind, die Aquivalenzklasse bzw. einfach Klasse von x; jedes
Element dieser Menge nennt man einen Reprisentanten dieser Klasse. Die Menge aller Aquiva-
lenzklassen schreiben wir als
M/~ = {x:x€M}.

Beispiel 2.28.

(a) Das Beispiel 2.26 (a) einer analogen Uhr ldsst sich mathematisch exakt wie folgt definieren:
Auf M = R betrachten wir die Relation

x~y & esgibteink € Z mitx—y = 12k. (%)
Dies ist in der Tat eine Aquivalenzrelation, denn fiir alle x,y,z € R gilt:

e Reflexivitit: Es giltx —x =12-0= 12k mit k =0 € Z, also x ~ x.

e Symmetrie: Es gelte x ~ y, also x —y = 12k fiir ein k € Z. Durch Multiplikation mit
—1 folgt dann auch y —x = 12+ (—k) = 12k’ mit kK’ := —k € Z, und damit y ~ x.

o Transitivitit: Es gelte x ~ y und y ~ z, nach Definition der Relation also x —y = 12k
und y — z = 12k’ fiir gewisse k,k’ € Z (beachte, dass der Wert von k in () von x
und y abhingt und wir daher fiir die Differenz y — z eine neue Variable k' brauchen).
Durch Addition dieser beiden Gleichungen erhalten wir x —z = 12(k+ k) = 12k” mit
k' :=k+k € Z, und damit x ~ z.

Die Aquivalenzklasse z. B. von 2 € R ist
2={xeR:x~2}={xeR:esgibteink € Zmitx—2 =12k} = {2+ 12k : k € Z},

also die Menge aller Zeitpunkte, zu denen die Uhr auf 2 steht. Jeder beliebige Zeitpunkt
x € R, zu dem die Uhr auf 2 steht, ist ein Reprisentant dieser Klasse, und die Menge M/ ~
entspricht allen moglichen Stinden der Uhr.

(b) Die Kongruenz von Dreiecken aus Beispiel 2.26 (b) ist ebenfalls eine Aquivalenzrelation (es
ist offensichtlich, dass sie die Eigenschaften aus Definition 2.27 erfiillt). Die Aquivalenz-
klassen sind in diesem Fall genau die Kongruenzklassen.

(c) Die ,Kleiner-Relation* auf R aus Beispiel 2.3 (b), also die Relation, fiir die fiir x,y € R
genau dann x ~ y gilt, wenn x < y ist, ist keine Aquivalenzrelation, da sie weder reflexiv
noch symmetrisch ist.

Beachte, dass bei unseren Aquivalenzrelationen aus Beispiel 2.28 (a) und (b) jedes Element von M
in genau einer Aquivalenzklasse liegt: Zu jedem Zeitpunkt hat eine analoge Uhr genau einen Stand,
und jedes Dreieck in der Ebene liegt in genau einer Kongruenzklasse. Dies beschreibt genau unsere
Idee, dass wir die Elemente von M auf eine bestimmte Art zu Klassen zusammenfassen wollen. All-
gemein sind die Axiome einer Aquivalenzrelation aus Definition 2.27 anschaulich genau diejenigen,
die man braucht, damit die Relation sinnvoll eine solche Identifizierung von Elementen zu Klassen
beschreiben kann. Dies zeigt auch noch einmal der folgende zentrale Satz iiber Aquivalenzrelatio-
nen.
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Satz 2.29 (Eigenschaften von Aquivalenzrelationen). Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer
Menge M.

(a) Fiir x,y € M gilt x ~ y genau dann, wenn X =Y. (Zwei Elemente sind also genau dann
dquivalent zueinander, wenn sie die gleiche Aquivalenzklasse bestimmen.)

(b) Jedes Element x € M liegt in genau einer Aquivalenzklasse (ndmlich in X). Insbesondere ist
M also die disjunkte Vereinigung aller Aquivalenzklassen. Man sagt auch, dass die Aquiva-
lenzklassen eine Partition von M bilden.

Beweis.
(a) Esseienx,y € M.
»="1 Es gelte x ~ y. Ist dann z € M mit z € X, also z ~ x, so ist nach der Transitivitiat wegen
x ~ yauch z ~y, also z € y. Damit gilt X C y. Da mit x ~ y wegen der Symmetrie aber
auch y ~ x gilt, folgt analog auch umgekehrt y C X, und somit insgesamt X = y.

«,

»<=": Es sei nun X =y. Wegen der Reflexivitit ist x ~ x, also x € X =y, und damit x ~ y.

(b) Wegen der Reflexivitit liegt natiirlich jedes x € M in seiner eigenen Aquivalenzklasse X. Ist
nun auch x € y fiir ein y € M, also x ~ y, so gilt nach (a) bereits y = X. Also liegt x in genau
einer Aquivalenzklasse von ~, namlich in X. O

Aufgabe 2.30. Essei M = {n € Z: |n| < 100} = {—100,—99,...,0,...,99,100}. Welche der fol-
genden Relationen sind Aquivalenzrelationen auf M? Gib im Fall einer Aquivalenzrelation auBerdem
die Aquivalenzklasse —34 explizit an.

(@) x~y & esgibteinn € Z mitx =2"y.
(b) x~y & xy>0.

Aufgabe 2.31. Welche der folgenden Relationen sind Aquivalenzrelationen auf R?? Im Fall einer
Aquivalenzrelation berechne und skizziere man auBerdem die Aquivalenzklassen von (0,1) € R?
und (1,1) € R2.

@ (x,y) ~ (¥,y) 1= esgibtein a € R\{0} mit x = a’x' und y = ay’;

() (x,y) ~(¥,y) & esgibteina € R\{0} mitx=ay’ und y = ax’.
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3. Erste Eigenschaften der reellen Zahlen

In Notation 1.15 haben wir bereits die reellen Zahlen R als ,,Menge der Punkte auf einer Geraden*
eingefiihrt. Man kann aber natiirlich noch viel mehr Dinge mit den reellen Zahlen tun als sie als
eine einfache Punktmenge zu betrachten: Man kann sie addieren, multiplizieren, die Grée von zwei
Zahlen miteinander vergleichen, und noch einiges mehr. Wir wollen die Eigenschaften der reellen
Zahlen in diesem und dem néchsten Kapitel exakt formalisieren, damit wir danach genau wissen,
welche Eigenschaften von R wir in dieser Vorlesung axiomatisch voraussetzen. In der Tat werden
diese Eigenschaften letztlich sogar ausreichen, um die reellen Zahlen eindeutig zu charakterisieren.
Wir beginnen in diesem Kapitel aber zunichst einmal nur mit den ,,Grundrechenarten®, also mit der
Addition und der Multiplikation sowie ihren Umkehrungen, der Subtraktion und Division.

3.A Gruppen und Korper

Die Eigenschaften von Verkniipfungen wie der Addition oder Multiplikation reeller Zahlen werden
mathematisch durch die Begriffe einer Gruppe bzw. eines Korpers beschrieben, die wir jetzt einfiih-
ren wollen.

Definition 3.1 (Gruppen). Eine Gruppe ist eine Menge G zusammen mit einer ,, Verkniipfung®, d. h.
einer Abbildung
x: GXG— G, (x,y) = x*Y,

so dass die folgenden Eigenschaften (auch Gruppenaxiome genannt) gelten:
(a) (Assoziativitit) Fiir alle x,y,z € G gilt (x*y) *z = x* (y*z). Man schreibt diesen Ausdruck
dann in der Regel auch einfach als x *y x z, weil die Reihenfolge der Klammerung ja egal ist.

(b) (Existenz eines neutralen Elements) Es gibt ein e € G, fiir das exx =xxe =xfirallex € G
gilt. Man nennt ein solches e ein neutrales Element, und verlangt davon zusitzlich:

(c) (Existenz von inversen Elementen) Fiir alle x € G gibtes ein X’ € G mit X’ xx = xxx’' = e.
Man nennt x’ dann ein inverses Element zu x.

Wir bezeichnen eine solche Gruppe mit (G, *). Wenn aus dem Zusammenhang klar ist, welche Ver-
kniipfung gemeint ist, schreiben wir oft auch einfach nur G fiir die Gruppe.

Gilt zusétzlich zu den obigen Eigenschaften noch
(d) (Kommutativitit) x«y = y«x fiir alle x,y € G,
so heiBit (G, *) eine kommutative oder abelsche Gruppe.

Bemerkung 3.2. Manchmal wird in der Definition einer Gruppe in Teil (b) lediglich e *x x = x und
in Teil (c) lediglich x’ x x = e gefordert (man spricht dann auch von einem linksneutralen bzw.
linksinversen Element). Man kann jedoch unter Verwendung der iibrigen Gruppenaxiome zeigen,
dass in diesem Fall automatisch auch x* e = x und x *x’ = e gelten muss, also dass linksneutrale
Elemente immer neutral und linksinverse Element bereits immer inverse Elemente sind [G, Satz
1.7]. Die beiden Varianten der Definition einer Gruppe stimmen also letztlich {iberein.

Beispiel 3.3.

(a) (R,+) ist eine abelsche Gruppe, denn die Addition ist (wie wir axiomatisch voraussetzen
werden) eine Verkniipfung auf R mit den Eigenschaften:

o (x+y)+z=x+(y+z) firalle x,y,z € R;
e 0 € R ist ein neutrales Element, denn 0 +x = x + 0 = x fiir alle x € R;

e zujedem x € R ist —x € R ein inverses Element, denn (—x) +x =x+ (—x) =0;
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o x+y=y+xfirallex,yeR.
Auf die gleiche Art sind auch (Q,+) und (Z,+) abelsche Gruppen, jedoch nicht (N, +):

Hier existiert zwar noch ein neutrales Element O, aber die Zahl 1 € N hat kein Inverses mehr,
denn es gibt kein x € Nmitx+1 =0.

(b) (R, -) ist keine Gruppe: Die Multiplikation ist zwar assoziativ und kommutativ und hat das

neutrale Element 1, aber die Zahl 0 hat kein Inverses — denn dies miisste ja eine Zahl x € R
sein mitx-0=1.
Nimmt man jedoch die 0 aus R heraus, so erhilt man mit (R\{0}, -) wieder eine abelsche
Gruppe, bei der das neutrale Element 1 und das zu einem x inverse Element % ist. Genauso
funktioniert dies fiir (Q\{0}, - ), aber z. B. nicht fiir (Z\{0}, -): Hier gibt es zwar noch ein
neutrales Element 1, aber die Zahl 2 € Z\{0} hat kein Inverses mehr, denn es gibt kein
x€Z\{0} mit2-x=1.

(c) Hier ist noch ein Beispiel von einem ganz anderen Typ: Es sei M eine beliebige Menge
und G = {f: M — M bijektiv} die Menge aller bijektiven Abbildungen von M nach M. Da
die Verkettung bijektiver Abbildungen nach Aufgabe 2.23 wieder bijektiv ist, definiert sie
eine Verkniipfung auf G. In der Tat wird G damit zu einer Gruppe, denn die Verkettung ist
assoziativ nach Lemma 2.19, die Identitét idy, ist ein neutrales Element, und zu einem f € G
ist die Umkehrabbildung f~! aus Lemma 2.20 (c) ein inverses Element: Sie ist nach Aufgabe
2.23 selbst wieder bijektiv (also in G) und erfiillt f~' o f = fo f~! =idy; nach Lemma 2.20
(c). Im Allgemeinen ist diese Gruppe jedoch nicht kommutativ.

Wir wollen nun ein paar einfache Eigenschaften von Gruppen beweisen, u. a. dass die in Definition
3.1 geforderten neutralen und inversen Elemente eindeutig sind und wir daher in Zukunft auch von
dem neutralen und dem zu einem gegebenen Element inversen Element sprechen konnen.

Lemma 3.4 (Eigenschaften von Gruppen). Es seien (G,x*) eine Gruppe und x,y € G.
(a) Es gibt genau ein neutrales Element (wie in Definition 3.1 (b)).
(b) Es gibt genau ein inverses Element zu x (wie in Definition 3.1 (c)).

(¢) Sind X' und y' die inversen Elemente zu x bzw. y, so ist y *x' das inverse Element zu x * y.

(d) Ist X' das inverse Element zu x, so ist x das inverse Element zu X' (,,das Inverse des Inversen
ist wieder das Ausgangselement ).

Beweis.

(a) Sind e und é neutrale Elemente, so folgt

e=2¢xe (denn ¢ ist ein neutrales Element)

é (denn e ist ein neutrales Element).

(b) Sind x’ und ¥ inverse Elemente zu x, so gilt
X =exx (e neutrales Element)
= (¥ *x)*x’ (¥ ist ein inverses Element zu x)
=% x(xxx') (Assoziativitiit)
=i xe (&' ist ein inverses Element zu x)

=i (e neutrales Element).

(c) Es gilt
(O * X ) (xxy) =y x (X *xx)xy =y xexy=yxy=e
und analog auch (x*y) x (y' xx’) = e. Damit ist y’ xx” das inverse Element zu x xy.

(d) Die Gleichung x’ % x = x*x’ = e besagt direkt, dass x das inverse Element zu x’ ist. O



3. Erste Eigenschaften der reellen Zahlen (Version A) 25

Wie wir in Beispiel 3.3 (a) und (b) gesehen haben, erlauben die reellen Zahlen zwei grundle-
gende Gruppenstrukturen: die Addition und (nach Herausnahme der 0) die Multiplikation. Diese
beiden Strukturen sind jedoch nicht unabhingig voneinander, da sie durch das Distributivgesetz
(x+y)-z=xz+yz fiir alle x, y,z € R miteinander verbunden sind. Eine derartige Kombination zwei-
er Gruppenstrukturen bezeichnet man als einen Korper.
Definition 3.5 (Korper). Ein Korper ist eine Menge K zusammen mit zwei Verkniipfungen
+: KxK— K (genannt Addition) und -: KxK — K (genannt Multiplikation),

so dass die folgenden Eigenschaften (auch Korperaxiome genannt) gelten:

(a) (K,+) ist eine abelsche Gruppe. Wir bezeichnen ihr neutrales Element mit O und das zu

einem x € K inverse Element mit —x.

(b) (K\{0}, -) ist ebenfalls eine abelsche Gruppe. Wir bezeichnen ihr neutrales Element mit 1
1

und das zu einem x € K\{0} inverse Element mit x~'.
(c) (Distributivitit) Fiir alle x,y,z € K gilt (x+y)-z= (x-2)+ (y- 2).

Mit dieser Definition wollen wir nun also axiomatisch voraussetzen:

\ R ist ein Korper. \

Um Verwirrungen zu vermeiden, werden wir die beiden Verkniipfungen in einem Korper immer mit
den Symbolen ,,+“ und ,,- “ bezeichnen. Ebenso werden wir (wie ihr es natiirlich gewohnt seid) ver-
einbaren, dass man den Punkt bei der Multiplikation auch weglassen darf und bei ungeklammerten
Ausdriicken zuerst die Multiplikationen und dann die Additionen ausgefiihrt werden, so dass man
also z. B. die Distributivitit aus Definition 3.5 (c) auch als (x+y) z = xz+ yz schreiben kann.

Es ist jedoch wichtig zu verstehen, dass wir ab jetzt nicht mehr voraussetzen werden, dass Addition
und Multiplikation in einem Korper wie z. B. R genau die Verkniipfungen sind, ,,an die man als
Erstes denken wiirde* — was auch immer das heilen mag. Stattdessen sind es einfach irgendwelche
zwei Verkniipfungen, die die Eigenschaften aus Definition 3.5 haben. Unsere zukiinftigen Beweise
tiber Korper wie z. B. R miissen wir also ausschlieBlich auf diesen Eigenschaften aufbauen.

Dieser axiomatische Zugang hat zwei Vorteile:

e Zum einen wissen wir dadurch genau, welche Eigenschaften der Grundrechenarten auf den
reellen Zahlen wir eigentlich voraussetzen. Es sollte schlielich klar sein, dass wir eine ex-
akte Mathematik nicht auf einer anschaulichen Vorstellung von R aufbauen konnen. Solltet
ihr euch also z. B. spiter einmal dafiir interessieren, wie man die Existenz der reellen Zah-
len beweisen kann, so wiisstet ihr dann genau, was eigentlich zu beweisen ist: namlich die
Existenz einer Menge mit genau den Eigenschaften, die wir jetzt axiomatisch voraussetzen.

e Zum anderen werdet ihr im Laufe eures Studiums noch viele weitere Korper kennenlernen,
z.B. in Kapitel ?? den sehr wichtigen Korper der komplexen Zahlen. Alle Resultate, die nur
auf den Korperaxiomen aufbauen, iibertragen sich dann also sofort auf diese neuen Fille,
ohne dass man sich dariiber noch einmal neu Gedanken machen muss.

Beispiel 3.6.

(a) Neben R ist auch Q (mit den gleichen Verkniipfungen wie auf R) ein Korper. Die ganzen
Zahlen Z bilden mit diesen Verkniipfungen jedoch keinen Korper, da (Z\{0}, -) nach Bei-
spiel 3.3 (b) keine Gruppe ist. Ebenso ist N mit diesen Verkniipfungen kein Korper, da hier
nach Beispiel 3.3 (a) bereits die Addition keine Gruppenstruktur liefert.

(b) Hier ist ein Beispiel fiir einen Korper, der sich ganz anders verhilt als R und Q. Wir definie-
ren auf der Menge K = {g,u} zwei Verkniipfungen durch die folgenden Tabellen.

+18 u
8|8
u u

< 00| T

8
u und glg
8 ul|g
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Die Idee dieser Verkniipfungen ist, dass g fiir gerade und u fiir ungerade ganze Zahlen steht.
So haben wir in der Tabelle z. B. g + u als u definiert, weil die Addition einer geraden und
einer ungeraden Zahl eine ungerade Zahl ergibt.

Man kann zeigen, dass K mit diesen beiden Verkniipfungen einen Korper bildet. Er wird
in der Literatur mit Z; bezeichnet, da seine Elemente die Reste ganzer Zahlen bei Division
durch 2 beschreiben. Um zu beweisen, dass Z, ein Korper ist, konnte man z. B. einfach die
geforderten Eigenschaften fiir alle Elemente — es gibt ja nur zwei — explizit nachpriifen. In
der Vorlesung ,,Algebraische Strukturen® zeigt man allerdings, dass man die Korperaxiome
hier auch viel eleganter direkt aus den Eigenschaften von Z folgern kann [G, Satz 7.10]. Wir
wollen uns hier damit begniigen, die neutralen und inversen Elemente anzugeben:

e Das additive neutrale Element ist g, wie man leicht aus der Tabelle abliest. Im Sinne
der Notationen von Definition 3.5 ist also 0 = g. Wegen g+g =u+u = g = 0 sind
die additiven inversen Elemente —g = g und —u = u. Dies stimmt natiirlich auch mit
der Interpretation als gerade und ungerade Zahlen iiberein, da das Negative von einer
geraden bzw. ungeraden Zahl ebenfalls wieder gerade bzw. ungerade ist.

e Das multiplikative neutrale Element in Z,\{0} ist u — in der Tat ist es ja auch das
einzige Element in Z,\{0}. Gemif der Notation von Definition 3.5 ist also 1 = u.

Beachte, dass in diesem Korper Z; die Gleichung 141 = u+u = g = 0 gilt. Die Korper-
axiome lassen es also zu, dass man bei fortgesetzter Addition der 1 irgendwann wieder zur O
zuriick kommt. Wir werden in dieser Vorlesung nicht viel mit dem Korper Z, zu tun haben —
wir haben ihn hier nur als Beispiel dafiir angegeben, dass die Korperaxiome noch weit davon
entfernt sind, die rationalen oder reellen Zahlen eindeutig zu charakterisieren.

Anschaulich kann man die Korperaxiome so interpretieren, dass ein Korper eine Menge ist, auf der
»die vier Grundrechenarten existieren und die erwarteten Eigenschaften haben®. Wir wollen nun
noch ein paar weitere dieser erwarteten Eigenschaften zeigen, die bereits aus den Korperaxiomen
folgen und die wir dann beim Rechnen z. B. in R natiirlich stéindig benutzen werden.

Bemerkung 3.7. Es seien K ein Korper und x,y € K.

()

(b)

Wenden wir Lemma 3.4 (c) und (d) auf die (kommutative) Addition und Multiplikation an,
so sehen wir sofort, dass

—(x+y)=(=x)+(-y) und —(-x)=x
sowie fiir x,y # 0

_1:

(xy) P=xty7! und (x71) X.

Etwas versteckt in Definition 3.5 steht in Teil (b) u. a. die Aussage, dass die Multiplikation
iiberhaupt eine Verkniipfung auf K\ {0} ist, also dass fiir x,y € K\ {0} auch xy € K\ {0} gilt.
Aquivalent dazu bedeutet das:

Ist xy =0, so gilt x =0 oder y = 0.

Lemma 3.8 (Eigenschaften von Korpern). In jedem Korper K gilt fiir alle x,y € K:

(@)

(b)

(©
Beweis.

(a)

0-x=0.

x-(=y) = —(xy).

Fiir x # 0 ist —(x~') = (—x) 7.
Es gilt

0-x=(04+0)-x (0ist additives neutrales Element)
=0-x+0-x, (Distributivitit)

woraus durch Addition des additiven Inversen von O - x auf beiden Seiten die gewiinschte
Gleichung 0 = 0 - x folgt.



(b)

()
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Es ist
x-(=y)+xy=x-(—y+y) (Distributivitit)
=x-0 (—y ist additives Inverses zu y)
=0 (nach (a)),
daher ist x- (—y) das additive Inverse zu xy, d. h. es gilt x- (—y) = —(xy).

Doppeltes Anwenden von (b), einmal fiir den linken und einmal fiir den rechten Faktor,
ergibt

3.7(a)

(D) ()=~ () =~ (=) = —(-1) =L

Also ist —(x~!) das multiplikative Inverse zu —x, d. h. es ist —(x~!) = (—x)~'. O

Notation 3.9. In einem Korper K verwendet man iiblicherweise die folgenden Notationen, von
denen euch die meisten sicher bekannt sein werden:

(a)
(b)

()

Fiir x,y € K setzt man x —y :=x+ (—y). Ist y # 0, so setzt man ’y—‘ =x-y L.

Fiir x € K und n € N definiert man die n-te Potenz von x als

x :: x o e e e .X:7
——
n-mal
wobei dieser Ausdruck fiir n = 0 als x° := 1 zu verstehen ist. Insbesondere legen wir also
auch 00 := 1 fest. Beachte, dass aus dieser Definition (und der Kommutativitdt der Multipli-

kation) unmittelbar die Potenzrechenregeln
Yoy = xn1+n und (xy)n =" _yn

fiir alle x,y € K folgen. Ist x # 0, so definiert man zusitzlich Potenzen mit negativen ganz-
zahligen Exponenten durch x™" := (x )",

Beachte, dass auch in einem beliebigen Korper K die Exponenten einer Potenz stets ganze
Zahlen sind und keine Elemente aus K. Eine Potenz x” fiir x,y € K lésst sich im Allgemeinen
nicht definieren (auch wenn dies fiir K = R in vielen Fillen moglich ist, siehe Definition 2?).

Manchmal méchte man mehrere Elemente x;,,, X1, Xm+2, - - - , X, in einem Korper (oder all-
gemeiner in einer additiv geschriebenen abelschen Gruppe) aufsummieren, die durch eine
ganzzahlige Laufvariable indiziert werden, die von einem m € Z bis zu einem n € Z (mit
n > m) lauft. Man schreibt dies dann als

n

Y X=X Xt X2+ X

i=m
(also mit einem groflen griechischen Sigma, das an das Wort ,,Summe* erinnern soll). So
steht z. B.

P=124+2243 4 4n? (%)
i=1

fiir die Summe aller Quadratzahlen bis n%. Natiirlich ist der Name der Laufvariablen dabei
egal, und der Ausdruck (x) hingt nicht von einem i ab (wie man auf der rechten Seite ja auch
sieht). AuBerdem kann man die Laufvariable verschieben, ohne den eigentlichen Ausdruck
zu dndern: Setzt man z. B. i = j+ 1, also j =i — 1, in der obigen Summe (x), so lduft j dort
von 0 bis n— 1, wenn i von 1 bis n lduft, und wir konnen dieselbe Summe auch schreiben als

n

n—1

Y (H1)2 = 124224 3 o,

j=0
Natiirlich kann man diesen Ausdruck nun auch wieder genauso gut mit dem Buchstaben i
statt j als Y7~ (i + 1)? schreiben, oder den Index um mehr als 1 in die eine oder andere
Richtung verschieben. Also:
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Der Wert einer Summe édndert sich nicht, wenn man zur Laufvariablen im zu summie-
renden Ausdruck eine Konstante addiert, und dafiir von der Ober- und Untergrenze
der Summe diese Konstante abzieht.

Wir sagen in diesem Fall, dass die neue Darstellung der Summe durch eine Indexverschie-
bung (im Beispiel oben i — i+ 1) aus der alten hervorgeht.

Analog schreibt man

n
| [ R E R AN REE R
=m
(mit einem grofen griechischen Pi fiir das Produkt), wenn man die Korperelemente mul-
tiplizieren statt addieren mochte. Ist schlieflich die Obergrenze einer Summe oder eines
Produkts kleiner als die Untergrenze (man spricht dann von der leeren Summe bzw. dem
leeren Produkt), so definiert man dies als

n n
Y xi:=0 und [[xi=1 fiir n < m,
i=m i=m

also als das additive bzw. multiplikative neutrale Element.
(d) Ist n eine natiirliche Zahl, so fasst man diese oft auch als das Element
1=14+---4+1

N——

n-mal

D=

1

I
-

von K auf. Im Fall K = R ist dies dann einfach die natiirliche Zahl n € N C R und liefert
somit keine neue Notation, aber z. B. in K = Z; aus Beispiel 3.6 (b)ist2=1+1=0.
Aufgabe 3.10. Zeige, dass in jedem Korper K die iiblichen Rechenregeln
{Jri:xw—}—yz und X z_ Xz
y w w y wooyw
fiir Briiche gelten, wobei x,y,z,w € K mit y,w # 0.

Aufgabe 3.11. Es sei a € Q fest gegeben. Wir definieren auf Q? eine Addition und Multiplikation
durch

(x1,%2) + (v1,32) == (x1+y1,x2+y2) und  (x1,x2) - (y1,¥2) := (x1y1 +ax2y2,x1y2 +x2)1).

Man priift leicht durch explizite Rechnung nach, dass Q® mit dieser Addition eine kommutative
Gruppe mit neutralem Element (0,0) ist, dass auch die Multiplikation kommutativ ist, und dass
diese beiden Operationen das Distributivgesetz erfiillen — dies soll in dieser Aufgabe nicht bewiesen
werden. Man zeige stattdessen:

(a) Die Multiplikation ist assoziativ und besitzt ein neutrales Element.
(b) (Q?,+, -) ist genau dann ein Korper, wenn a kein Quadrat in Q ist, also wenn es kein b € Q
gibt mit a = b?.
Aufgabe 3.12. Zu einem Korper K und einer Menge D mit |[D| > 2 sei
V ={f: f ist eine Abbildung von D nach K}

die Menge aller reellwertigen Funktionen auf D. Fiir f, g € V definieren wir die Addition f + g und
Multiplikation f - g dieser Funktionen punktweise durch

f+g:D—=K, x— f(x)+gx) und fg:D—=K,x— f(x) g(x).
(a) Zeige, dass V mit dieser Addition eine abelsche Gruppe ist.
(b) IstV mit dieser Addition und Multiplikation ein Korper?
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3.B Vollstindige Induktion

Hiufig mochte man in der Mathematik Aussagen beweisen, die von einer natiirlichen Zahl abhéingen
— z. B. bei Formeln, die Summen oder Produkte wie in Notation 3.9 mit variablen Unter- oder Ober-
grenzen beinhalten. Die einfachste und bekannteste solcher Aussagen ist vermutlich die folgende
Formel fiir die Summe aller natiirlichen Zahlen bis zu einer gegebenen Obergrenze.

Satz 3.13 (Summenformel von GauB). Fiir alle n € N gilt

i = n(nJrl).
k=1 2

Beispiel 3.14. Fiir n =5 ist z. B.

> 5.6
Z k=14243+4+445=15="—+.
k=1 2

Um derartige Aussagen zu beweisen, ist oft das Beweisverfahren der (vollstindigen) Induktion
niitzlich, das wir jetzt einfithren wollen.

Angenommen, wir wollen (wie z. B. in Satz 3.13) eine Aussage A(n) fiir alle n € N beweisen. Dann
konnen wir dies tun, indem wir die folgenden beiden Dinge zeigen:

(a) (Induktionsanfang) Die Aussage A(0) ist wahr.

(b) (Induktionsschritt) Fiir alle n € N gilt A(n) = A(n+ 1), d.h. wenn die Aussage A(n) fiir
ein gegebenes n € N gilt (die ,,Induktionsannahme* bzw. , Induktionsvoraussetzung*), dann
gilt auch die Aussage A(n+ 1) (der ,Induktionsschluss®).

Haben wir diese beiden Dinge gezeigt, so folgt daraus nimlich die Giiltigkeit von A (n) fiir alle n € N:
Die Aussage A(0) haben wir mit dem Induktionsanfang gezeigt, und durch fortgesetztes Anwenden
des Induktionsschritts A(n) = A(n+ 1) firn =0, 1,2,... erhalten wir dann auch

A0)=A(1)=AQ2)=AQB)= -,
also die Giiltigkeit von A(n) fir allen € N={0,1,2,3,...}.

Derartige Induktionsbeweise sind immer dann sinnvoll, wenn die Aussagen A(n) und A(n+1) ,,dhn-
lich genug® sind, so dass es beim Beweis von A(n + 1) hilft, die Giiltigkeit von A(n) voraussetzen
zu diirfen.

Mit diesem Verfahren konnen wir nun die Summenformel aus Satz 3.13 beweisen:

Beweis von Satz 3.13. Wir zeigen die Formel mit Induktion iiber n.

Induktionsanfang (n = 0): Fiir n = 0 stimmen die beiden Seiten der zu zeigenden Gleichung iiberein,
denn es ist .

Zk _ 0= O-(OZ—H).

k=1
Induktionsschritt (n — n+ 1): Als Induktionsvoraussetzung nehmen wir an, dass die zu beweisende
Formel fiir ein gegebenes n € N richtig ist, d. h. dass

i i — nn+1)
k=1 2
gilt. (Beachte, dass wir diese Gleichung nicht fiir alle n € N voraussetzen — dies wire ja schon die
gesamte zu zeigende Aussage!) Wir miissen zeigen, dass die entsprechende Gleichung dann auch

fiir n+ 1 gilt, also dass

ntl (n+1)(n+2)
k= T IRTE)
L >
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Dies ergibt sich nun leicht aus der folgenden Rechnung:

n+1 n

Z k = Z (Abspalten des letzten Summanden fiir k =n—+1)

k=1 k=1
= (n ) +(n+1) (nach Induktionsvoraussetzung)
_ n?+n+2n+2
B 2
_ (n+1)(n+2)
D —

Damit ist der Satz mit vollstdndiger Induktion bewiesen. O

Bemerkung 3.15. Offensichtlich erlaubt das Beweisverfahren der vollstindigen Induktion die fol-
genden Abwandlungen:

(a) Im Induktionsschritt kann man, wenn es hilfreich ist, beim Beweis der Aussage A(n+ 1)
nicht nur die direkt vorangegangene Aussage A(n), sondern alle bereits gezeigten Aussagen
A(0),A(1),...,A(n) voraussetzen.

(b) Mochte man die Aussage A(n) nicht fiir alle n € N, sondern fiir alle n € Z ab einem gewissen
Startwert ng € Z zeigen, so kann man als Induktionsanfang die Aussage A(ng) zeigen, und
im Induktionsschritt dann die Folgerung A(n) = A(n+ 1) fiir alle n > ny.

Aufgabe 3.16. Zeige fiir allen € N:
1

n
()Z k+l T+l (b)H<1+) T

3.C Polynomfunktionen

Als erste Anwendung der Korpereigenschaften wollen wir zum Abschluss dieses Kapitels die euch
sicher schon aus der Schule bekannten Polynomfunktionen behandeln — also die Funktionen, die
sich aus den grundlegenden Korperoperationen Addition und Multiplikation bilden lassen.

Definition 3.17 (Polynomfunktionen und Nullstellen). Es seien D eine Teilmenge eines Korpers K
und f: D — K eine Funktion.

(a) Ist f von der Form

n
= Zakxk =a X"+ -+ax+a
k=0
fiir gewisse ao,...,a, € K, so sagt man, dass f eine Polynomfunktion ist. Ist n dabei so
gewdhlt, dass der erste Koeffizient a, ungleich Null ist, so heiit f eine Polynomfunktion
vom Grad n und mit Leitkoeffizient a,,. Ist der Leitkoeffizient 1, so heifit f eine normierte
Polynomfunktion.

Sind in der obigen Darstellung alle Koeffizienten ay,...,a, gleich O (und ist f damit die
Nullfunktion), so nennen wir f formal eine Polynomfunktion vom Grad —ee. In diesem Fall
hat f keinen Leitkoeffizienten.

(b) Istxg € D mit f(xp) = 0, so nennt man xp eine Nullstelle von f.
Das Besondere an Nullstellen von Polynomfunktionen ist, dass man sie wie im folgenden Satz als

Linearfaktoren abspalten kann.

Satz 3.18 (Abspalten von Nullstellen in Polynomfunktionen). Es seien K ein Korper, D C K und
f: D — K eine Polynomfunktion vom Grad n € N.

(a) Ist xo € D eine Nullstelle von f, so gibt es eine Polynomfunktion g: D — K vom Grad n — 1
mit f(x) = (x—xo) g(x) fiir alle x € D (d. h. man kann ,,den Linearfaktor x — xo abspalten®).
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(b) Die Funktion f hat hochstens n Nullstellen.

Beweis. Wir zeigen die beiden Aussagen mit Induktion iiber n. Der Beweis von (a) ist dabei kon-
struktiv, d. h. er gibt auch ein Verfahren an, wie g berechnet werden kann (siehe Beispiel 3.19).

Der Induktionsanfang fiir n = O ist trivial, denn f ist dann eine Konstante ungleich 0 und hat somit
keine Nullstellen. Fiir den Induktionsschluss nehmen wir an, dass die Aussagen des Satzes bis zu
einem gegebenen n gelten, und betrachten f: D — K, x — a,H_l)c”+1 +---+ajx+ayvom Grad n+1,
also mit a,, 1 # 0.

(a) Wir definieren eine Polynomfunktion f: D — K durch
F(x) = f(x) =@ 1x" (x —x0)
= ayi1x0X" + apx” +ap XN aix+a

fiir alle x. Ist f die Nullfunktion, so sind wir fertig, da dann ja f(x) = a,1x"(x — xo) fiir
alle x € D gilt. Andernfalls ist f nach Konstruktion eine Polynomfunktion von einem Grad
kleiner als 7+ 1 (der x"*!-Term hebt sich ja gerade heraus), die immer noch die Nullstelle xo
hat. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es dann also eine Polynomfunktion g§: D — K vom
Grad kleiner als 7 mit f(x) = (x —xo) g(x) fiir alle x € D, und somit ist

f(x) = any1x" (x—x0) +f(x)
= (x=x0) - (ans1x" +g(x))
=:g(x)
fiir alle x € D, wobei g offensichtlich vom Grad # ist.

(b) Hat f keine Nullstelle, so sind wir fertig. Andernfalls wéihlen wir eine Nullstelle xo von f
und schreiben f(x) = (x —xo) g(x) fiir alle x € D wie in (a) mit einer Polynomfunktion g vom
Grad n. Nach Induktionsvoraussetzung hat g hochstens n Nullstellen, und nach Bemerkung
3.7 (b) sind die Nullstellen von f genau xp zusammen mit den Nullstellen von g. Also hat f
hochstens 7 + 1 Nullstellen. Damit ist die Behauptung mit Induktion bewiesen. U

Beispiel 3.19 (Polynomdivision). Das Verfahren aus dem Beweis von Satz 3.18 (a) wird als Poly-
nomdivision [G, Satz 10.19] bezeichnet: Man subtrahiert fortlaufend geeignete Vielfache von x — xg
von f, so dass sich der jeweils hochste Term von f weghebt, und sammelt die dabei verwendeten
Faktoren in g. Das folgende Schema, das genauso aussieht wie eine normale schriftliche Division,
verdeutlicht dieses Verfahren am Beispiel der Funktion f: R — R, x — x> + 3x — 4 mit Nullstelle
xo = 1, die wir als f(x) = (x— 1) g(x) fiir alle x € R schreiben wollen. Das Ergebnis ist in diesem
Fallg: R >R, x—x+4.

f (243x—4) : (x—1) = x+4 ~— g
W) ]
JF" dx—4

— (4x — 4)
0

Bemerkung 3.20. Satz 3.18 liefert uns zwar die neue Funktion nach dem Abspalten des Linearfak-
tors, er sagt uns hingegen nicht, wie wir iiberhaupt erst einmal eine Nullstelle von f finden konnen,
oder ob es iiberhaupt Nullstellen gibt (die reelle Polynomfunktion f(x) = x> 4 1 hat ja z. B. keine
Nullstellen). In der Tat gibt es im Allgemeinen kein Verfahren, wie man Nullstellen von Polynom-
funktionen exakt berechnen kann! Genauer gesagt gilt:

e Fiir Polynomfunktionen vom Grad hochstens 4 gibt es explizite Verfahren zur exakten Be-
stimmung der Nullstellen (fiir Grad 1 ist das klar, fiir Grad 2 gibt es die bekannte ,,p-g-
Formel* bzw. die quadratische Ergénzung, und fiir Grad 3 bzw. 4 sind die Formeln so lang,
dass man im Allgemeinen nicht mehr mit ihnen arbeiten mochte).
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e Fiir Polynomfunktionen vom Grad groBer als 4 kann man beweisen(!), dass es keine derar-
tigen Verfahren zur exakten Bestimmung der Nullstellen geben kann (das beweist man z. B.
in der Vorlesung ,,Einfithrung in die Algebra®, die ihr im nédchsten Studienjahr héren konnt).
Aber:

o Fiir reelle Polynomfunktionen beliebigen Grades gibt es zumindest numerische Verfahren,
die die Nullstellen (mit beliebiger Genauigkeit) ndherungsweise bestimmen konnen.

Zum Schluss wollen wir nun noch zwei wichtige Konzepte fiir Polynomfunktionen untersuchen, die
ihr beide im reellen Fall vielleicht schon aus der Schule kennt: den sogenannten Koeffizientenver-
gleich (also dass eine Polynomfunktion eindeutig ihre Koeffizienten bestimmt) und die Vielfachheit
von Nullstellen. Es stellt sich jedoch heraus, dass man hierfiir im allgemeinen Fall die Voraussetzung
benotigt, dass die Definitionsmenge der betrachteten Funktionen unendlich viele Elemente besitzt.

Lemma 3.21 (Koeffizientenvergleich). Es seien K ein Korper, D C K mit |D| = oo, und f: D — K
eine Polynomfunktion mit zwei Darstellungen

fx)=axX"+---+aix+ay=bx"+---+bix+by fiirallexeD

fiir gewisse ay, . ..,an,bo,...,b, € K. (Beachte, dass wir dabei in beiden Darstellungen den gleichen
hochsten Exponenten n wihlen konnen, da wir nicht a,, # 0 und b,, # 0 vorausgesetzt haben.)

Dann gilt bereits a; = b; fiir alle i = 0,...,n. Es ist also nicht moglich, ,,eine Polynomfunktion auf
zwei verschiedene Arten hinzuschreiben“.

Beweis. Nach Voraussetzung ist die Polynomfunktion
D — K, x> (ap —bn) X" + -+ + (a1 —b1)x+ (a0 — bo) = f(x) — f(x) =0

die Nullfunktion auf D. Da sie damit wegen |D| = oo unendlich viele Nullstellen besitzt, muss sie
nach Satz 3.18 (b) vom Grad —eoo sein. Also sind alle Koeffizienten dieser Polynomfunktion gleich
0,d.h.esista; = b, firallei =0,...,n. ]

Bemerkung und Notation 3.22 (Polynome). Die Voraussetzung |D| = oo in Lemma 3.21 ist wirklich
notwendig: So sind fiir D = K = Z, wie in Beispiel 3.6 (b) z. B. x — x und x — x? dieselbe Funktion,
da sie beide 0 auf O und 1 auf 1 abbilden und in Z, keine weiteren Elemente existieren.

In der Literatur bezeichnet man einen formalen Ausdruck der Form a,x" + --- + ajx + ap mit
ap,...,a, € K als ein Polynom iiber K [G, Kapitel 9]. Jedes solche Polynom bestimmt natiirlich
eine Polynomfunktion von jeder Teilmenge D von K nach K, allerdings kdnnen verschiedene Poly-
nome wie im eben angegebenen Beispiel durchaus dieselbe Polynomfunktion definieren: Uber Z,
sind x und x? verschiedene Polynome, sie bestimmen aber dieselbe Polynomfunktion.

Mit dieser Notation ist die Aussage von Lemma 3.21 also, dass Polynome und Polynomfunktionen
im Fall von unendlichen Definitionsmengen dasselbe sind. Da wir Polynomfunktionen im Folgenden
in der Regel nur in diesem Fall unendlicher Definitionsmengen benotigen, werden wir die Begriffe
Polynom und Polynomfunktion oft synonym verwenden. Wegen der Eindeutigkeit der Koeffizienten
sind dann auch der Grad (und der Leitkoeffizient) einer Polynomfunktion f wie in Definition 3.17
(a) eindeutig bestimmt. Wir konnen daher eine Bezeichnung dafiir einfiihren:

Definition 3.23 (Grad eines Polynoms). Wir bezeichnen den Grad einer Polynomfunktion f (mit
unendlicher Definitionsmenge) mit deg f € NU{—eo} (vom englischen Wort ,,degree*).

Satz und Definition 3.24 (Vielfachheit von Nullstellen). Es seien K ein Korper, D C K mit |D| = oo
und f: D — K eine Polynomfunktion, die nicht die Nullfunktion ist. Dann ldisst sich f (bis auf die
Reihenfolge der Faktoren) eindeutig als

Sx)=gx) (x—xp)® e (x—xp)% fiir alle x € D
schreiben, wobei x1,...,x; € D die verschiedenen Nullstellen von f sind, ay,...,a; € Nxg gilt, und
g eine Polynomfunktion ohne Nullstellen in D ist. In dieser Darstellung nennt man a; fiiri =1,... k

die Vielfachheit der Nullstelle x; (in der Literatur sind auch die Bezeichnungen Ordnung und Mul-
tiplizitit der Nullstelle iiblich).
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Beweis. Die Existenz einer solchen Darstellung ergibt sich sofort durch fortgesetztes Abspalten von
Nullstellen gemél Satz 3.18 (a). Wir zeigen nun die Eindeutigkeit mit Induktion iiber den Grad
der Polynomfunktion. Dabei ist der Induktionsanfang fiir Grad O trivial, denn dann hat f keine
Nullstellen, und es ist zwangsldufig k =0 und g = f.

Fiir den Induktionsschritt bemerken wir zuerst, dass xi,...,x; natiirlich in jedem Fall als die Null-
stellen von f eindeutig bestimmt sind. Wir nehmen also an, dass wir zwei Darstellungen

f(x) :g(x) . ()C*)C])al e (xka)ak = h(x) . (X*)C])bl e (xka)bk
wie in der Behauptung des Satzes haben. Im nullstellenfreien Fall k = 0 sind wir natiirlich bereits fer-
tig. Andernfalls liefert Division durch x —x; fiir alle x € D\ {x; } (wir miissen x; hier herausnehmen,
da wir sonst durch O teilen wiirden!)

90 (=)t (w )2 ()
=h(x)-(x—x)" 7 (x—x)P2 (e —xp) (%)
Wir haben also wieder zwei Darstellungen einer Polynomfunktion auf der immer noch unendlichen
Menge D\{x;}. Da der Grad dieser Polynomfunktion nun um 1 kleiner ist als der von f, miissen
diese Darstellungen aber nach der Induktionsvoraussetzung bereits iibereinstimmen. Also gilt g = A,

ai—1=by—1,a; =0y, ..., ap = by, und damit stimmen auch die beiden urspriinglichen Darstel-
lungen von f iiberein. O

Aufgabe 3.25. Bestimme die Nullstellen des reellen Polynoms x — x* +3x> — 4x und ihre Vielfach-
heiten.
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13. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

Ausgehend von den elementaren Konzepten in den Kapiteln 1 bis 3 wollen wir in dieser Vorle-
sung zwei grundlegende Gebiete der Mathematik entwickeln: die Analysis und die lineare Algebra.
Wihrend sich die eindimensionale Analysis in den Kapiteln ?? bis ?? dabei hauptsichlich mit all-
gemeinen (in der Regel stetigen oder sogar differenzierbaren) Funktionen in einer reellen Variablen
beschiftigt hat, wollen wir nun unabhéngig davon im folgenden Teil des Skripts (bis Kapitel 2?)
zunichst lineare Funktionen in mehreren Variablen studieren. Spiter werden wir die erarbeiteten
Resultate dann mit der Analysis kombinieren, um auch Funktionen in mehreren Variablen mit Hilfe
von Ableitungen linear approximieren zu kdnnen.

In der Analysis arbeitet man ja hauptsédchlich iiber den reellen Zahlen, und das ist in der linearen
Algebra auch nicht viel anders. Allerdings haben wir in Kapitel 3 ja auch schon gesehen, dass viele
Dinge auch iiber einem beliebigen Korper funktionieren. Die lineare Algebra verhilt sich hier sehr
»gutartig®: Da wir letztlich nur lineare Funktionen betrachten werden, benétigen wir gar nicht mehr
Struktur der reellen Zahlen als die Korperaxiome. Wir konnen daher nahezu die gesamte lineare
Algebra iiber einem beliebigen Grundkorper studieren, also z. B. auch iiber Q, dem Korper Z; aus
Beispiel 3.6 (b), oder anderen Korpern, die ihr vielleicht inzwischen kennt. Wir vereinbaren daher:

Im Folgenden (bis Kapitel ??) sei K immer ein fest gewihlter Grundkorper. ‘

Beim ersten Lesen konnt ihr euch K aber durchaus gerne einfach als R vorstellen.

Wenn wir uns nun eine ganze Weile lang nur mit linearen Funktionen bzw. Gleichungen beschéfti-
gen, werden nahezu alle unsere Konzepte und Probleme auf rechnerischer Seite am Ende auf lineare
Gleichungssysteme der Form

ax1+ -+ apax, = by

a1 X1+ +ax Xy = by

(%)

Am X1+ -+ AGupXn = by
hinauslaufen, d. h. zu gegebenen m,n € N sowie a; j,b; € K fiiri=1,...,mund j=1,...,n wollen
wir alle (xp,...,x,) € K" bestimmen, die diese Gleichungen (x) simultan erfiillen. Um diese Pro-

bleme dann auch gleich 16sen zu konnen, wollen wir daher in diesem und dem folgenden Kapitel
zunidchst einmal studieren, wie die Losungsmengen solcher linearen Gleichungssysteme aussehen
und konkret berechnet werden konnen. An manchen Stellen kénnen wir dabei auch schon Ausbli-
cke auf die abstrakten Konzepte geben, die wir spiter in der Vorlesung einfiihren werden und die
der eigentliche Gegenstand der linearen Algebra sind (wie z. B. Vektorrdume, lineare Abbildungen,
lineare Unabhéngigkeit oder Dimension).

13.A Vektoren und Matrizen

Bevor wir mit der Untersuchung linearer Gleichungssysteme beginnen, sollten wir als Erstes eine
effizientere Notation dafiir einfithren, da die Schreibweise (x) in der Einleitung oben natiirlich sehr
uniibersichtlich ist und auch viel Platz wegnimmt. Dies ist mit Hilfe von sogenannten Matrizen
moglich. Die Idee besteht dabei einfach darin, die m - n Zahlen a; ; in (*) in einem mathematischen
Objekt zusammenzufassen.

Definition 13.1 (Matrizen). Es seien K ein Korper und m,n € N.
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(a) Eine m x n-Matrix mit Eintrdgen in K ist ein rechteckiges Zahlenschema
ar o dip
A= mitg; ;j €Kfirl <i<mund1<j<n

Am,1 "*° Qmn
mit m Zeilen und n Spalten. Analog zur Schreibweise fiir Zahlenfolgen bezeichnen wir eine
solche Matrix auch mit

(clw') 1<i<m oder einfach (a,-,j)i,j.
1<j<n

Es ist eine Konvention, dass wir in diesem Fall hinter der Klammer immer zuerst den Zei-
lenindex und dann den Spaltenindex schreiben (Merkregel: ,,Zeile zuerst, Spalte spiter®).

Die Menge aller m x n-Matrizen mit Eintrigen in K wird mit K" bezeichnet — auch hier
steht in der Bezeichnung also zuerst die Anzahl der Zeilen und dann die Anzahl der Spalten.

(b) Die m x n-Matrix, deren Eintréige alle O sind, hei3t Nullmatrix. Wir schreiben sie in der
Regel einfach als 0 € K"™*".

(c) Eine Matrix mit gleich vielen Zeilen wie Spalten (also m = n) heifit quadratisch. Fiir eine
solche quadratische Matrix bezeichnet man die Eintriige a;; miti =1, ...,n (also die Eintrige
von links oben nach rechts unten) als ihre Diagonaleintrage.

Notation 13.2 (Vektoren und Skalare). In der linearen Algebra schreibt man die Komponenten eines
Elements der Produktmenge K™ untereinander als m x 1-Matrix (statt wie sonst tiblich nebeneinan-
der) und identifiziert somit K" mit K> 1 also mit Matrizen mit nur einer Spalte. Diese Konvention
wird sich bei der Einfithrung von Matrixprodukten in Abschnitt 13.B als niitzlich erweisen.

Als vorliufige Notation bis Kapitel ?? bezeichnen wir diese Elemente von K = K" als Vektoren,
die Elemente von K als Skalare. Vektoren sind in diesem Sinne also zunichst Spezialfille von Ma-
trizen. Den Vektor in K™, dessen Eintrége alle 0 sind, nennt man dementsprechend wie in Definition
13.1 (b) auch Nullvektor.

Oft kommt auch der Vektor in K™ vor, dessen Eintrége nur in einer Zeile i gleich 1 und sonst {iberall
gleich 0 sind. Man nennt ihn den i-ten Einheitsvektor und schreibt ihn als ¢;. Die Einheitsvektoren
in K3 sind also z. B.

0

1 0
e1=(0], e=11 und e3=10
0 0 1

Definition 13.3 (Matrixoperationen). Fiir zwei Matrizen A = (a; j); j und B = (b; j); j in K™*" sowie
A € K definieren wir

(a) die Addition A+ B := (a; j+ b j)i;j € K™";

(b) die Skalarmultiplikation AA :=A-A:= (A -a;;);; € K™";

(c) die transponierte Matrix AT = (aj;)ij € K™
Beachte, dass wir dabei die Addition und Skalarmultiplikation von Matrizen mit den gleichen Sym-
bolen ,+* bzw. ,,-“ wie die entsprechenden Verkniipfungen in K bezeichnet haben. Dies wird im
Folgenden nicht zu Verwirrungen fiihren, da wir durch die Art der verkniipften Objekte immer sofort

erkennen konnen, ob es sich um die Rechenoperationen in K oder die oben Operationen fiir Matrizen
handelt.

Beispiel 13.4.

(a) Die Addition und Skalarmultiplikation fiir Matrizen (und damit auch fiir Vektoren) sind ein-
fach komponentenweise definiert, es ist also z. B.

123\ (1 11\ (23 4 s (1) (2 ,
(4 5 6)+<2 2 2>_<6 7 8> €K™ und 2(4)_(8> €K~
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Die Transposition hingegen vertauscht die Rolle von Zeilen und Spalten in der Matrix, wie

z.B.in
T 1 4
1 2 3\ 3%
(L2 -(25) e

(b) Im Fall K = R und n = 2 ist K" = R? einfach die bekannte reelle Ebene, und Addition und

Skalarmultiplikation kénnen wie im folgenden Bild veranschaulicht werden. Die geometri-
sche Interpretation im Fall von R” fiir andere n ist natiirlich analog.

x+y
x=<x1>eR2 S
Xpp----- . X2 Veo---"~ '

Lemma 13.5 (Eigenschaften der Addition und Skalarmultiplikation von Matrizen). Fiir alle natiir-
lichen Zahlen m,n, Matrizen A,B € K™*" und Skalare A, € K gilt:

(a) (K™ " +) ist eine abelsche Gruppe (siehe Definition 3.1).

(b) (1. Distributivitit) (A + 1u)A = LA + UA.

(c) (2. Distributivitiit) A(A+B) = AA+ AB.

(d) (Assoziativitit) (Ap)A = A(HA).

(e) 1-A=A.

Beweis. Die Beweise folgen alle aus den entsprechenden Eigenschaften von K und ergeben
sich durch einfaches Nachrechnen. Wir zeigen hier exemplarisch die 1. Distributivitit (b): Mit

A= (ai’j)[,j gilt

A+p)-A=((A+n)a, j)l..]. (Definition der Skalarmultiplikation)
= (Aai; + pai;), ; (Distributivitit in K)
= (Aaij); ;+ (nai;);; (Definition der Matrixaddition)
=AA+ UA. (Definition der Skalarmultiplikation)
Die anderen Eigenschaften zeigt man analog. 0

Bemerkung 13.6 (Vektorrdume). In der Tat ist der Begriff eines Vektors eigentlich viel allgemei-
ner als in Notation 13.2 — genau wie bei Gruppen und Korpern in Kapitel 3.A werden allgemeine
Vektoren iiber die Operationen definiert, die man mit ihnen durchfiihren kann. Dies sind gerade die
Addition und Skalarmultiplikation, und die Eigenschaften, die man von diesen Verkniipfungen axio-
matisch verlangt, sind genau die aus Lemma 13.5. In diesem Sinne bilden dann also nicht nur die
Elemente von K™ einen Vektorraum, sondern auch Matrizen in K™*", aber auch noch viele ganz
andere Objekte wie z. B. Polynome, Funktionen oder Folgen.

Das Studium von Vektorrdaumen in diesem allgemeinen Sinne ist der eigentliche Inhalt der linearen
Algebra. Wir werden damit in Kapitel ?? beginnen. Dort werden wir dann auch schnell sehen, dass
sich viele Vektorrdume am Ende sehr dhnlich wie K™ verhalten (siche ??). Unsere momentane Un-
tersuchung von Vektoren K™ wird daher auch fiir die allgemeine Theorie von Vektorrdumen noch
sehr niitzlich sein.

Lemma 13.7 (Eigenschaften der Transposition von Matrizen). Fiir alle natiirlichen Zahlen m,n,
Matrizen A,B € K™ " und Skalare A € K gilt

(A+B)T =AT+B" und (AA)T =2 (AT).
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Beweis. Wie Lemma 13.5 ergeben sich auch diese Aussagen durch einfaches Nachrechnen, wir
zeigen exemplarisch die erste: Fiir A = (g; j); j und B = (b; j); ; ist

(A+B)T = (aji+bji)ij=(aj)ij+bji)ij=A" +B'. O

Bemerkung 13.8 (Lineare Abbildungen). Abbildungen wie die Transposition von Matrizen, die im
Sinne von Lemma 13.7 mit der Addition und Skalarmultiplikation vertauschen, werden wir spiter
lineare Abbildungen nennen und ausfiihrlich untersuchen (siehe ??). Zusammen mit Vektorrdumen
wie in Bemerkung 13.6 sind die linearen Abbildungen zwischen ihnen der Hauptgegenstand der
linearen Algebra.

13.B Matrixmultiplikation

Die Addition und Skalarmultiplikation von Matrizen waren einfach komponentenweise definiert und
haben somit die rechteckige Struktur einer Matrix iiberhaupt nicht benutzt. Es gibt aber noch eine
weitere sehr wichtige Rechenoperation fiir Matrizen, bei die Form der Matrix eine entscheidende
Rolle spielt: die sogenannte Matrixmultiplikation, die wir jetzt einfithren wollen.

Definition 13.9 (Matrixmultiplikation). Fiir natiirliche Zahlen m,n, p seien A = (a; j); ; € K™*"
und B = (bjx)jx € K", d.h. die Matrix B habe so viele Zeilen wie A Spalten. Dann definieren wir
das Matrixprodukt AB als

n
AB:=A-Bi= (Y abix) €K™
4 ik
Jj=1 b
(merke: Es wird tiber die ,,mittleren Indizes* summiert, also iiber den Spaltenindex der ersten und
den Zeilenindex der zweiten Matrix). Das Produkt AB hat also so viele Zeilen wie die erste Matrix
und so viele Spalten wie die zweite.

Beispiel 13.10.
(a) Esistz.B.

1 2\ (5 6\ _(1-5+2:7 1-6+2-8) (19 22
3 4)°\7 8) 7 \3-5+4.7 3-6+4-8) " \43 50

(hier ist m = n = p = 2). Im Gegensatz dazu ist das Matrixprodukt

1 _ 5 6

3 7 8
nicht definiert, weil die erste Matrix nur eine Spalte, die zweite aber zwei Zeilen hat. Der
Einfachheit halber werden wir in Zukunft bei einem Matrixprodukt AB stets voraussetzen,

dass die zweite Matrix so viele Zeilen hat wie die erste Spalten, und dies nicht jedesmal
wieder erwéhnen.

(b) Ist A = (a;;)i; € K™ und x € K" mit Komponenten xi,...,x,, so konnen wir x gemif
Notation 13.2 als Matrix mit nur einer Spalte auffassen und erhalten das Matrixprodukt
a0 aip X1 ap1xy+---+ainxn
Ax=1 S I : e K™ =K. (%)
am1 - dmn Xn A1 X1+ + GupXn
Wir konnen also auch eine Matrix mit einem Vektor (der passenden Grofie) multiplizieren,
um wieder einen Vektor zu erhalten.

(c) Beachte, dass (x) in (b) genau die linke Seite eines linearen Gleichungssystems wie in der
Einleitung zu diesem Kapitel ist. Wir konnen (und werden) lineare Gleichungssysteme in
Zukunft also einfach als Ax = b schreiben, wobei A € K™*" eine gegebene Matrix, b € K™
ein gegebener Vektor und x € K" der gesuchte Vektor sind.
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(d) Ein einfacher, aber oft vorkommender und daher wichtiger Spezialfall von (b) ist, wenn
x =e;j fir j=1,...,n der j-te Einheitsvektor ist: In diesem Fall ist Ae; gerade die j-te
Spalte von A.

Auch fiir die Matrixmultiplikation wollen wir zunichst einmal die grundlegenden Rechenregeln
angeben bzw. beweisen.

Lemma 13.11 (Eigenschaften der Matrixmultiplikation). Fiir alle Matrizen A, B, C passender Gro-
fe (d. h. so dass die betrachteten Summen und Produkte definiert sind) sowie A € K gilt:

(a) (Distributivitit) (A+B)C = AC+ BC und A(B+C) = AB+AC.
(b) (Vertriglichkeit mit der Skalarmultiplikation) (AA)B =A(AB) = A (AB).
(c) (Assoziativitit) (AB)C = A(BC).
(d) (Vertrdglichkeit mit der Transposition) (AB)T =BTAT.
Das Matrixprodukt ist jedoch im Allgemeinen nicht kommutativ (aufgrund der Groflenbedingung ist

das Produkt AB ja auch nicht einmal genau dann definiert, wenn BA es ist).

Beweis. Auch hier ist der Beweis direktes Nachrechnen. Wir zeigen diesmal exemplarisch die As-
soziativitit in (c): Fir A = (a;j);,; € K™", B= (bjx)jx € K"? und C = (cx)xs € KP*" gilt nach
Definition der Matrixmultiplikation

n p
AB:( --b-) dBc:( b»~) ,
jzzlaz,./ i), oo k; jkerd)

und damit
14 n

(AB)C = ( Y ( Y aijb j,k) Ck,l) ]

=1 " j=1 b

Nach der Distributivitit in K stimmen diese beiden Ausdriicke aber iiberein: Durch Ausmultiplizie-
ren ergibt sich in beiden Fillen

n 14
(AB)C = (Z )3 ai,jb/,ka,z). = A(BC). =
J=1 k=1 it

s

Aufgabe 13.12 (Blockmatrixmultiplikation). Es seien A € K"*" und B € K"*? zwei Matrizen, die

in ,,Blockform*
[ A ] A _ (. Bi|B
A_<A3 A4> bzw. B_<B3 34)

mit Ay € K" und By € K"1*P! gegeben sind. Zeige, dass das Matrixprodukt AB dann ebenfalls
in Blockform

AB — ( A1B; +A>B3 ‘ A1By+A)By )
A3B| +A4B3 | A3By+A4By
berechnet werden kann (wobei die Blocke formal genauso multipliziert und addiert werden, als
wiirde man das Produkt zweier Matrizen der Grofle 2 x 2 berechnen). Analog funktioniert diese
Rechenregel auch fiir eine Aufteilung in noch mehr Blocke.

Bemerkung 13.13 (Matrixmultiplikation als lineare Abbildung). Wie in Beispiel 13.10 (b) liefert
jede Matrix A € K"*" eine Abbildung

fa: K" — K™, x— Ax.
Nach Lemma 13.11 vertauscht sie mit der Addition und Skalarmultiplikation, d. h. es gilt
Jalx+y) =Alx+y) =Ax+Ay = fa(x)+ fa(y) und  fa(Ax) = A(Ax) = A (Ax) = A fa(x)

fiir alle x,y € K" und A € K. Wie die Transposition ist sie also eine lineare Abbildung im Sinne von
Bemerkung 13.8. In der Tat werden wir in ?? noch sehen, dass jede lineare Abbildung von K" nach
K" von dieser Form ist und diese linearen Abbildungen so genau den Matrizen in K”*" entsprechen.
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Verkettet man solche Abbildungen miteinander, so ist (fiir Matrizen geeigneter Grof3e)

13.11 (¢)
(fao f5)(x) =A(Bx) =" (AB)x = fap(x),
d.h. man kann sich die allgemeine Matrixmultiplikation so vorstellen, dass sie der Verkettung der
zugehorigen linearen Abbildungen entspricht.

Nach Lemma 13.11 (c) ist die Matrixmultiplikation assoziativ. Es ist daher naheliegend zu unter-
suchen, ob sie auch die anderen Gruppenaxiome aus Definition 3.1 erfiillt. Damit sie iiberhaupt
zwischen allen Matrizen definiert ist, sollten wir uns dazu auf quadratische Matrizen beschrinken.
Ein — wie in Definition 3.1 (b) gefordertes — neutrales Element ist dann schnell gefunden:

Konstruktion 13.14 (Einheitsmatrix). Fiir n € N definieren wir die Einheitsmatrix der Groe n x n

als
1 0 --- 0
o1 --- 0
E,=(e1| - |e)=1. . . . e K™,
0O 0 - 1

Wir schreiben sie oft auch einfach als E, wenn ihre Grofe aus dem Zusammenhang klar ist. In der
Literatur ist auch die Bezeichnung 7, oder I iiblich. Offensichtlich konnen wir sie auch schreiben als
) 1 fallsi=j,
E, = (‘Si,j)i,j mit 5,‘,1' = T
0 fallsi#j.

Damit sehen wir sofort fiir jede Matrix A € K™*", dass

n
E,A= ( Z 6i,jaj,k>ik = (aip)ix = A,
j=1 ’

und analog AE, = A. Die Einheitsmatrizen sind in diesem Sinne also sogar fiir nicht-quadratische
Matrizen neutral fiir die Matrixmultiplikation.

Inverse Matrizen finden wir jedoch nicht immer. Um dies genauer zu untersuchen, definieren wir die
Invertierbarkeit zunéchst als Eigenschaft.

Definition 13.15 (Inverse Matrizen). Es seien n € N und A € K"*". Eine Matrix A’ € K"*" heiBt
eine inverse Matrix zu A, wenn A’A = AA’ = E,,. Existiert eine solche zu A inverse Matrix, so nennt
man A invertierbar.

Die Menge aller invertierbaren Matrizen in K"*" wird mit GL(n, K) bezeichnet — der Name kommt
von der englischen Bezeichnung ,,general linear group® und riihrt daher, dass GL(n,K) in der Tat
eine Gruppe ist, wie wir jetzt zeigen werden.

Lemma 13.16 (Invertierbare Matrizen als Gruppe). Fiir alle n € N ist die Menge GL(n,K) aller
invertierbaren n x n-Matrizen eine Gruppe beziiglich der Matrixmultiplikation.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass die Matrixmultiplikation wirklich eine Verkniipfung auf der Men-
ge GL(n,K) ist, also dass fiir A,B € GL(n,K) auch AB € GL(n,K) gilt: Sind A’ und B’ invers zu A
bzw. B, so ist

BA' AB=BEB=BB=E und AB-BA'=AEA'=AA'=E. (*)
Also ist B’A’ invers zu AB, und damit AB € GL(n,K).
Die Gruppenaxiome sind ebenfalls schnell iiberpriift:
e Die Matrixmultiplikation ist (sogar fiir beliebige Matrizen) assoziativ nach Lemma 13.11
(©).
e Die Einheitsmatrix E € GL(n, K) aus Konstruktion 13.14 ist ein neutrales Element.

e Fiir A € GL(n,K) existiert nach Definition eine inverse Matrix A’ € K"*" mit A’A =AA’' =E,
und dieselbe Gleichung zeigt auch, dass A’ € GL(n,K).
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Also ist GL(n,K) mit der Matrixmultiplikation eine Gruppe. O
Folgerung 13.17 (Eigenschaften invertierbarer Matrizen). Es seien n € N und A,B € GL(n,K).
Dann gilt:

(a) Es gibt genau eine zu A inverse Matrix. Wir bezeichnen sie mit A~

(b) (AB)"'=B"1A"1

© (A=A

(d) Fiir alle Vektoren b € K" hat das lineare Gleichungssystem Ax = b genau eine Losung, nam-

lichx=A""b.

Beweis. Da GL(n,K) nach Lemma 13.16 eine Gruppe ist, folgen die Eigenschaften (a), (b) und (c)
unmittelbar aus Lemma 3.4 (b), (c) bzw. (d). Fiir (d) miissen wir nur bemerken, dass die Gleichungen
Ax = b und x = A~'b durch Multiplikation mit A~! bzw. A zueinander iquivalent sind. U

Fiir eine invertierbare (quadratische) Matrix A konnen wir mit Folgerung 13.17 (d) also zumindest
theoretisch eine Losung des Gleichungssystems Ax = b hinschreiben. Es bleiben aber natiirlich noch
die folgenden beiden Fragen:

e Wie konnen wir iiberhaupt bestimmen, ob eine quadratische Matrix A invertierbar ist, und in
diesem Fall die inverse Matrix A~! berechnen?

e Wie konnen wir lineare Gleichungssysteme Ax = b fiir nicht invertierbare bzw. nicht quadra-
tische Matrizen A 16sen?

Beide Fragen werden wir im néichsten Kapitel beantworten. Zum Abschluss dieses Kapitels wollen
wir nur noch kurz ein paar Beispiele angeben, in denen wir die Invertierbarkeit bzw. Nichtinvertier-
barkeit von Matrizen einfach nachpriifen konnen.

Beispiel 13.18.

0 1

b6 e m (6 )

In der Tat werden wir in ?? noch sehen, dass es geniigen wiirde, nur eine dieser beiden
Gleichungen zu iiberpriifen.

(a) Die Matrix A = <1 3) ist invertierbar mit A~! = <(1) _13> , denn es ist
1 3

(b) Das lineare Gleichungssystem

1 3 x1\ _ (3 also 1x1+3x =5
0 1)\x/) \2)’ lx; =2

hat nach (a) und Folgerung 13.17 (d) die (natiirlich auch direkt offensichtliche) eindeutige

Losung
a) (1 3\ /5\ /1 =3\ [5\ [-1
x) \0 1 2/ \0 1 2/ \ 2 )
alsox; = —1und x, = 2.
(c) Essei A € K™ eine Matrix, in der in einer Zeile i € {1,...,n} alle Eintrdge gleich 0 sind.
Dann sind fiir jede Matrix B € K"*" nach Definition der Matrixmultiplikation auch alle

Eintrige von AB in Zeile i gleich 0. Insbesondere kann AB damit niemals gleich E, also A
nicht invertierbar sein.

Analog ist auch eine quadratische Matrix, bei der in einer Spalte alle Eintridge gleich O sind,
sicher nicht invertierbar.

Aufgabe 13.19. Fiir ein gegebenes a € R sei A =

S O

2 0
a 1] eR¥»>3.
0 a
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(a) Fiir a # 0 berechne man A” fiir alle n € N+ .

(Hinweis: Bestimme A" fiir kleine Werte von n, stelle damit eine Vermutung fiir die allge-
meine Form von A" auf, und beweise diese Vermutung dann mit vollstiandiger Induktion.)

(b) Fiir welche a ist die Matrix A invertierbar? Bestimme in diesen Féllen auch die inverse Matrix
AL
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14. Der GauB-Algorithmus fiir lineare Gleichungssysteme

Im letzten Kapitel haben wir lineare Gleichungssysteme
ar X1+ -+ aypx, = by

ax1x1+ -+ aypx, = by

ey
Am X1+ -+ AppXn = by
iber einem gegebenen Korper K betrachtet und sie zunichst einmal in Matrixform als
Ax=b mit AcK™" xcK"undbc K" 2)

umgeschrieben, um leichter mit ihnen umgehen zu konnen. Wir wollen nun untersuchen, wie die
Losungsmengen solcher Gleichungssysteme aussehen, und dabei auch Algorithmen (d. h. Rechen-
verfahren) entwickeln, um diese Losungsmengen auch konkret berechnen zu kénnen. Auflerdem
werden wir mit diesen Verfahren auch bestimmen konnen, ob eine gegebene quadratische Matrix im
Sinne von Definition 13.15 invertierbar ist, und in diesem Fall ihre inverse Matrix berechnen konnen.

14.A Elementarmatrizen und Zeilenstufenformen

Die Idee fiir die Losung linearer Gleichungssysteme ist sehr naheliegend: Wir wollen die gegebenen
Gleichungen in (1) oben so umformen und miteinander kombinieren, dass die neuen Gleichungen im
Idealfall nur noch jeweils eine Variable beinhalten und ihre Losung damit leicht abgelesen werden
kann. Dies kénnen wir z. B. tun, indem wir auf geschickte Art mehrfach hintereinander ein geeig-
netes Vielfaches einer Gleichung zu einer anderen addieren, so dass dabei moglichst viele Variablen
herausfallen.

Beachte, dass in der Matrixschreibweise (2) des Gleichungssystems jede Gleichung aus (1) einer
Zeile der Matrix entspricht. Umformungen, die in (1) Gleichungen miteinander kombinieren, werden
in (2) also Zeilen der Matrix miteinander kombinieren. Wie wir jetzt sehen werden, lassen sich solche
Zeilenumformungen sehr effizient als Matrixprodukte schreiben.

Konstruktion 14.1 (Elementarmatrizen). Es seien m,n € Nund A = (q; ;); j € K™*".

(a) Firke {1,...,m} und A € K\{0} setzen wir

1 0 v «-n 0
0. - :

F(A):= S T e K™,
Q v v 0 1

wobei der Eintrag A in Zeile und Spalte k steht. Die Matrix Fj(A) ist also nichts weiter als
die Einheitsmatrix, bei der der Eintrag 1 in der k-ten Zeile und Spalte durch ein A # 0 ersetzt
wurde. Mit dieser Matrix ist

1 0 ,,,,,, 0 0171 [N al,}’l a171 e al"n

FO)-Aa=| 10 i a o a [ = | A Aa |

0-- - 0 1 A1 - Amnp Am1 ° Amn
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d. h. die Multiplikation von A mit F;(A) von links entspricht genau der Multiplikation der
k-ten Zeile von A mit A.

(b) Firk,l € {1,...,m} mitk # [ und A € K setzen wir

10 --- --. 0
0 g
Fk,z(l) N e e Kmxm,
: L0
0o... ... 01

wobei der Eintrag A in Zeile k und Spalte [ steht, d. h. diesmal haben wir in der Einheitsma-
trix den Eintrag 0 in Zeile k und Spalte [ durch A ersetzt. (Beachte, dass der Eintrag A fiir
k < I oberhalb und fiir £ > [ unterhalb der Diagonale steht; wir haben in der Matrix oben der
Einfachheit halber nur den Fall k < [ dargestellt.) In diesem Fall ist

10 oo .. 0 : : : :
0" A a1 *++ Qkp ax1+Aagy - apa+Aap,
Fa(R)-A=| 7 : = : : ;
.0 a1l Ay a1 arn
0. ... 0 1

d. h. die Multiplikation von A mit F; ;(A) von links entspricht der Addition des A-fachen von
Zeile | zu Zeile k.

Die Matrizen Fi(A) fiir A € K\{0} sowie Fy;(A) fiir k # [ und A € K heifien Elementarmatrizen.
Es gibt sie in jeder (quadratischen) GroBe m x m; zur Vereinfachung der Schreibweise deuten wir
diese Grofe in der Notation Fi(A) bzw. Fj ;(A) aber nicht an.

Man sagt, dass Fi(4)-A und F;(1)-A aus A durch eine elementare Zeilenumformung entstehen.

Bemerkung 14.2.

(a) Die Elementarmatrizen sind invertierbar mit

()" =R(3) wnd (By(2) = Fu(-A).

Dies folgt direkt aus Konstruktion 14.1: Wenn wir z. B. das Matrixprodukt

B(3) R =R (7)) F)E

bilden, multiplizieren wir die k-te Zeile in der Einheitsmatrix zuerst mit A und dann mit
%, d. h. es kommt insgesamt wieder die Einheitsmatrix heraus — also ist Fk(%) -Fr(A)=E.
Genauso ergibt sich auch Fi (1) -Fk(%), und damit ist Fk(%) das Inverse von F(A).

Analog zeigt man die Aussage iiber das Inverse von Fi ;(1).

(b) Das Vertauschen von zwei Zeilen k,/ € {1,...,m} mit k # [ in einer Matrix A € K"™*" lisst
sich als Folge von elementaren Zeilenumformungen realisieren: Sind ay,...,a,, die Zeilen
von A, so erhalten wir

O I TCV I I PTG DR It ICRTCORNN IO A TCR VA I
A= : — : — : — : —
a a —dag —ay Ay

(c) Fiihren wir mit einer Matrix A € K™*" mehrere elementare Zeilenumformungen aus, so
ist das Ergebnis nach Konstruktion 14.1 eine Matrix Fj - --- - F. - A mit Elementarma-
trizen Fi,...,F,. Da diese Elementarmatrizen nach (a) invertierbar sind, ist das Produkt
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F:=F;-----F, nach Lemma 13.16 ebenfalls wieder invertierbar. Das Ergebnis der Zei-
lenumformungen ist also die Matrix FA, d. h. wir haben A von links mit einer invertierbaren
Matrix multipliziert. In der Tat werden wir in Lemma 14.11 noch sehen, dass jede Multipli-
kation mit einer invertierbaren Matrix von links als Abfolge von elementaren Zeilenumfor-
mungen geschrieben werden kann.

Mit derartigen Zeilenumformungen wollen wir jetzt eine Matrix bzw. ein lineares Gleichungssystem
auf eine moglichst einfache Form bringen. Die folgende Form wird dabei herauskommen.

Definition 14.3 (Zeilenstufenform). Es seien m,n,r € Nund A = (a; ;); j € K™*".

(a) Wir sagen, dass A in Zeilenstufenform mit r Stufen ist, wenn

ky ko ky
3 \ 3

R
0

ist, wobei das Symbol ,x* fiir beliebige Eintrige steht. Mit anderen Worten gibt es also
Spalten 1 < k| < --- < k, < n (die sogenannten Stufenspalten), so dass gilt:

e a;, = 1firallei=1,...,r;
e rechts hiervon stehen beliebige Eintriige (d. h. a; ; ist beliebig falls i < r und j > k;);
e alle anderen Eintrige sind 0.

(b) Sind zusitzlich noch auer den geforderten Einsen alle anderen Eintréige in den Stufenspal-
ten gleich Null, ist A also sogar von der Form

1 %% 0 %% 0
1

0 Ui s

)

(d.h.ist a;;, = O fiir alle / < i < r), so sagt man, dass A in reduzierter Zeilenstufenform
ist.

(c) Ist S € GL(m,K) eine invertierbare Matrix, so dass SA in (reduzierter) Zeilenstufenform ist,
so heifit SA eine (reduzierte) Zeilenstufenform von A.

Der wesentliche Satz in diesem Abschnitt besagt nun, dass jede Matrix eine (reduzierte) Zeilenstu-
fenform besitzt. Dabei sind beide Formen in der Praxis wichtig: Die reduzierte Zeilenstufenform
wird sich in Satz 14.6 als eindeutig herausstellen und ist damit aus theoretischer Sicht natiirlich
deutlich schoner — andererseits werden wir aber auch sehen, dass die normale, nicht-reduzierte Zei-
lenstufenform fiir viele Zwecke ausreichend und mit weniger Rechenaufwand zu erzielen ist. In der
Tat ist der Beweis des folgenden Satzes konstruktiv in dem Sinne, dass er auch ein Verfahren angibt,
wie eine (reduzierte) Zeilenstufenform mit elementaren Zeilenumformungen erreicht werden kann.
Dieser Algorithmus im Beweis ist mindestens genauso wichtig wie die eigentliche Aussage:

Satz 14.4 (GauB-Algorithmus). Jede Matrix A € K™ " lisst sich mit elementaren Zeilenumfor-
mungen auf (reduzierte) Zeilenstufenform bringen.

Insbesondere besitzt A im Sinne von Definition 14.3 (c) also eine (reduzierte) Zeilenstufenform.
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Beweis. Wir beweisen den Satz mit Induktion iiber die Anzahl n der Spalten von A. Da fiir n =0
nichts zu zeigen ist, miissen wir nur den Induktionsschritt durchfiithren. Es sei also A € Kmx(nt1)
beliebig vorgegeben. Wir wollen A mit elementaren Zeilenumformungen auf (reduzierte) Zeilenstu-
fenform bringen und nehmen nach Induktionsvoraussetzung an, dass wir dies fiir alle Matrizen mit
n Spalten bereits konnen. Wir unterscheiden dabei zwei Fille:

Fall 1: Alle Eintrdge in der ersten Spalte von A sind O, d. h. A hat die Form

O/
a=[ 1 A

0

fiir eine Matrix A’ € K™*", Nach Induktionsvoraussetzung knnen wir A’ dann durch elemen-
tare Zeilenumformungen auf (reduzierte) Zeilenstufenform bringen. Da diese Zeilenumfor-
mungen an der ersten Nullspalte aber nichts dndern, haben wir damit auch A auf (reduzierte)
Zeilenstufenform gebracht.

Fall 2: Es sind nicht alle Eintrdge in der ersten Spalte von A gleich 0.

(a) Falls der Eintrag a;; links oben in A gleich Null ist, vertauschen wir zwei Zeilen von
A so, dass dieser Eintrag nicht mehr gleich 0 ist (nach Bemerkung 14.2 (b) ist dies
durch elementare Zeilenumformungen machbar).

(b) Wir dividieren die erste Zeile durch a;,; und erhalten eine Matrix der Form

1
as

am,1

(c) Wir subtrahieren von jeder Zeile k € {2,...,m} das ay-fache der ersten Zeile und
bekommen dadurch

mit einer Matrix A’ € K(m—Dxn,

(d) Nach Induktionsvoraussetzung kénnen wir jetzt A’ durch elementare Zeilenumfor-
mungen auf Zeilenstufenform bringen. Damit hat aber auch die gesamte Matrix be-
reits Zeilenstufenform — wollen wir also nur diese normale, nicht-reduzierte Zeilen-
stufenform erreichen, so sind wir damit fertig. Andernfalls bringen wir A’ gemiB der
Induktionsvoraussetzung sogar auf reduzierte Zeilenstufenform und bekommen eine
Matrix der Form

0

Subtrahieren wir nun geeignete Vielfache der Zeilen 2,...,m von der ersten Zeile, so
konnen wir damit dann noch die Eintrdge in den Stufenspalten der ersten Zeile zu Null
machen und erhalten so auch die reduzierte Zeilenstufenform. U
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Beispiel 14.5. Wir wollen die Matrix

-1 2 4
A=[-1 3 7 c R33
1 15

mit elementaren Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform bringen. Dazu konnen wir nach dem
Algorithmus im Beweis von Satz 14.4 wie folgt vorgehen (die Notation Z3 —3Z2 — Z3 bedeutet
z.B., dass wir das Dreifache der zweiten Zeile von der dritten subtrahieren):

22471 =272

-1 2 4 71571 I -2 -4 737173 I -2 -4
-1 3 7 — -1 3 7 — 0 1 3
1 1 5 1 1 5 0 3 9
73-37273 1 -2 —4

— 0] 1 3

0O O 0

Mochten wir eine reduzierte Zeilenstufenform, so addieren wir schlieBlich noch das Doppelte der
zweiten Zeile zur ersten und erhalten
1 0 2
0|1 3
0 0 0

Satz 14.6 (Eindeutigkeit der reduzierten Zeilenstufenform). Die reduzierte Zeilenstufenform einer
Matrix A € K™*" ist eindeutig.

Beweis. Wie in Satz 14.4 zeigen wir diese Aussage wieder mit Induktion iiber die Anzahl n der
Spalten von A, wobei auch hier der Induktionsanfang fiir n = O trivial ist.

Fiir den Induktionsschritt sei n € N so, dass die reduzierte Zeilenstufenform jeder Matrix in K™*"
eindeutig ist. Wir betrachten nun eine Matrix in K"*("+1) die wir als (A|b) mit A € K”*" und
b € K™ schreiben konnen. Es seien

S(A|b) = (SA|Sb) und S(A|b)= (SA|Sh)
mit §,§ € GL(m, K) zwei reduzierte Zeilenstufenformen dieser Matrix. Wir miissen zeigen, dass sie
ibereinstimmen.

Da eine reduzierte Zeilenstufenform durch Streichen der letzten Spalte wieder in eine reduzierte
Zeilenstufenform tibergeht, sind SA und SA damit reduzierte Zeilenstufenformen von A € K"™*".
Nach Induktionsvoraussetzung gilt also bereits SA = SA, d. h. wir miissen nur noch Sb = Sb zeigen.

Es sei dazu r die Anzahl der Stufen in der Zeilenstufenform SA = SA. Insbesondere enthiilt diese
Matrix dann die Einheitsvektoren eq,...,e, in den Stufenspalten ki, ...,k wie in Definition 14.3;
nach Beispiel 13.10 (d) gilt also

SAey, :S’Aeki:ei = Sle=8l¢ firallei=1,...,r. (%)
Wir unterscheiden nun zwei Fille:
(a) Hat die reduzierte Zeilenstufenform (SA|Sh) ebenfalls nur r Stufen, so hat Sb die Form
Aej + -+ Ave, fiir gewisse Ap, ..., A, € K. Wir erhalten dann wie behauptet

Sh=385"1spb=_35"" (1161 + - -lre,) ® 5§51 ()qel + - -),,er) = Mey+---Ae, = Sh.
Analog folgt dies natiirlich, wenn die reduzierte Zeilenstufenform (SA|Sh) aus r Stufen
besteht.

(b) Haben beide reduzierten Zeilenstufenformen (SA|Sb) und (SA|Sb) mehr als r Stufen, so
muss die letzte Spalte dieser Matrizen eine Stufenspalte sein. Nach Definition 14.3 (b) ist
dies nur moglich fiir Sb = Sb = e, . ]
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Bemerkung 14.7 (Die reduzierte Zeilenstufenform als Normalform). Oft betrachtet man in der li-
nearen Algebra Matrizen mit einer bestimmten Art erlaubter Umformungen (in unserem Fall Multi-
plikationen mit invertierbaren Matrizen von links) und versucht damit, eine eindeutig bestimmte und
in gewissem Sinne moglichst einfache Form der Matrix zu erreichen. Eine solche Form bezeichnet
man dann als Normalform.

In dieser Sprechweise ist die reduzierte Zeilenstufenform nach Satz 14.4 und Satz 14.6 also eine
Normalform beziiglich der Multiplikation mit invertierbaren Matrizen von links. Wir werden in die-
ser Vorlesung noch einige weitere Normalformen beziiglich anderer Umformungen kennenlernen
(siehe ??).

14.B Der Rang von Matrizen

Da jede Matrix A nach Satz 14.4 und Satz 14.6 eine eindeutig bestimmte reduzierte Zeilenstufenform
besitzt, ist insbesondere natiirlich auch die Anzahl der Stufen in dieser Form eindeutig durch A
festgelegt. Diese Zahl, die fiir die Untersuchung von A ganz besonders wichtig ist, wollen wir in
diesem Abschnitt nun genauer betrachten.

Definition 14.8 (Rang einer Matrix). Fiir eine Matrix A € K"™*" heit die Anzahl der Stufen in der
reduzierten Zeilenstufenform von A der Rang von A. Wir schreiben ihn als rkA.

Bemerkung 14.9. Es sei A € K™*",

(a) OffensichtlichistrkA < m und auch rkA < n, da nicht mehr Stufen in einer Matrix der Grof3e
m X n Platz haben.

(b) Wenden wir den Gaul3-Algorithmus an, um eine Matrix in Zeilenstufenform auf eine Matrix
in reduzierter Zeilenstufenform zu bringen, so wird die Matrix im Beweis von Satz 14.4 nur
noch in Schritt (d) umgeformt, der die Anzahl der Stufen aber nicht mehr veridndert.

Wollen wir den Rang einer Matrix A berechnen, geniigt uns also schon eine beliebige Zeilen-
stufenform von A: Thre Anzahl Stufen ist ebenfalls gleich rkA. Wir werden dies im Folgenden
oft verwenden, ohne jedes Mal explizit darauf hinzuweisen.

Beispiel 14.10.

(a) Fiiralle m,n € N sind sowohl die Nullmatrix 0 € K™*" als auch die Einheitsmatrix E, € K"*"
bereits in (reduzierter) Zeilenstufenform mit O bzw. n Stufen. Also ist tkO =0 und rk E,, = n.

(b) Fiir die Matrix

-1 2 4
A=|-1 3 7 e R3:3
1 15

aus Beispiel 14.5 gilt rkA = 2, da die dort berechnete Zeilenstufenform zwei Stufen hat.

(c) Hat A € K™ nur r Zeilen, in denen ein Eintrag ungleich 0 vorkommt, so ist rkA < r:
Wir konnen dann diese r Zeilen nach oben tauschen und den GaufB-Algorithmus nur mit
diesen obersten r Zeilen durchfiihren, wodurch sich natiirlich auch eine Zeilenstufenform
mit hochstens r Stufen ergibt.

Mit Hilfe des Rangs einer Matrix kdnnen wir nun bereits das Problem aus Kapitel 13 16sen, wie
man von einer quadratischen Matrix bestimmen kann, ob sie invertierbar ist, und in diesem Fall die
inverse Matrix berechnen kann.

Lemma 14.11 (Aquivalente Kriterien fiir Invertierbarkeit). Fiir eine quadratische Matrix A € K™"
sind dquivalent:

(a) A € GL(n,K), d. h. A ist invertierbar.
(b) kA =n.

(c) Die reduzierte Zeilenstufenform von A ist E,,.
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(d) A ist ein Produkt von Elementarmatrizen.

Beweis.

(a) = (b): Mit dem GauB-Algorithmus finden wir ein Produkt F von Elementarmatrizen, so
dass FA in Zeilenstufenform ist. Aber FA ist auch invertierbar (da F' und A es sind) und kann
damit nach Beispiel 13.18 (c) keine Zeile haben, deren Eintréige alle O sind. Also muss es n
Stufen in der Zeilenstufenform FA geben, d. h. es ist tkA = n.

(b) = (c): Dies ist klar, da E,, die einzige n x n-Matrix in reduzierter Zeilenstufenform mit »
Stufen ist.

(c) = (d): Nach Voraussetzung konnen wir A mit dem GauB3-Algorithmus auf die Einheitsma-
trix bringen, d. h. es gibt Elementarmatrizen F, ..., F; mit Fj - - - F; A = E,,. Nach Bemerkung
14.2 (a) sind Elementarmatrizen aber invertierbar und ihre Inversen wieder Elementarma-
trizen, und damit ist A = Fk’l . ~F1*1 ein Produkt von Elementarmatrizen.

(d) = (a): Da Elementarmatrizen invertierbar sind, sind nach Lemma 13.16 auch Produkte von
Elementarmatrizen wieder invertierbar. ]

Algorithmus 14.12 (Inverse Matrix). Gegeben sei eine quadratische Matrix A € K"*". Wir wollen
iberpriifen, ob A invertierbar ist, und in diesem Fall die inverse Matrix A~ berechnen. Dazu star-
ten wir mit der n x (2n)-Matrix (A|E,), in der wir A und die Einheitsmatrix der gleichen GroBe
nebeneinander schreiben. Wir bringen dann die Matrix A mit dem GaufB-Algorithmus auf reduzier-
te Zeilenstufenform, machen die dafiir benétigten Zeilenumformungen aber in allen 2n Spalten der
Matrix. Ist F € GL(n,K) das Produkt der Elementarmatrizen, das den durchgefiihrten Umformun-
gen entspricht, so erhalten wir also die Matrix (FA|FE,) = (FA|F), wobei in der linken Hilfte die
reduzierte Zeilenstufenform FA von A steht.

Nach Lemma 14.11 ist A genau dann invertierbar, wenn fiir diese reduzierte Zeilenstufenform die
Einheitsmatrix herausgekommen ist, wenn also FA = E,, ist. In diesem Fall ist aber offensichtlich
F = A~! die gesuchte inverse Matrix — und diese steht nach den Umformungen genau in der rechten
Hilfte unseres Diagramms.

Als konkretes Beispiel wollen wir die Matrix

(11 2x2
() e

wihlen. Wir wenden also wie gewohnt den Gauf3-Algorithmus auf die Matrix A an, fithren aber alle
Umformungen mit der 2 x 4-Matrix (A | E>) durch:

1 111 0 Z2-37Z1—-272 1 1 1 0 Z1-72—71 1 0 4 -1
(3 40 1> - <o 1| -3 1> - <o 1| -3 1)'

Da die herausgekommene reduzierte Zeilenstufenform von A (die linke Hilfte dieser Matrix) die
Einheitsmatrix ist, ist A invertierbar. Die inverse Matrix steht nun in der rechten Hilfte des Dia-

gramms: Es ist
4 -1
-1 _
=4 ).

Bisher haben wir mit einer gegebenen Matrix A € K" nur Zeilenumformungen durchgefiihrt, weil
wir damit — wie wir am Anfang von Abschnitt 14.A schon gesehen hatten und gleich noch genauer
untersuchen werden — gerade die moglichen Umformungen eines linearen Gleichungssystems der
Form Ax = b mit x € K" und b € K™ beschreiben konnen. Diese Umformungen konnten wir durch
Multiplikation mit einer invertierbaren Matrix S € GL(m, K) von links erreichen, ndmlich mit einem
Produkt von Elementarmatrizen.

Natiirlich kdnnen wir mit A aber analog auch Spaltenumformungen durchfiihren, was dann wie in
Konstruktion 14.1 einer Multiplikation mit einem Produkt von Elementarmatrizen bzw. einer inver-
tierbaren Matrix T € GL(n, K) von rechts entspricht. Erlauben wir sowohl Zeilen- als auch Spalten-
umformungen, wiirden wir vermutlich erwarten, dass wir A auf eine noch einfachere Form als eine
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reduzierte Zeilenstufenform bringen konnen, da wir ja mehr Moglichkeiten fiir die Umformungen
haben. In der Tat wollen wir jetzt sehen, dass wir dann eine noch viel einfachere Normalform im
Sinne von Bemerkung 14.7 erhalten konnen: Der Rang kann durch diese Umformungen zwar nicht
gedndert werden, aber fiir einen gegebenen Rang erhalten wir immer dieselbe Normalform.

Diese Umformung von Matrizen durch Multiplikation mit invertierbaren Matrizen von links und
rechts hat iibrigens eine besondere Bedeutung, die wir in ?? noch sehen werden. Sie hat daher einen
speziellen Namen.

Definition 14.13 (Aquivalente Matrizen). Es seien m,n € N. Zwei Matrizen A,B € K" heien
dquivalent zueinander, wenn es invertierbare Matrizen S € GL(m,K) und T € GL(n,K) gibt mit
B = SAT.

Man priift leicht nach, dass dies in der Tat eine Aquivalenzrelation auf K" gemif Definition 2.27
ist.

Lemma 14.14. Fiir jede Matrix A € K™*" gilt:

(a) Fiir alle S € GL(m,K) gilt tk(SA) = rkA.
(b) Fiiralle T € K™ gilt tk(AT) < 1k A, mit Gleichheit falls T € GL(n,K).

Insbesondere haben dquivalente Matrizen also denselben Rang.

Beweis. Es sei F € GL(m,K) ein Produkt von Elementarmatrizen, so dass FA in Zeilenstufenform
mit r :=rkA Stufen ist.

(a) Wegen F S—1.SA = FA ist die Matrix FA auch eine Zeilenstufenform von SA, es ist also auch
tk(SA) = r =1kA.

(b) Da die unteren m — r Zeilen von FA nur Nullen enthalten, gilt dies nach Definition der
Matrixmultiplikation auch fiir das Matrixprodukt FA - T. Nach Beispiel 14.10 (c) ist damit
tk(AT) &tk (FAT) < r = tkA.

Ist T sogar invertierbar, folgt daraus auch rkA = rk(AT - T~') < rk(AT), und damit die
Gleichheit tk(AT) = rkA. O

Satz 14.15 (Normalform von Matrizen beziiglich Aquivalenz). Zu jeder Matrix A € K™" gibt es
ein r € N und invertierbare Matrizen S € GL(m,K) und T € GL(n,K) mit

0

SAT:(B 8>: 0 1 c g

0 0

Dabei ist r eindeutig bestimmt als r = rk A.

Analog zu Bemerkung 14.7 sagt man, dass eine solche Matrix in Normalform beziiglich der Aqui-
valenz von Matrizen ist.

Beweis. Nach Lemma 14.14 ist r = rk(SAT) = rk A; eine Normalform wie im Satz ist also hdchstens
fiir r = rkA moglich.

Andererseits konnen wir eine solche Normalform aber auch einfach durch Zeilen- und Spaltenum-
formungen erreichen: Dazu bringen wir dei Matrix A zunichst mit elementaren Zeilenumformungen
auf ihre reduzierte Zeilenstufenform. Da bei dieser Zeilenstufenform genau die Einheitsvektoren
eq,...,er in den Stufenspalten stehen, konnen wir nun durch Subtraktion geeigneter Vielfacher die-
ser Stufenspalten von den anderen Spalten alle iibrigen Eintrige der Matrix zu 0 machen. Durch
Spaltenvertauschung kénnen wir schlieBlich noch die Stufenspalten ganz nach links schieben und so
die gewiinschte Normalform erreichen. g
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Beispiel 14.16. Da die Matrix

-1 2 4
A=|-1 3 7| eRrR™
1 15
aus Beispiel 14.5 den Rang 2 hat, gibt es nach Satz 14.15 invertierbare Matrizen S,T € GL(3,R) mit
1 00
SAT=10 1 O
0 0 0

Eine wichtige Folgerung aus Satz 14.15 ist, dass sich der Rang einer Matrix durch Transponieren
nicht dndert: Fiir Matrizen in einer solchen Normalform ist dies ndmlich offensichtlich, und jede
andere ist ja dquivalent dazu. Exakt aufgeschrieben sieht dieser Beweis dann wie folgt aus.

Folgerung 14.17. Fiir jede Matrix A € K"™" gilt tk(AT) = rkA.

Beweis. Nach Satz 14.15 gibt es S € GL(m,K) und T € GL(n,K), so dass

- (54)

mit r = rkA. Mit Lemma 13.11 (d) gilt dann auch

(wobei sich beim letzten Gleichheitszeichen die Grofie der Matrix von m X n auf n X m dndert). Nach
Folgerung 13.17 (d) sind mit S und T ferner auch ST und 77 invertierbar, d. h. TTATST ist diquivalent
zu AT. Damit ergibt sich aus Lemma 14.14

kAT = rk(TTATST) = 1k <%) — r = 1kA. O

Eine weitere Folgerung hieraus ist die in Beispiel 13.18 (a) schon angekiindigte Aussage, dass es fiir
die Bestimmung der Invertierbarkeit einer quadratischen Matrix ausreicht, eine links- oder rechtsin-
verse Matrix zu finden.

Folgerung 14.18 (Rang eines Matrixprodukts). Es seien A € K™*" und B € K"*P.

(a) Es gilt tk(AB) < rkA und rk(AB) < rkB.
(b) Fiir quadratische Matrizen (also m = n = p) geniigt bereits eine der beiden Gleichungen
AB = E, und BA = E,, dafiir, dass A invertierbar ist mitA~! =B.
Beweis.

(a) Die erste Ungleichung ist genau Lemma 14.14 (b). Die zweite erhalten wir daraus nun ein-
fach mit Folgerung 14.17 durch Transponieren, denn

14.14 (b)
<

rk(AB) =tk (AB)T) = tk(B"AT) rk(B") = rkB.

(b) Es sei zunichst AB = E,,. Nach (a) ist dann n = rk E,, = tk(AB) < rkA, also tkA = n. Nach
Lemma 14.11 ist A damit invertierbar, und Multiplikation der Gleichung AB = E,, mit A~
von links liefert sofort B=A""1.

Den Fall BA = E,, zeigt man natiirlich analog mit der zweiten Ungleichung aus (a). ]



14. Der GauB3-Algorithmus fiir lineare Gleichungssysteme (Version A) 51

14.C Losungsmengen linearer Gleichungssysteme

Nach unseren Vorarbeiten in diesem Kapitel konnen wir jetzt untersuchen, wie die Losungsmen-
gen linearer Gleichungssysteme aussehen und konkret berechnet werden konnen. Dazu fithren wir
zundchst ein paar niitzliche Notationen ein.

Definition 14.19 (L(A, b), Bild und Kern einer Matrix). Es seien A € K"™*" eine Matrix und b € K.
(a) Wir bezeichnen die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems Ax = b mit

L(A,b) :={xeK":Ax=b} CK"

(b) Das Bild von A ist definiert als
ImA:={Ax:x€ K"} CK"

(die Schreibweise kommt vom englischen Wort ,,image*). Nach Definition ist das Glei-
chungssystem Ax = b also genau dann 15sbar, d. h. L(A,b) # 0, wenn b € ImA.

(c) Der Kern von A ist definiert als
KerA:={xeK":Ax=0} CK"
(die Schreibweise kommt vom englischen Wort , kernel*). Offensichtlich ist KerA = L(A, 0).

Bemerkung 14.20. Schreiben wir in Definition 14.19 die Matrix A spaltenweise als A = (a1 | - - | an)
mitay,...,a, € K™, sowie den Vektor x € K" als x = (4;) j, so ist das dort auftretende Matrixprodukt
Ax nach Definition gleich

A
Ax=(ar|--lan)- | ¢ [ =har+-+ day.
A
Formulieren wir die Konzepte vom Bild und Kern einer Matrix mit Hilfe dieser Spaltenvektoren
ai,...,an, so erhalten wir die folgenden sehr wichtigen Begriffe.
Definition 14.21 (Linearkombinationen und lineare Abhingigkeit). Es seien ay,...,a, € K™ gege-
bene Vektoren und A := (a; | -+ |a,) € K™*".

(a) Fiir A4,...,A, € K heiBt der Vektor
Mai+--+Aa, €K"

eine Linearkombination von ay,...,a,. Die Menge aller dieser Linearkombinationen be-
zeichnen wir mit Lin(ay, ... ,a,); nach Definition 14.19 (b) und Bemerkung 14.20 ist offen-
sichtlich Lin(ay,...,a,) = ImA.

(b) Die Vektoren ay,...,a, heillen linear abhéngig, wenn man aus ihnen eine Linearkombina-
tion des Nullvektors

Mai+-+Aa, =0 (*)

bilden kann, in der mindestens ein Ay,. .., A4, ungleich 0 ist (man nennt dies auch eine nicht-
triviale Linearkombination des Nullvektors).

Ist das Gegenteil der Fall, folgt aus der Linearkombination (x) des Nullvektors also bereits,
dass A; = --- = A, = 0 gelten muss, so heiBen die Vektoren ay,...,a, linear unabhingig.
In der Matrixschreibweise von Definition 14.19 (¢) und Bemerkung 14.20 bedeutet dies
offensichtlich genau KerA = {0}.
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Beispiel 14.22.
(a) Die Einheitsvektoren e,...,e, € K" sind linear unabhingig: Sind ndmlich A4,...,4, € K
mit
M 0
AMep+---+Ae, =0, also =1,
An 0
so folgt daraus natiirlich sofort A; = --- = 4, = 0.

(b) Enthalten die Vektoren ay,...,a, € K™ den Nullvektor, also ist a; =0 fiirein i € {1,...,n},
so sind diese Vektoren immer linear abhingig, denn dann ist ja 1-a; = 0 eine nicht-triviale
Linearkombination des Nullvektors.

Ebenso sind die Vektoren ay,...,a, immer linear abhingig, wenn ein Vektor unter ihnen
mehrfach vorkommt, also wenn a; = a; fiir gewisse i, j € {1,...,n} mit i # j gilt: Dann ist
ndmlich 1-a; —1-a; = 0 eine nicht-triviale Linearkombination des Nullvektors.

(c) Esseiena; = (i) Lay) = (?) a3 = (?) e R2.

Dann sind a; und a; linear unabhéngig, denn aus
Mai+Xa =0 = l1(1>+12<%>=<8> = M+2h=A4+4 =0

folgt sofort A; = A; = 0. Genauso sieht man, dass a; und a3 linear unabhéngig sind, und
ebenso a; und as.

Aber alle drei Vektoren a;,a;,a3 zusammen sind linear abhéngig, denn es gilt

vz (1) 2 (2) ()< (9).

Die lineare Unabhingigkeit von Vektoren ay,...,a, ist also eine Eigenschaft aller dieser
Vektoren zusammen — wir konnen sie nicht tiberpriifen, indem wir uns die Vektoren nach-
einander einzeln oder in Paaren anschauen.

Bemerkung 14.23 (Untervektorrdume und Dimension). Die Mengen Lin(a, ..., a,) aus Definition
14.21 (a) bestehen nach Definition aus allen skalaren Vielfachen und Summen der gegebenen Vek-
toren ay,...,a,. GemaB Beispiel 13.4 (b) konnen wir sie uns damit vorstellen als Geraden, Ebenen
oder entsprechende ,,htherdimensionale Mengen* durch den Nullpunkt. Solche Mengen werden wir
in ?? als Untervektorrdume kennenlernen und noch genau untersuchen.

Sind die Vektoren ay,...,a, dabei linear unabhiingig, so bedeutet dies anschaulich, dass sie ,,in un-
abhingige Richtungen zeigen* und damit ,,einen n-dimensionalen Raum aufspannen® — auch diesen
Dimensionsbegriff werden wir in ?? noch exakt einfithren. Fiir den Moment wollen wir nur festhal-
ten, dass jeder Vektor in Lin(ay, .. .,a,) dann auf eindeutige Art eine Linearkombination der gegebe-
nen Vektoren ay,...,a, ist, so dass wir uns Lin(ay, .. .,a,) also als eine ,,Menge mit n unabhéngigen
Parametern® vorstellen konnen:

Lemma 14.24 (Eindeutigkeit von Linearkombinationen). Es seien ay,...,a, € K™ linear unabhdn-
gige Vektoren. Dann gibt es zu jedem Vektor v € Lin(ay, ... ,a,) eindeutig bestimmte Ay, ..., A, € K
mitv = Aa; +---+ Aap,.

Beweis. Esseien Aq,...,A, € K sowie il,...,i,, € K mit
v=2Mar+ -4 dptn = May + - + Ay
Daraus folgt natiirlich sofort
(M —A)ar++++ (A — An)an =0,

wegen der linearen Unabhingigkeit der Vektoren also A; — 1,' = 0 und damit auch A; = Zi fiir alle
ie{l,...,n}. O
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Wir kommen nun wie angekiindigt zur Hauptaussage iiber die Losungsmengen linearer Gleichungs-
systeme. Genau wie beim Gauf3-Algorithmus ist auch der Beweis dieses Satzes konstruktiv — er gibt
also auch an, wie die dort mit vy,...,v,_, und v bezeichneten Vektoren konkret berechnet werden
konnen.

Satz 14.25 (Losungsmengen linearer Gleichungssysteme). Es seien A € K™*" eine Matrix vom Rang
r:=rkA und b € K".

(a) Es gibt n—r linear unabhdingige Vektoren vy, ..., v,_, € K" mit
L(A,0) = KerA =Lin(vy,...,vy—y).
(b) Das Gleichungssystem Ax = b hat genau dann eine Losung v € L(A,b), wenn die sogenannte
erweiterte Koeffizientenmatrix (A |b) € K™ "+1) ebenfalls den Rang r hat.
(c) Istv € L(A,b) eine Losung des Gleichungssystems Ax = b, so ist die gesamte Losungsmenge

gegeben durch L(A,b) = v+ KerA.

Insbesondere ist das lineare Gleichungssystem Ax = b also genau dann eindeutig losbar, wenn
k(A |b) =1kA = n gilt.

Beweis. Wir bringen die erweiterte Koeffizientenmatrix (A |b) mit dem GauB-Algorithmus auf re-
duzierte Zeilenstufenform S(A|b) = (SA|Sb) mit S € GL(m,K). Dies #ndert weder den Rang
der betrachteten Matrizen (sieche Lemma 14.14 (a)) noch die gesuchten Losungsmengen (wegen
Ax =b & SAx = Sb). Das neue Gleichungssystem hat nun die erweiterte Koeffizientenmatrix

ki ka ky
A \ 2
1 %x--%x 0 *x---x 0 =x * | by
1 % % 0 =x * | by
O 1 % * | b, ’ 1)
b

wobei (b;); := Sbist und ,,x“ die Eintrige von (g; j); j := SA bezeichnet, die ungleich 0 sein konnen.
Wir bezeichnen die Stufenspalten von SA mit k; < --- < k., und die Nichtstufenspalten von SA mit
jl S Sjnfw

(a) Ist b =0, so ist die i-te Zeile des umgeformten Gleichungssystems fiiri € {1,...,r}

n—r n—r

X+ Y aijxy =0 & X =—) X @)
=1 =1

Die Gleichungen bestimmen also die Stufenvariablen xg,,...,x;, eindeutig aus den Nicht-
stufenvariablen x;,,...,x;, .. Wir konnen daher 4; := —x;, € K fiir [ = 1,...,n — r als freie
Parameter wihlen, und erhalten damit aus (2) als Vektor geschrieben die allgemeine Losung
x=Awvi+-+ A Vnr, (3)
wobei v; der Vektor ist mit j;-ter Koordinate —1 und k;-ter Koordinate a; j, firi =1,...,r
(alle anderen Koordinaten sind 0).
Damit ist also L(A,0) = Lin(vy,...,v,—,). AuBerdem ergibt sich in (3) fiir x nur dann der
Nullvektor, wenn alle A; = —x j, gleich 0 sind. Damit sind vy, ..., v, auch linear unabhén-
gig.
(b) Die Matrix (SA | Sb) in reduzierter Zeilenstufenform in (1) kann nur Rang r oder r+ 1 haben.

Hat sie Rang r+ 1, so ist b,4+1 = 1, und die (r + 1)-te Zeile des umgeformten Gleichungs-
systems liefert den Widerspruch 0 = 1. In diesem Fall ist also L(A,b) = 0.
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©

Hat sie Rang r, so erhalten wir offensichtlich eine Losung, indem wir die Nichtstufenvaria-
blen x;,,...,x;,_, gleich 0 setzen, und die Stufenvariablen gleich x;, = b; firi e {1,...,r}.

Ist Av = b, so ist fiir ein x € K" genau dann Ax = b, wenn A(x —v) = 0 gilt, also x —v € KerA
und damit x € v+ KerA ist. O

Bemerkung 14.26.

()

(b)

(©)

Die konkrete Form der Vektoren vi,...,v,_, und v in Satz 14.25 ldsst sich gut zu ei-
ner Merkregel zusammenfassen: Nach der Berechnung der reduzierten Zeilenstufenform
(SA|Sb) € K™ ("+1) bilden wir eine neue Matrix C € K"*("*1) bei der wir fiir alle
ie€{l,...,r} die Zeile i von (SA|Sb) in die Zeile k; von C schreiben. Die iibrigen Eintriige
von C setzen wir gleich —1 auf der Diagonalen und O sonst.

Nach dem Beweis von (a) stehen dann in den Spalten ji, ..., j,—, von C, die den Nichtstu-
fenspalten von SA entsprechen, die Vektoren vy,...,v,_,: In Spalte j; steht in Zeile k; der
Eintrag a; j,, in Zeile j; der Eintrag —1, und sonst iiberall 0.

In der letzten Spalte steht nach dem Beweis von (b) auSerdem der Vektor v.

Falls wir nur ein Gleichungssystem Ax = 0 mit rechter Seite 0 16sen (also KerA bestimmen)
wollen, miissen wir in (a) die rechte Spalte fiir b gar nicht erst hinschreiben, da die Eintrége
dort ohnehin alle gleich 0 sind und wihrend des Verfahrens auch bleiben. In diesem Fall ist
das Gleichungssystem natiirlich auch in jedem Fall 16sbar mit x = 0.

Alternativ zum Verfahren im Beweis des Satzes kann man die erweiterte Koeffizientenma-
trix (A|b) auch nur auf nicht notwendig reduzierte Zeilenstufenform bringen (was natiirlich
weniger Rechenarbeit ist). Im Fall der Losbarkeit bestimmt dann die i-te Gleichung des um-
geformten Gleichungssystems fiir i € {1,...,r} die Stufenvariable x;, aus den Nichtstufen-
variablen und den weiter rechts stehenden Stufenvariablen xy, ,,...,x;,. Wir miissen diese
Gleichungen dann also von unten nach oben durchgehen und so der Reihe nach xg,, ..., x,
aus den freien Variablen und den bereits bestimmten Stufenvariablen berechnen (was dann
wieder etwas mehr Arbeit ist).

Beispiel 14.27. Wir wollen KerA = L(A,0) und L(A, b) fiir

bestim

1 4 0 5 1
A=|2 8 1 7 |eR* und b=|3]|cR?
0 0 2 —6 2
men. Dazu bringen wir (A | b) auf reduzierte Zeilenstufenform:
140 5 |1\ oz (140 5 |1\ z3onszzf|]l 4 05
281 7 1|3 — 001 -3]|1 — 0O 0|1 -3
002 —6]2 002 —6]2 00 0 0|0

Das gegebene Gleichungssystem ist also dquivalent zu

Offens
x4 kon
X3.

X1 + 4xp +5x4 =1,
X3 —3X4= l7
0=0.

ichtlich ldsst sich dieses umgeformte Gleichungssystem nun leicht 16sen: Die Variablen x, und
nen wir frei wihlen; die erste Gleichung bestimmt daraus dann eindeutig x| und die zweite

Um die so entstehende Losung mit dem Verfahren aus Bemerkung 14.26 (a) direkt hinschreiben zu
konnen, schreiben wir die beiden Zeilen der umgeformten Matrix wie unten grau hinterlegt in die

Zeilen

1 und 3 einer 4 x 5-Matrix C (da die Stufen in den Spalten 1 und 3 liegen), und fiillen die

restlichen Eintrige mit —1 auf der Diagonalen und O sonst. Da die Nichtstufenspalten der obigen
Zeilenstufenform die zweite und vierte sind, lesen wir dann die Vektoren vy, v, und v in Satz 14.25
direkt in der Matrix C in den eingekreisten Spalten 2 und 4 bzw. der letzten Spalte ab: Mit
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1(4]0(5)1 4 5 1
C— 0/—-1/0{ 010 o oy = -1 by = 0 by 0
0] 0 1|=3|]|1 0]’ =3 1
0l0)0(-1)|0 0 —1 0

ist KerA = Lin(v;,v;) (mit linear unabhingigen Vektoren v; und v) und L(A,b) = v+ Lin(v,v2).

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir noch einige einfache, aber sehr wichtige Folgerungen
aus unseren Ergebnissen festhalten. Die erste betrifft die sogenannte universelle Losbarkeit linearer
Gleichungssysteme — d. h. die Frage nach der Losbarkeit eines solchen Gleichungssystems Ax = b
fiir eine beliebige rechte Seite b.

Folgerung 14.28 (Universelle Losbarkeit linearer Gleichungssysteme). Fiir jede Matrix A € K™*"
gilt:

(a) tkA =n & Fiir alle b € K™ hat das Gleichungssystem Ax = b hochstens eine Losung.
(b) tkA =m < Fiir alle b € K™ hat das Gleichungssystem Ax = b mindestens eine Losung.

Beweis.

(a) Nach Satz 14.25 (a) ist tkA = n genau dann, wenn KerA = {0} gilt, also wenn das Glei-
chungssystem Ax = 0 genau die Losung x = 0 hat. Nach Satz 14.25 (c) hat dann auch jedes
Gleichungssystem Ax = b hochstens eine Losung.

(b) .= Ist kA = m, so ist wegen (A |b) € K"*("+1) auch rk(A | b) = m nach Bemerkung 14.9
(a). Damit ist L(A, D) # @ nach Satz 14.25 (b).

<" Ist kA < m, so hat die reduzierte Zeilenstufenform SA von A unten (mindestens) eine
Nullzeile. Damit hat das Gleichungssystem SAx = e,, < Ax = S~ 'e,, dann keine Losung. [

Bemerkung 14.29. Nach Folgerung 14.28 hat das Gleichungssystem Ax = b mit A € K™*" und
b € K™ genau dann fiir alle b eine eindeutige Losung, wenn tkA = m = n, also wenn A quadratisch
und invertierbar ist (siche Lemma 14.11). Diesen einfachen Fall hatten wir schon in Folgerung 13.17
(d) betrachtet: Die eindeutige Losung ist dann x = A~ 5.

Unsere Ergebnisse zeigen auch, dass die lineare Unabhéngigkeit von Vektoren ay,...,a, € K™ eng
mit dem Rang der daraus gebildeten Matrix (a;]|--- |a,) € K™ zusammenhingt. In der Tat lie-
fert Folgerung 14.31 zusammen mit der geometrischen Interpretation der linearen Unabhéngigkeit
aus Bemerkung 14.23 vermutlich eine der anschaulichsten Arten, sich den Rang einer Matrix (ohne
Bezug auf algorithmische Konzepte wie den GauB3-Algorithmus oder eine Zeilenstufenform) an-
schaulich vorzustellen.

Folgerung 14.30 (Rangkriterium fiir lineare Unabhéngigkeit). Es seien ay,...,a, € K™.

(a) Die Vektoren ay,...,ay, sind genau dann linear unabhiingig, wenn tk(ay | -+ |a,) = n gilt.
(b) Fiir n > m sind die Vektoren ay,...,a, in jedem Fall linear abhdngig.

Beweis. Essei A= (aj|---|ay) € K™*" mit Rang r := rkA.
(a) Die Vektoren ay,...,a, sind nach Definition 14.21 (b) genau dann linear unabhingig, wenn

KerA = {0}. Dies ist nach Satz 14.25 (a) dquivalent zu r = n.
(b) Aus n > m folgt mit Bemerkung 14.9 (a) sofort tkA < m < n. Nach (a) sind ay,...,a, dann
also linear abhéngig. O

Folgerung 14.31 (Rang = Maximalzahl linear unabhingiger Spalten). Fiir jede Matrix A € K™*"
ist /KA die Maximalzahl linear unabhdngiger Spalten in A.

Beweis. Fiir beliebige Spalten 1 <k; < --- <k, <nseiAd = (ag, | -~ |ax,) € K™ die Teilmatrix
von A, die durch Auswahl dieser s Spalten entsteht.
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Wir bringen A nun auf Zeilenstufenform SA = (Sa; | --- | Sa,) mit r := rkA Stufen, und betrachten
die Matrix
SA" = (Sag, |-+ |Sar,) € K™,

die ebenfalls durch Auswahl der entsprechenden s Spalten in SA entsteht:

e Ist s = r und withlen wir fiir ky,...,k, genau die Stufenspalten, so ist SA’ ebenfalls in Zei-
lenstufenform mit » Stufen. Also ist dann tkA’ = r = s, und damit sind die s ausgewihlten
Spalten von A nach Folgerung 14.30 (a) linear unabhiingig.

e Ist s > r, so hat SA’ genau wie SA hochstens r Zeilen mit Eintriigen ungleich 0, und da-
mit folgt tkA’ < r < s aus Beispiel 14.10 (c). Also sind die s ausgewihlten Spalten nach
Folgerung 14.30 (a) diesmal linear abhéngig.

Insgesamt ist r damit die Maximalzahl linear unabhingiger Spalten in A. g

Bemerkung 14.32. Der Beweis von Folgerung 14.31 ist in dem Sinne konstruktiv, dass er auch
angibt, wie man r linear unabhéngige Spalten aus einer Matrix A vom Rang r auswéhlen kann:
Man bringt A auf Zeilenstufenform und wihlt dann die Spalten der Ausgangsmatrix A, die zu den
Stufenspalten gehoren. So haben wir z. B. fiir die Matrix

-1 2 4 -1 2 4
A=1|-1 3 7 :(a1|a2|a3)€R3X3 mit aj=|—-1|,ao=|3],a3=1{7
1 1 5 1 1 5

in Beispiel 14.5 eine Zeilenstufenform mit 2 Stufen und Stufenspalten 1 und 2 (und damit rkA = 2)
bestimmt. Dementsprechend sind die Vektoren a; und a; also nach Folgerung 14.31 linear unabhin-
gig, wihrend alle drei Vektoren ay,a»,a3 linear abhédngig sind.

Wir haben in Folgerung 14.30 (b) auch gesehen, dass in K bis zu maximal m Vektoren linear
unabhingig sein konnen. Wenn wir also n < m linear unabhingige Vektoren ay,...,a, in K™ haben
(so wie hier im Beispiel a; und a; in K 3), konnen wir uns daher fragen, ob wir diese Vektoren immer
zu m linear unabhingigen Vektoren ergénzen konnen. Wie wir jetzt sehen werden, ist dies in der Tat
immer moglich — sogar mit Einheitsvektoren, und wiederum mit einem konstruktiven Verfahren.

Lemma 14.33 (Ergiinzung linear unabhingiger Vektoren). Es seien ay,...,a, € K™ linear un-
abhdingige Vektoren. Dann gibt es Einheitsvektoren ej,,... e, . € K™, so dass die m Vektoren
ayy...,an,€j, ..., €}, , linear unabhiingig sind.

Beweis. Wir setzen wieder A = (ay|--- |a,) € K™*"; nach Folgerung 14.30 (a) ist also kA = n.
Diesmal bringen wir A mit elementaren Spaltenumformungen auf eine Spaltenstufenform mit n
Stufen. Sind nun jy,..., j,—, die Nichtstufenzeilen dieser Spaltenstufenform, so konnen wir aus A
durch Hinzufiigen von Spalten mit den Einheitsvektoren ¢;j,,...,ej,_, €ine m X m-Matrix in Spal-
tenstufenform mit m Stufen erzeugen. Da diese Matrix dann Rang m hat, sind die m Vektoren
ai,...,an,€j,,...,ej, , damit nach Folgerung 14.30 (a) linear unabhingig. O

Beispiel 14.34. Wir hatten in Bemerkung 14.32 gesehen, dass die dort angegebenen Vektoren
ay,a; € R3 linear unabhingig sind. Wollen wir a; und a; durch Hinzunahme eines weiteren Vektors
zu drei linear unabhingigen Vektoren erginzen, bringen wir die Matrix A = (a | a2) wie in Lemma
14.33 auf Spaltenstufenform mit 2 Stufen:

—1 2\ _siss1 {1 2\ ;2051552 (1 | O
A=|-1 3| — 1 3 o 1 1
1 1 -1 1 -1 3

Da die dritte Zeile hierbei keine Stufenzeile ist, sind die Vektoren ay,a;,e3 linear unabhéngig.

Beachte, dass dies nicht die einzige Moglichkeit wire: In diesem Beispiel konnte man leicht nach-
rechnen, dass auch aj,as,e; und ay,as,e; linear unabhingig sind. Der Algorithmus aus Lemma
14.33 liefert nur eine mogliche Art, die gegebenen linear unabhéngigen Vektoren mit Einheitsvek-
toren zu maximal vielen linear unabhingigen Vektoren zu ergidnzen.
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15. Vektorraume

In den letzten beiden Kapiteln haben wir ausfiihrlich die Losungsmengen linearer Gleichungssys-
teme untersucht — und dabei sowohl theoretische Ergebnisse iiber ihre Struktur bewiesen als auch
Verfahren fiir ihre Berechnung entwickelt. Dafiir hat es sich als praktisch erwiesen, die Sprache der
Vektoren in K™ bzw. Matrizen in K”*" (mit m,n € N) zu benutzen.

Wie schon in Bemerkung 13.6 erwéhnt ist der Begriff des Vektors in der Mathematik jedoch viel
allgemeiner. Analog zu Gruppen und Korpern in Kapitel 3.A werden Vektoren nidmlich eigentlich
tiber die mit ihnen moglichen Rechenoperationen definiert: Wihrend es in einer Gruppe eine Ver-
kniipfung und in einem Ko6rper zwei Verkniipfungen ,,4+“ und ,,- *“ mit den erwarteten Eigenschaften
gibt (siehe Definition 3.1 und 3.5), sind es fiir Vektoren eine Addition und eine Skalarmultiplikation
mit Elementen eines fest gewéhlten Grundkorpers K. Die bisher betrachteten Vektoren in K™ (und
auch Matrizen) erlauben diese Rechenoperationen natiirlich wie in Definition 13.3, aber viele ande-
re Objekte auch: So konnen wir z. B. auch reelle Funktionen (punktweise) addieren und mit einer
reellen Zahl multiplizieren. In diesem Sinne konnen wir also auch solche Funktionen als Vektoren
bezeichnen, bzw. sie als Elemente eines sogenannten Vektorraums auffassen.

Der Vorteil dieses viel allgemeineren Vektorbegriffs liegt auf der Hand: Auf diese Art konnen wir
die Ergebnisse, die wir iiber Vektoren (also nur aus der Existenz einer Vektoraddition und Skalar-
multiplikation) herleiten konnen, in viel mehr Fillen anwenden. In der Tat ist die Untersuchung
allgemeiner Vektorrdaume, mit der wir jetzt beginnen wollen, das eigentliche Ziel der linearen Al-
gebra. Unsere Resultate der letzten beiden Kapitel werden uns helfen, zu den dabei eingefiihrten
theoretischen Konzepten auch gleich viele Beispiele betrachten und konkret berechnen zu konnen.

15.A Der Vektorraumbegriff

Wie oben schon erwéhnt wollen wir Vektoren iiber die Existenz einer Addition und Skalarmultipli-
kation definieren. Diese beiden Rechenoperationen sollen dabei natiirlich gewisse erwartete Eigen-
schaften erfiillen — und zwar genau die, die wir fiir Vektoren in K™ und Matrizen in K™*" in Lemma
13.5 bereits gesehen hatten:

Definition 15.1 (Vektorrdume). Es sei K ein Korper. Ein Vektorraum iiber K (oder K-Vektorraum)
ist eine Menge V zusammen mit zwei Verkniipfungen
+:V xV =V (Vektoraddition)
und - KxV —V (Skalarmultiplikation),

so dass gilt:

(a) (V,+) ist eine abelsche Gruppe (siehe Definition 3.1).
(b) (1. Distributivitit) Fiir alle A,y € Kundx € V gilt (A + ) - x=A-x+p-x.
(c) (2. Distributivitiit) Fiiralle A € Kund x,y € V gilt L - (x+y) =41 -x+ A4 -y.
(d) (Assoziativitit) Firalle A,y € Kundx €V gilt (A-p)-x=24- (1 -x).
(e) FurallexeV gilt1-x=ux.

Die Elemente von V heiflen Vektoren, die Elemente von K Skalare.

Bemerkung 15.2.

(a) Beachte, dass man einen Vektorraum nur dann definieren kann, wenn man vorher einen
Korper K gewihlt hat. Wenn klar ist, welcher Korper gemeint ist, werden wir jedoch auch
oft nur von einem Vektorraum (statt einem K-Vektorraum) sprechen.
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(b)

Wie wir es auch in den letzten beiden Kapiteln schon getan haben, haben wir in Defini-
tion 15.1 mehrfach die gleichen Symbole fiir unterschiedliche Dinge verwendet: Es gibt
z.B. zwei Additionen, die wir beide mit ,,+“ bezeichnet haben, ndmlich die Addition
+: K x K — K zweier Korperelemente und die Addition +: V xV — V der Vektoren. Da
man aus der Art der verkniipften Elemente eindeutig ablesen kann, um welche Verkniipfung
es sich handeln muss, konnen dadurch aber keine Mehrdeutigkeiten entstehen: So werden
z. B. beim ersten Pluszeichen in Definition 15.1 (b) zwei Skalare, beim zweiten jedoch zwei
Vektoren addiert. Nur wenn wir auch in der Notation explizit deutlich machen wollen, um
welche der beiden Verkniipfungen es sich handelt, schreiben wir diese als +x bzw. +y.
Analog gibt es auch die Multiplikation zweimal, einmal als Multiplikation - ¢ in K und ein-
mal als Skalarmultiplikation -y, und auch zweimal die Null, nimlich einmal als Null Og im
Korper K und einmal als Nullvektor Oy, d. h. als das neutrale Element von (V,+). In dieser
ausfiihrlichen Notation konnte man z. B. die Bedingung aus Definition 15.1 (b) als

A+gu) - vx=A-yx+yl-vx

schreiben. In der Regel werden wir diese Indizes K und V jedoch weglassen, genauso wie
die Malzeichen sowohl fiir - ¢ als auch fiir - .

Beispiel 15.3.

(a)

(b)

()

(d)

(e)

Fiir jeden Korper K ist V = {0} (mit den trivialen Verkniipfungen) ein K-Vektorraum, der
sogenannte Nullvektorraum.

Fiir alle m,n € N ist der Raum K™*" aller m x n-Matrizen iiber K nach Lemma 13.5 ein
K-Vektorraum. Insbesondere ist damit auch der Raum K™, dessen Elemente wir bisher als
Vektoren bezeichnet haben, ein Vektorraum. Unser neuer Vektorbegriff ist also eine Verall-
gemeinerung der vorldufigen Notation 13.2.

Auch mit dem neuen Vektorbegriff bleiben die Vektorrdaume K™ fiir m € N sicher die wich-
tigsten Beispiele fiir K-Vektorrdume; wir werden sie also auch in Zukunft weiterhin oft als
Beispiele betrachten. Im Fall m = 1 erhilt man daraus K I — K, also K selbst als K-Vektor-
raum; der Fall m = 0 wird konventionsgemi8 als der Nullvektorraum K° = {0} aufgefasst.

Sind V und W zwei K-Vektorrdume, so ist auch ihr Produkt V' x W mit komponentenweiser
Addition und Skalarmultiplikation ein K-Vektorraum — der Nachweis der Vektorraumeigen-
schaften ist analog zum bereits bekannten Spezialfall K> = K x K (siehe Lemma 13.5). Ge-
nauso sind natiirlich auch Produkte von mehr als zwei Vektorrdumen wieder ein Vektorraum.

Es seien K ein Korper und M eine Menge. Dann ist die Menge Abb(M,K) :={f: M — K}
aller Abbildungen von M nach K ein K-Vektorraum, indem wir Addition und Multiplikation
punktweise definieren als

(f+8)(x) = f(x) +g(x) und (Af)(x):=Af(x)
fir alle A € K, x € M und f,g: M — K. In der Tat haben wir in Aufgabe 3.12 (a) bereits
gesehen, dass Abb(M, K) eine abelsche Gruppe ist (der Nullvektor ist hierbei die Funktion,
die jedes Element von M auf O abbildet, und das zu einer Funktion f: M — K additive
Inverse die Funktion —f: M — K, x— — f(x)). Die anderen Vektorraumeigenschaften zeigt
man wieder analog.

Ein Spezialfall hiervon ist der Raum Abb(N,K), dessen Elemente f € Abb(N,K) wir in
Verallgemeinerung von (b) als ,,unendliche Folgen* (f(0), f(1), f(2),...) mit Elementen in
K schreiben konnen. Im Fall K = R sind dies gerade die in der Analysis betrachteten reellen
Zahlenfolgen.

Dariiber hinaus lésst sich auf die gleiche Art auch die Menge Abb(M, W) aller Abbildungen
von einer beliebigen Menge M in einen K-Vektorraum W zu einem Vektorraum machen.

Die reellen Zahlen R bilden einen Q-Vektorraum. In der Tat kann man reelle Zahlen addieren
und mit einer rationalen multiplizieren, und es ist klar, dass mit diesen Definitionen alle
Vektorraumeigenschaften gelten.
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Analog zum Fall von Gruppen und Korpern wollen wir auch hier zunéchst ein paar elementare
Eigenschaften von Vektorrdumen zeigen. Sie haben einen dhnlichen Charakter wie die Axiome in
Definition 15.1, folgen aber bereits aus diesen (so dass man sie nicht separat fordern muss).

Lemma 15.4 (Eigenschaften von Vektorrdumen). In jedem K-VektorraumV gilt fiir alle A € K und
xeV:

(a) OK-XZA,'OV ZOV.
(b) Ist A -x =0y, so ist A = Og oder x = Oy.
© (-1)-x=—x

Beweis.

(a) Der Beweis ist ganz analog zu dem von Lemma 3.8 (a): Wegen der 1. Distributivitét aus
Definition 15.1 (b) gilt O - x = (O + 0k ) - x = Og - x+ Ok - x, nach Subtraktion von Ok - x also
wie behauptet Oy = Ok - x. Analog zeigt man Oy = A - Oy mit Hilfe der 2. Distributivitit.

(b) Ist Ax =0y und A # O, so folgt

x=1-x (Definition 15.1 (e))
= (171 “A)x
=2A"'(Ax)  (Definition 15.1 (d))
—0y (Teil (a)).
(c) Es gilt
(=1)-x+x=(—1)-x+1-x (Definition 15.1 (e))
=(=1+1)-x  (Definition 15.1 (b))
=0g-x=0y (Teil (a)),
also ist (—1) - x das additive Inverse zu x. O

15.B Untervektorriaume

Immer wenn man eine neue mathematische Struktur (wie z. B. Gruppen, Korper, oder jetzt hier die
Vektorrdume) einfiihrt, sollte man als Erstes zwei Dinge untersuchen:

e die sogenannten Unterstrukturen, d. h. Teilmengen, die selbst wieder die betrachtete Struktur
haben; und

e die sogenannten Morphismen, d. h. Abbildungen, die diese Struktur erhalten.

Wir haben dies in Kapitel ?? nur deswegen fiir Gruppen und Korper nicht getan, weil wir in dieser
Vorlesung nur Vektorrdume, aber nicht Gruppen und Korper ausfiihrlich studieren wollen. Dieje-
nigen von euch, die auch die Vorlesung ,,Algebraische Strukturen* horen, haben dort aber sicher
schon z. B. Untergruppen und Morphismen von Gruppen untersucht — und werden jetzt feststellen,
dass sich Untervektorrdume und Morphismen von Vektorrdumen, die wir nun studieren wollen, in
vielen Aspekten sehr dhnlich verhalten.

Wir beginnen dabei mit den Untervektorrdumen, durch die wir gleichzeitig auch sehr viele neue
Beispiele von Vektorraumen erhalten. Morphismen werden wir danach in Abschnitt ?? untersuchen.

Definition 15.5 (Untervektorrdume). Es sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K. Eine Teilmenge
U C V heiit Untervektorraum oder Unterraum von V, in Zeichen U <V, wenn ,,U mit den
Verkniipfungen in V selbst wieder ein Vektorraum ist“, d.h. wenn gilt:

(a) Fiir alle x,y € U und A € K gilt auch x+y € U und Ax € U (d. h. die Addition und Skalar-
multiplikation in V lassen sich auf U einschrinken).

(b) U ist mit diesen eingeschridnkten Verkniipfungen selbst ein K-Vektorraum.
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Man sagt fiir (a) auch, dass U beziiglich der Vektoraddition und Skalarmultiplikation abgeschlossen
ist. Beachte, dass diese Bedingung notwendig ist, um (b) iiberhaupt formulieren zu kénnen, weil wir
sonst ja gar keine Verkniipfungen auf U hitten.

Da das Nachpriifen der vielen Vektorraumaxiome in Definition 15.1 in der Praxis natiirlich sehr
aufwindig ist, sieht es vielleicht so aus, als ob das Nachpriifen der Unterraumeigenschaft (b) genauso
aufwindig ist. Gliicklicherweise ist dies jedoch nicht so: Wir wollen jetzt zeigen, dass sich praktisch
alle Vektorraumaxiome von V direkt auf U iibertragen, so dass man fast nur die Abgeschlossenheit
in (a) nachpriifen muss.

Satz 15.6 (Unterraumkriterium). FEine Teilmenge U eines K-Vektorraums V ist genau dann ein
Unterraum von V, wenn gilt:

(a) Fiirallex,y € U und A € K gilt auchx+y €U und Ax € U.

(b) U #0.
Beweis. Da die Abgeschlossenheit (a) iI}'Deﬁnition 15.5 und Satz 15.6 dieselbe Bedingung ist, miis-
sen wir nur unter dieser Bedingung die Aquivalenz der Eigenschaften (b) iiberpriifen.
=" Ist U ein Vektorraum, so enthilt U natiirlich den Nullvektor und ist damit nicht leer.
,»<="“: Es sei nun U # (. Wir miissen die Vektorraumaxiome fiir U iiberpriifen.

e Assoziativitit der Vektoraddition: Weil V ein Vektorraum ist, gilt (x+y) +z=x+ (y+2z)

fiir alle x,y,z € V und damit erst recht fiir alle x,y,z € U. Die Assoziativitit der Addition
iibertrégt sich also direkt von V auf U.

e Additives neutrales Element: Nach Voraussetzung gibt es ein Element x € U. Damit ist nach
der Abgeschlossenheit der Skalarmultiplikation auch 0 = 0-x € U, und fiir diesen Nullvektor
gilt natiirlich x4+ 0 = 0 +x = x fiir alle x € U (denn dies gilt ja sogar fiir alle x € V).

e Additive inverse Elemente: Fiir jedes x € U ist wegen der Abgeschlossenheit der Skalarmul-
tiplikation auch (—1)-x € U, und dies ist nach Lemma 15.4 (c) genau das additive inverse
Element zu x.

Also ist (U,+) schon einmal eine Gruppe. Die iibrigen Axiome (also die Kommutativitit der Vek-
toraddition und die Bedingungen (b) bis (e) aus Definition 15.1) sind aber alle von der Form, dass
fiir alle Vektoren aus U eine bestimmte Gleichung gelten muss — und dies folgt nun genauso wie die
Assoziativitit oben sofort daraus, dass diese Gleichungen sogar fiir alle Vektoren aus V gelten. [J

Bemerkung 15.7. Wie wir im Beweis von Satz 15.6 schon gesehen haben, muss jeder Unterraum
U eines Vektorraums V den Nullvektor enthalten: Wegen U # ( gibt es ein x € U, und aus der
Abgeschlossenheit der Skalarmultiplikation folgt dann auch0 =0-x € U.

Die Bedingung U # 0 in Satz 15.6 (b) ist also dquivalent zu 0 € U.

Beispiel 15.8.

(a) Fiir jeden Vektorraum V sind der Nullvektorraum {0} C V und der gesamte Raum V C V
natiirlich stets Unterrdume von V. Sie werden die trivialen Unterriume von V genannt.

(b) Fiir alle m,n € N und gegebene Vektoren xi,...,x, € K" ist die Menge Lin(xy,...,x,) aller
ihrer Linearkombinationen ein Unterraum von K™: Sind ndmlich

x=Ax;+--+Ax, und yzilxl +oet Aty
solche Linearkombinationen und A € K, so sind auch

x4+y=M+A)xi+ -+ A +A)x, und Ax= (Ad)x; 4+ (AA,)x,

in Lin(x1,...,x,). AuBerdem ist diese Menge nicht leer, da sie natiirlich (konventionsgemiB
auch fiir n = 0) den Nullvektor enthilt. Damit ist Lin(xy,...,x,) nach Satz 15.6 ein Unter-
raum von K. Man nennt ihn den von x1, ..., x, erzeugten oder aufgespannten Unterraum

von K™,
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Insbesondere gilt damit ImA < K™ und KerA < K" fiir jede Matrix A € K™*", da Bild und
Kern einer Matrix nach Definition 14.21 (a) bzw. Satz 14.25 (a) eine solche Darstellung als
Menge aller Linearkombinationen bestimmter Vektoren besitzen.

Fiir A € K"™*" und b € K™ betrachten wir die Losungsmenge L(A,b) C K" des linearen
Gleichungssystems Ax = b:

e Fiir b =01ist L(A,0) = KerA nach (b) ein Unterraum.

e Fiir b # 0 dagegen ist L(A, b) nach Bemerkung 15.7 niemals ein Unterraum, denn dann
giltja0 ¢ L(A,b) wegen A-0=0#b.

In der Tat ist die Losungsmenge — sofern sie nicht leer ist — dann nach Satz 14.25 (c)
von der Form v+ KerA fiir ein v € K" und damit ein verschobener Unterraum. Manch-
mal wird eine solche Menge in der Literatur auch als affiner Unterraum bezeichnet.

Als konkretes Beispiel konnen wir eine Matrix A = (a; ap) € R'™*2 yom Rang 1 (d.h. A #£0)
wihlen. Dann ist wie im Bild unten der Unterraum

U :=KerA = {x cR?: ajx) +axxy; = 0}

(wobei x; und x, die Koordinaten von x bezeichnen) eine Ursprungsgerade, wihrend fiir ein
b € R\{0} die Gerade

Uy :=L(A,b) = {x € R? 1 a1x; +ayxy = b}

nicht durch den Ursprung lduft und damit kein Unterraum ist. Auch eine Vereinigung von
zwei Ursprungsgeraden wie z. B.

Uz = {xeRz :xp =0 oder x; —xy =0}

ist kein Unterraum, denn hier ist z. B. wegen

() evs wa (})ew wer (3)+(1)=(7)¢u

die Abgeschlossenheit der Vektoraddition nicht erfiillt.
X2 X2 X2

U, /U2
Us

X1 // X1 X1

S R R B (B

Beachte, dass man hier nicht nur an den Rechnungen, sondern auch an den Bildern oben
schon sehen kann, ob die gegebenen Teilmengen abgeschlossen beziiglich Vektoraddition
und Skalarmultiplikation, also ob sie Untervektorrdume sind.

Eine quadratische Matrix A € K"*" heiflt symmetrisch, wenn AT = A, also a; j = aj ; fiir alle
i,j€{l,...,n} gilt. Mit dieser Definition ist die Teilmenge

U :={A € K"" : A ist symmetrisch}

aller symmetrischen Matrizen ein Unterraum von K"*": Es ist 0 € U, und fiir alle A,B € U
(also AT=Aund B = B)und A € K gilt nach Lemma 13.7

(A+B)T=AT+B"=A+B und (AA)T=21(a") =24,
alsoA+BeUund AA € U.
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(e) Fiir eine gegebene Teilmenge D C R ist die Teilmenge U C Abb(D,R) aller Polynomfunk-
tionen f: D — R ein Unterraum des Vektorraums Abb(D,R) aus Beispiel 15.3 (d), denn mit
f und g sind auch f + g und Af fiir alle A € R Polynomfunktionen. Genauso ist fiir festes
k € N auch die Menge aller Polynomfunktionen vom Grad hochstens & ein Unterraum von
Abb(D,R).

Im Fall des Vektorraums K™ konnen wir in der Tat sogar zeigen, dass jeder Unterraum die Form wie
in Beispiel 15.3 (b) hat, also von endlich vielen Vektoren erzeugt werden kann — und zwar sogar von
linear unabhéngigen:

Satz 15.9 (Unterrdume von K"). Jeder Unterraum U < K™ kann als U = Lin(xy,. . .,x,) fiir linear
unabhdingige Vektoren x1,...,x, € K™ mit n € N geschrieben werden.

Beweis. Angenommen, es gibe einen Unterraum U < K™, der nicht auf diese Art geschrieben
werden kann. Wir konnten dann wie folgt rekursiv unendlich viele linear unabhéngige Vektoren
X1,X2,X3,... in U konstruieren:

Sind linear unabhéngige xi,...,x, € U fiir ein n € N bereits konstruiert, so gilt wegen der Abge-
schlossenheit von U zunidchst einmal auch Lin(xy,...,x,) C U. Nach unserer Annahme kann aber
nicht U = Lin(xy,...,x,) gelten, also gibt es ein x,4; € U\Lin(xy,...,x,). Dann sind aber auch
X1,-..,%p+1 linear unabhéngig: Sind nimlich A;,..., 4,1 € K mit

AMxi+Aprixg1 =0 = Aixp = —Axp—-— ,lxneLin(xl,...,x,l),
so folgt wegen x,1| ¢ Lin(xj,...,x,) zunichst A, = 0, und wegen der linearen Unabhingigkeit
von xi,...,x, dannauch A; = --- =4, =0.

Auf diese Art kdnnten wir also beliebig viele linear unabhingige Vektoren in U finden — was natiir-
lich ein Widerspruch ist, da in K™ nach Folgerung 14.30 (b) hochstens m Vektoren linear unabhéngig
sein konnen. O

Bemerkung 15.10 (Berechnung von Unterrdumen von K™). Wenn wir im Folgenden sagen, dass
wir einen Unterraum von K™ berechnen wollen, meinen wir damit, ihn so darzustellen wie in Satz
15.9 — also linear unabhiéngige Vektoren zu bestimmen, die ihn erzeugen (beachte dabei, dass solche
Erzeuger natiirlich nicht eindeutig bestimmt sind, denn es ist ja z. B. Lin(e;) = Lin(2e))).

Fiir alle in Beispiel 15.8 (b) erwidhnten Unterrdume konnen wir dies leicht durchfiihren:

(a) Ist der Unterraum gegeben als Lin(xj,...,x,) mit nicht notwendig linear unabhiingigen
X1,...,Xy, so konnen wir aus diesen Vektoren mit Folgerung 14.31 ?? linear unabhéngige
Erzeuger auswihlen.

(b) Ist der Unterraum gegeben als Bild einer Matrix A = (x;| -+ |x,) € K™, so kénnen wir
wegen ImA = Lin(x,...,x,) genauso vorgehen.

(c) Ist der Unterraum gegeben als Kern einer Matrix, so liefert Satz 14.25 (a) sofort die ge-
wiinschte Darstellung.

Dariiber hinaus haben wir in Aufgabe ?? gesehen, dass wir auch umgekehrt einen Unterraum
der Form Lin(xy,...,x,) von K™ — nach Satz 15.9 also jeden Unterraum — immer als Kern
einer Matrix A schreiben konnen. Dies liefert eine alternative Art der Darstellung beliebiger
Unterrdume von K™, ndmlich durch definierende Gleichungen {x € K™ : Ax = 0} statt durch
erzeugende Vektoren {x = A;x; + -+ Aux, 1 A1,..., A4, € K}. Fiir konkrete Rechnungen mit
Unterrdumen kann jeweils die eine oder andere Darstellung besser geeignet sein.

Wir wollen nun sehen, wie man aus mehreren Unterrdumen eines Vektorraums neue Unterrdume
konstruieren kann. Eine Moglichkeit besteht dabei einfach darin, ihren Durchschnitt zu bilden. Im
Gegensatz dazu ist ihre Vereinigung nach Beispiel 15.8 (c) zwar in der Regel kein Unterraum; es gibt
aber trotzdem eine Moglichkeit, aus ihnen einen neuen zu erzeugen, der sie enthilt — die korrekte
Konstruktion hierfiir ist nur nicht die Vereinigung, sondern die sogenannte Summe von Unterrdumen.
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Lemma 15.11 (Durchschnitt und Summe von Unterrdumen). Es seien U, und U, Unterriume eines
Vektorraums V. Dann gilt:

(a) Der Durchschnitt Uy \U, ist ebenfalls ein Unterraum von'V.

(b) Die Summe Uy + U, := {x| +x; : x1 € Uy, x; € U, } ist ebenfalls ein Unterraum von V.

Analog gilt dies auch fiir Durchschnitte Uy N --- N U, und Summen Uy + - - - + U, von mehr als zwei
Unterrdumen.

Beweis. Wir tiberpriifen jeweils das Unterraumkriterium aus Satz 15.6. Beachte dabei zunichst, dass
der Nullvektor nach Bemerkung 15.7 sowohl in U als auch in U, liegt, und damit auch in U NU,
und U; + U,. Wir miissen also nur noch die Abgeschlossenheit zeigen.

(a) Es seien A € K und x,y € U; NUy, also x,y € U und x,y € U,. Da Uy und U, Unterrdume
sind, liegen damit sowohl x+ y als auch Ax in U; und Uy, d. h. in U + U,.

(b) Es seien A € K und x,y € Uy + U,, also x = x; +x; und y = y; + y mit x1,y; € U; und
X2,y2 € U,. Dann gilt wegen der Abgeschlossenheit von U; und U,

x+y=x1+x2+y1+y2 = (x1 +y1) + (2 +y2) €Uy + U3,
—— N —

el cl,
und analog auch
lx:),(xl—l—xQ):kxl—i—),xz c U+ U,. O

—~ —~~

el [S95)
Beispiel 15.12. Fiir die Unterrdume

U, =Lin(e;) und U, =ULin(ey) x3
von R? ist ihr Durchschnitt natiirlich gleich Uy NU, = {0}, v 2] X
und ihre Summe wie im Bild rechts dargestellt die (x;,x2)-
X1

Aber auch fiir beliebige Unterrdume von K" konnen wir ih-
ren Durchschnitt und ihre Summe mit unseren Methoden
aus Kapitel 14 konkret berechnen:

Ebene \
U, + U, =Lin(ey,e3). / C
U +U,

Algorithmus 15.13 (Berechnung von Durchschnitten und Summen in K”). Es seien U; und U,
zwei Unterrdume von K™, die wir nach Satz 15.9 als U; = Lin(xy,...,x;) und U, = Lin(yy,...,y;)
schreiben konnen. Die gewihlten Erzeuger miissen dabei im Folgenden nicht linear unabhingig sein.

(a) Die Vektoren im Schnitt U} N U, erhdlt man offensichtlich durch Gleichsetzen
Axy+ -+ X = — iy — - — Wy (D
der Elemente von U; und U,, und damit durch Auflésen des linearen Gleichungssystems
Axy - A+ iy -+ gy =0 2

(die Vorzeichen spielen hierbei keine Rolle, da mit y € U, auch —y € U, liegt, und sind
daher so gewihlt, dass sie sich im resultierenden Gleichungssystem wegheben). Die sich als
Losung ergebenden Werte fiir Ay, ..., 4, kénnen dann in die linke Seite von (1) eingesetzt
werden und liefern die gesuchten Vektoren im Schnitt.

Als konkretes Beispiel betrachten wir die Unterrdume

1 0 0 1
U; =Lin 0],(1 und U, =Lin 1],
0 1 2 3
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von R3. Der Ansatz (2) fiihrt zum folgenden Gleichungssystem in Ay, Az, L1, ta:

1 00 1\zmz2szz /1 00 1\z2zz022(1 00 1
01 1 1 — 01 1 1 — 01 0 -1
01 2 3 0 0 1 2 0O 0|1 2

Der Losungsraum dieses Gleichungssystems wird also (z. B. nach Bemerkung 14.26 (a)) von
(A1, A2, 11, ) = (1,—1,2,—1) erzeugt. Einsetzen von A; und A, (oder alternativ y; und pp)
in (1) zeigt also, dass U; N U, erzeugt wird von

1 0 1
AMxi+Axn=1-{0]-1-11]| =] -1
0 1 —1

(b) Sind die Unterrdume dagegen wie in Bemerkung 15.10 (c) als Kerne von Matrizen
U =KerAj ={x€K":Aj1x=0} und U, =Kerd, ={x€K":4x=0}

gegeben, so konnen wir ihren Durchschnitt offensichtlich sofort hinschreiben als

A
Ulﬂng{xeKm:Alx:Azx:O}:Ker(A] )
2

(c) Die Summe U; + U, ist nach Definition natiirlich gegeben durch die Linearkombinationen
aller Erzeuger zusammen; es gilt also

U+ Uy =Lin(x1,. .., X%, 1,---5Y1)-

Beachte dabei, dass die Vektoren xy, ..., x,y1,. ..,y nicht zusammen linear unabhingig sein
miissen — wenn linear unabhéngige Erzeuger gesucht sind, miissen wir hierauf noch das
Verfahren aus Bemerkung 15.10 (a) anwenden.

Aufgabe 15.14. Es seien U und U, Unterrdume eines K-Vektorraums V. Zeige, dass U UU, genau
dann ein Unterraum von V ist, wenn U; C U, oder U, C Uj.

Aufgabe 15.15. Es seien
U ={f: R=>R: f(—x) = f(x) fiir alle x € R}
und U, ={f: R—=>R: f(—x) = —f(x) fiir alle x € R}
in Abb(R,R) die Mengen aller sogenannten geraden bzw. ungeraden Funktionen. Man zeige:
(a) U, und U, sind Unterrdume von Abb(R,R).
(b) UyNU, = {0} und U; + U, = Abb(R,R).

15.C Lineare Abbildungen

Wie schon am Anfang des letzten Abschnitts angekiindigt, wollen wir uns nun mit Abbildungen
zwischen Vektorrdumen beschiftigen, die mit der Vektorraumstruktur vertraglich sind.

Definition 15.16 (Lineare Abbildungen bzw. Morphismen). Es seien V und W zwei Vektorrdaume
tiber demselben Grundkorper K. Man nennt eine Abbildung f: V — W eine lineare Abbildung
(oder Morphismus oder (Vektorraum-)Homomorphismus), wenn fiir alle x,y € V und A € K gilt,
dass
Fx+y)=7F(x)+f(y) (.f ist vertrdglich mit der Vektoraddition*)
und S(Ax)=Af(x) (.f ist vertriglich mit der Skalarmultiplikation®).
Die Menge aller solchen Morphismen mit Startraum V und Zielraum W wird mit Homg (V, W) be-
zeichnet (oder auch nur mit Hom(V, W), wenn der Grundkorper aus dem Zusammenhang klar ist).
X1 X1
Ist V = K", so schreiben wir statt f : der Einfachheit halber oft nur f
Xn Xn
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Bemerkung 15.17. Setzt man x = 0 und A = 0 in Definition 15.16 ein, so erhilt man sofort, dass
f(0) = 0 fiir jeden Morphismus f: V — W gilt. Fiir ein festes a € V\{0} ist also z. B. die Verschie-
beabbildung f: V — V, x+— x+a wegen f(0) = a # 0 nie ein Morphismus.

Beispiel 15.18.

(a) Fiir beliebige K-Vektorraume V und W ist die Nullabbildung f: V — W, x — 0 natiirlich
immer ein Morphismus.

(b) Fiir eine Matrix A € K™*" bezeichnen wir mit f4 die Abbildung
fa: K" x K™, x— Ax.
Sie ist ein Morphismus, denn fiir alle x,y € K" und A € K gilt
Jalx+y) =A(x+y) =Ax+Ay = fa(x)+ fa(y) und fy(Ax) =A(Ax) = A(Ax) = A fa(x)
(wie wir bereits in Bemerkung 13.13 festgestellt hatten).
Konkret erhalten wir z. B. fiir die Matrix
A= ((1) _Ol) € R>?  die lineare Abbildung f4: R* — R?, (2) — (;)IQ) .

Geometrisch beschreibt sie wie im Bild unten links eine Vierteldrehung um den Ursprung.
An den anderen beiden Bildern kann man die Morphismuseigenschaft auch gut anschaulich
ablesen: Im mittleren Bild ist z. B. das gepunktete Parallelogramm aus der Drehung des
gestrichelten entstanden, und der duflerste Punkt ergibt sich damit sowohl durch Addition der
Punkte f(x) und f(y) als auch durch Drehung von x+y, d. h. es ist f(x) + f(y) = f(x+ ).
Entsprechendes gilt fiir die Skalarmultiplikation im rechten Bild.

f(.{)/ J‘-.("(«)_Cﬂ) =f(x)+ () Fon) L are)

X1 X f(y) .---"""7 .f x) e

X1

Anschaulich ist damit auch schon erkennbar, dass Drehungen um andere Winkel (um den
Ursprung) ebenfalls Morphismen sein sollten. Wir werden solche allgemeinen Drehungen
spater in Beispiel ?? und Abschnitt ?? untersuchen.

(c) Die Abbildung
FRESR, <2> 13 +x,

ist nicht linear, denn es ist z. B.

1) erlo)=rer=2ro=r(o) =r((0) <o)

(d) Lemma 13.7 besagt genau, dass fiir alle m,n € N die Transposition von Matrizen
FrE™ " KA AT
eine lineare Abbildung ist.

(e) Es sei V. C Abb(R,IR) der Vektorraum aller reellen Polynomfunktionen aus Beispiel 15.8
(e). Wir betrachten die Abbildung f: V —V, ¢ — ¢, die jedem Polynom ¢: x— Y} _, agx*
seine Ableitung

(p/: X Zkakxkfl (%)
k=1

zuordnet.
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Wenn ihr die Ableitung bereits aus der Analysis kennt, wisst ihr aus den Regeln in Beispiel
?? 2?2 schon, dass die Ableitung eines Polynoms durch (x) gegeben ist, und dass f eine linea-
re Abbildung ist, da nach Satz ?? ?? und Beispiel ?? ?? fiir alle differenzierbaren Funktionen
o und y sowie A € R sowohl (¢ + w)" = ¢’ + ' als auch (L) = A ¢’ gilt.

Wenn ihr die Ableitung aus der Analysis noch nicht kennt, konnt ihr () fiir die Zwecke
der linearen Algebra einfach als Definition der Ableitung eines Polynoms ansehen. Man
rechnet dann schnell nach, dass f wirklich eine lineare Abbildung ist: Fiir zwei Polynome
@(x) = X1_oapx* und w(x) = Yi_,bix* (wobei n der groBere der beiden Grade ist, so dass
sowohl ¢ als auch y so geschrieben werden kénnen) sowie A € R ist

(@+w) (x Zk a +by)x Zkakxk 1+Zkbkxk L= ¢/ (x)+ v/ (x)
k=1
und Z (Aap)x*"1 =2 Z kax ' = Lo’ (x).
k=1 k=1

Sind der Startraum K" und der Zielraum K™ fiir gewisse m,n € N, so ist die Situation dhnlich wie
bei Unterrdaumen in Satz 15.9 wieder deutlich schoner: In diesem Fall wollen wir jetzt zeigen, dass
jeder Morphismus f: K™ — K" von der Form f4 wie in Beispiel 15.18 (b) ist — und zwar sogar mit
einer eindeutig bestimmten Matrix A € K"™*".

Satz und Definition 15.19 (Lineare Abbildungen K" — K™ und Abbildungsmatrizen). Zu jeder
linearen Abbildung f: K" — K™ gibt es genau eine Matrix A € K™*" mit

f(x)=Ax fiirallex € K",
néimlich A = (f(e1) | -+ | f(en)). Wir nennen sie die Abbildungsmatrix von f und bezeichnen sie
mit Af.

Beweis. Die geforderte Bedingung legt nach Beispiel 13.10 (d) fiir alle j = 1,...,n die j-te Spalte
von A fest zu Aej = f(e;). Damit ist A eindeutig bestimmt als (f(e;) | --- | f(en)). Da f linear
ist, folgt aus dieser Beziehung fiir die Einheitsvektoren aber auch fiir alle x € K" mit Koordinaten
Xly.-e3Xn

Fx) = f(xier+--+xnen) =x1f(e1) +- - +xuf(en) = x14e1 + - +xpAen = Ax. O
Wir wollen nun einige elementare Eigenschaften von Morphismen zeigen und beginnen damit, dass

Bilder und Urbilder (im Sinne von Definition 2.11) von Unterriumen unter Morphismen immer
wieder Unterrdume sind.

Lemma 15.20 (Bilder und Urbilder von Unterrdumen). Es sei f: V — W eine lineare Abbildung.
Dann gilt:
(a) Ist U ein Unterraum von'V, so ist f(U) ein Unterraum von W.

(b) Ist U ein Unterraum von W, so ist f’] (U) ein Unterraum von V.

Beweis. Wir miissen das Unterraumkriterium aus Satz 15.6 iiberpriifen.

(a) Wegen 0 € U ist nach Bemerkung 15.7 zunichst 0 = f(0) € f(U), also ist f(U) # 0. Wir
zeigen nun die Abgeschlossenheit von f(U) beziiglich der Vektoraddition. Es seien dazu
x,y € f(U),d.h. x= f(u) und y = f(v) fiir gewisse u,v € U. Dann ist auch u+v € U, und

damit folgt x+y = f(u) + f(v) = f(u+v) € f(U).
Genauso zeigt man die Abgeschlossenheit unter der Skalarmultiplikation.

(b) Wegen f(0) =0 € U ist zunichst einmal 0 € f~1(U),d. h.esist =1 (U) # 0. Wir zeigen jetzt
die Abgeschlossenheit von f~!(U) unter der Vektoraddition. Dazu seien x,y € £~ (U), d. h.
x,y € V mit f(x), f(y) € U. Dannist auch f(x+y) = f(x) + f(y) €U, alsox+y € f~1(U).

Analog ergibt sich die Abgeschlossenheit unter der Skalarmultiplikation. 0
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Die wichtigsten Spezialfille dieses Lemmas sind die folgenden, die wir im Zusammenhang mit
Matrizen schon kennengelernt hatten:

Definition 15.21 (Bild und Kern eines Morphismus). Es sei f: V — W ein lineare Abbildung von
K-Vektorraumen.

(a) Die Menge Im f := f(V) = {f(x) : x € V} heifit das Bild von f.
(b) Die Menge Ker f := f~1({0}) = {x € V : f(x) = 0} heiBt der Kern von f.
Nach Lemma 15.20 gilt offensichtlich Im f < W und Ker f < V.
Beispiel 15.22. Im Fall V = K" und W = K™ sind Bild und Kern eines Morphismus f: K" — K™

dasselbe wie Bild und Kern der zugehoérigen Abbildungsmatrix A := Ay aus Definition 15.19: Da f
von der Form f(x) = Ax ist, ist nach Definition 14.19

ImA={Ax:xe K"} ={f(x) :xe K"} =Imf
und KerA={xecK":Ax=0}={xcK": f(x) =0} =Kerf.

Offensichtlich ist eine lineare Abbildung f: V — W nach Definition genau dann surjektiv, wenn
Im f = W. Wir wollen jetzt ein analoges Kriterium auch fiir die Injektivitit zeigen.

Lemma 15.23. Eine lineare Abbildung f: V — W ist genau dann injektiv, wenn Ker f = {0}.

Beweis.

»=" Ist f injektiv, so hat der Nullvektor hichstens ein Urbild unter f. Wegen f(0) = 0 ist das
Urbild des Nullvektors also genau der Nullvektor, d. h. es ist Ker f = {0}.

<= Es sei Ker f = {0}. Weiterhin seien x,y € V mit f(x) = f(y). Wegen der Linearitit von f
gilt dann f(x—y) = f(x) — f(y) = 0, mit Ker f = {0} also x —y = 0. Damit folgt x =y, d. h.

f ist injektiv. O
Lemma 15.24 (Umkehrabbildungen und Verkettungen). Es sei f: V — W ein Morphismus von

K-Vektorrdumen. Dann gilt:

(a) Ist f bijektiv, so ist auch die Umkehrabbildung f~" ein Morphismus.

(b) Ist g: W — Z ein weiterer Morphismus von K-Vektorrdumen, so ist auch go f: V — Z ein
Morphismus.

Beweis.
(a) Esseienx,y € W; wir setzen u = f~!(x) und v = f~!(y), also x = f(u) und y = f(v). Dann
gilt
) =71 () + £(v)
=Y fu+v)) (f ist ein Morphismus)
=u+v f ~List Umkehrabbildung von f)
=W+
Analog zeigt man die Vertraglichkeit mit der Skalarmultiplikation.
(b) Fiir x,y € V gilt
g(f(x+y) =g(f(¥)+ F(+))  (f istein Morphismus)
=g(f(x)) +g(f(y)) (gistein Morphismus).
Genauso ergibt sich die Vertriglichkeit mit der Skalarmultiplikation. g

Im Fall von Vektorrdumen der Form K" lassen sich die Ergebnisse aus Lemma 15.23 und 15.24 wie
erwartet auch wieder in die Sprache der Matrizen iibersetzen:

Folgerung 15.25. Es seien f: K" — K™ ein Morphismus und A := Ay seine Abbildungsmatrix.
Dann gilt:
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(a) Die Abbildung f ist genau dann injektiv, wenn tkA = n.
Die Abbildung f ist genau dann surjektiv, wenn tkA = m.

Insbesondere ist f also genau dann bijektiv, wenn A quadratisch und invertierbar ist. In
diesem Fall ist die Umkehrabbildung f~' der Morphismus mit Abbildungsmatrix A~".

(b) Ist g: K™ — KP ein weiterer Morphismus, so ist
Agof =Ag Ay,
d. h. die Verkettung von Morphismen entspricht der Multiplikation der zugehorigen Abbil-
dungsmatrizen.
Beweis.

(a) Da f gegeben ist durch f(x) = Ax fiir alle x € K", ist dies genau die Aussage iiber die
universelle Losbarkeit des Gleichungssystems Ax = b aus Folgerung 14.28 bzw. Bemerkung
14.29.

(b) Mit B = A, gilt fiir alle x € K"
(gof)(x) = g(f(x)) = B(Ax) = (BA)x,
d.h. BA = A, - Ay ist die Abbildungsmatrix von go f. U

Aufgabe 15.26. Man zeige: Sind f,g: V — W zwei lineare Abbildungen, so gilt

(a) KerfNKerg C Ker(f+g);

(b) Im(f+¢g) CImf+Img.
Weiterhin gebe man in beiden Fillen ein Beispiel an, das zeigt, dass man im Allgemeinen nicht ,,C*
durch ,,=" ersetzen kann.
Aufgabe 15.27. Es sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen K-Vektorrdumen. Ferner sei U
ein Unterraum von V mit U NKer f = {0} und U +Ker f = V.
Zeige, dass die Abbildung f|y: U — Im f bijektiv ist.

Aufgabe 15.28. Fiir ein gegebenes n € N+ sei V < Abb(R,R) der Unterraum aller Polynomfunk-
tionen vom Grad kleiner als n. Zeige, dass die Abbildung

FiV=aRY o (0(1),...,00).

linear ist, und bestimme Kern und Bild von f.

Aufgabe 15.29. Es sei V ein R-Vektorraum. Eine lineare Abbildung f: V — V heiit Projektion,
wenn fof=f.
(a) Gib fiir den Fall V = R? ein Beispiel fiir eine Projektion an, bei der sowohl Ker f als auch
Im f nicht-triviale Unterrdume von V sind.
(b) Man zeige: Ist f: V — V eine Projektion, so gilt Ker f NIm f = {0} und Ker f + Im f = V.

(c) Es seien f,g: V — V zwei Projektionen. Beweise, dass f 4 g genau dann ebenfalls eine
Projektion ist, wenn Im f C Kerg und Img C Ker f.

Gilt diese Aussage auch fiir Vektorrdaume iiber einem beliebigen Korper?

Wie wir nun zum Abschluss dieses Kapitels noch sehen wollen, haben bijektive Morphismen wie in
Lemma 15.24 (a) in der Praxis eine besondere Bedeutung. Sie haben daher auch einen besonderen
Namen:

Definition 15.30 (Isomorphismen). Es seien V und W zwei K-Vektorrdume.

(a) Einen bijektiven Morphismus f: V — W (der nach Lemma 15.24 (a) also einen Umkehr-
morphismus f~!: W — V besitzt) bezeichnet man als (Vektorraum-)Isomorphismus.

(b) V und W heillen isomorph (in Zeichen: V = W), wenn es einen Isomorphismus f: V — W
zwischen ihnen gibt.
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Beispiel 15.31. Anschaulich bedeutet ein Isomorphismus f zwischen zwei Vektorrdaumen V und
W, dass diese beiden Rdume ,,als Vektorrdume ununterscheidbar* sind: Die Objekte in V und W
sind zwar unterschiedlich benannt, aber in allen Rechnungen kénnen wir jederzeit mit der bijektiven
Abbildung f bzw. der inversen Abbildung f~! zwischen den beiden Darstellungen in V und W hin-
und herwechseln, ohne das Endergebnis zu @ndern. Die folgenden Beispiele verdeutlichen dies.

()

(b)

(©

(d)

Der Unterraum

X1 X1
V=LA |xn|eR:ixi,neR}<R® istmit f:V >R | x H(X‘)
0 0 2

isomorph zu R?. In der Tat ist in diesem Beispiel offensichtlich, dass f linear und bijektiv
ist. Auch anschaulich ist in diesem Fall klar, dass V und R2 ,.im Prinzip ununterscheidbar*
sind, denn beide Ridume sind einfach die reelle Ebene — die im Fall von V lediglich als
Koordinatenebene in den R? eingebettet ist.

Fiir alle m,n € N ist der Raum K™*" aller m X n-Matrizen iiber K isomorph zu K"": Ein
Isomorphismus f: K™*" — K™ ist einfach dadurch gegeben, dass man die Eintrdge einer
Matrix von links oben nach rechts unten nun untereinander in einen Vektor in K" schreibt.
Auch hier ist klar, dass f linear und bijektiv ist, also dass die Anordnung der Zahlen — einmal
als rechteckiges Schema und einmal untereinander geschrieben — nichts an der Vektorraum-
struktur dndert, da Addition und Skalarmultiplikation in beiden Fillen einfach komponen-
tenweise ausgefiihrt werden. (Dass es in K™*" eine Matrixmultiplikation gibt, in K" jedoch
nicht, spielt hierbei keine Rolle, da dies nicht Teil der Vektorraumaxiome ist.)

Fiir den Vektorraum V aller reellen Polynome vom Grad hochstens 2 ist

ao
f:v —>R3, a0+a1x+a2x2 — | a1
a

ein Isomorphismus, d. h. es gilt V = R3. Auch hier ist wieder klar, dass f linear ist, und dass
der Vektor der Koeffizienten ag,a;,a> dieselben Informationen enthélt wie das Polynom
ap+ a1 x + axx? (siehe Bemerkung 3.22).

Fiir m,n € N mit m # n sind K™ und K" nicht isomorph, da es dann nach Folgerung 15.25
(a) keinen Isomorphismus von K™ nach K" gibt. So ist anschaulich gesprochen z. B. eine
Gerade K , etwas anderes* als eine Ebene K2. Diese Idee wird in ?? zum zentralen Konzept
der Dimension eines Vektorraums fiihren.

In der Tat hatten wir in Satz 15.19 noch einen weiteren Fall gesehen, in dem zwei Objekte ,,im Prinzip
dasselbe* waren, niamlich lineare Abbildungen von K" nach K und Matrizen in K”*". Auch diese
Aussage konnen wir jetzt wie folgt mit Isomorphismen exakt formulieren.

Lemma 15.32 (Hom(V, W) als Vektorraum). Es seien V und W zwei K-Vektorriume.

()

(b)

Beweis.

(a)

Hom(V,W) ist ein Unterraum von Abb(V,W) (und damit also selbst wieder ein K-Vektor-
raum).

Im FallV = K" und W = K™ mit m,n € N ist
K™ — Hom(K",K™), A fa
ein Isomorphismus mit Umkehrabbildung

Hom(K",K™) — K™ f s A

Natiirlich liegt die Nullabbildung in Hom(V,W). Zur Uberpriifung der Abgeschlossenheit
von Hom(V, W) beziiglich der Addition seien f,g € Hom(V,W), d.h. f und g seien lineare
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Abbildungen. Dann gilt fiir ihre Summe f + g fiirallex € Vund A € K
(Ff+e)x+y)=flx+y)+g(x+y) (Definition von f + g)
=f(x)+f(y)+gx)+g() (fund g sind linear)
=(f+g)x)+(f+g)(y)  (Definition von f+g)
sowie analog
(f +8)(Ax) = f(Ax) +g(Ax) = Af(x) +Ag(x) = A(f +8)(x).

Also ist dann auch f + g linear, d. h. es ist f 4+ ¢ € Hom(V,W). Analog iiberpriift man die
Abgeschlossenheit von Hom(V, W) beziiglich der Skalarmultiplikation.

(b) Die Abbildung K"™*" — Hom(K",K™), A — f ist linear, denn fiir alle A, B € K" sowie
x€K"und A €K gilt
Jai(x) = (A+B)x = Ax+Bx = fa(x) + f(x) und fr4(x) = (AA)x = A(Ax) = A fx(x),
und damit fa.p = fa + fp und fis4 = Afa. Die Bijektivitit dieser Abbildung haben wir
bereits in Satz 15.19 gesehen. U
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16. Basen und Dimension

Im letzten Kapitel haben wir viele Konzepte der allgemeinen Vektorraumtheorie eingefiihrt: Ne-
ben dem Vektorraumbegriff selbst haben wir Unterrdume sowie deren Durchschnitte und Summen
betrachtet, Morphismen mit ihrem Bild und Kern definiert, und dazu Umkehrmorphismen sowie Ver-
kettungen untersucht. Dabei haben wir immer wieder gesehen, dass die betrachteten Konstruktionen
im Fall von Vektorrdumen der Form K" fiir ein n € N auch ganz explizit beschrieben und berechnet
werden konnen.

Wir wollen nun sehen, wie wir diese Rechenmethoden auf einen beliebigen Vektorraum V {ibertragen
konnen. Die Idee dafiir ist, eine sogenannte Basis von V zu finden — dies sind (im Moment der
Einfachheit halber endlich viele) Vektoren xy,...,x, € V, so dass sich jedes x € V auf eindeutige Art
als Linearkombination
x=A1x; +- -+ A.x,

dieser ausgewihlten Vektoren mit geeigneten Skalaren Ay,...,A, € K schreiben lésst. Die A4,...,4,
lassen sich dann als ,,Koordinaten* von x beziiglich der Vektoren x1,...,x, auffassen. Da sie das
Element x € V eindeutig beschreiben und einen Vektor in K" bilden, ist die Abbildung V — K", die
jedem Vektor seine Koordinaten beziiglich xi, ..., x, zuordnet, ein Isomorphismus. Gemif} Beispiel
15.31 bedeutet dies dann, dass wir mit diesem Isomorphismus alle Rechenmethoden fiir K" auf V
tibertragen konnen.

16.A Linearkombinationen und Basen

Um die oben beschriebene Idee umzusetzen, miissen wir als Erstes den Begriff der Linearkombi-
nation, den wir in Definition 14.21 ja schon fiir Vektoren in K" eingefiihrt hatten, auf beliebige
Vektorrdume tibertragen. Dies funktioniert prinzipiell genau wie erwartet und hat auch die gleiche
anschauliche Bedeutung — allerdings miissen wir fiir den allgemeinen Fall auch unendliche Familien
von Vektoren zulassen, aus denen wir die Linearkombinationen bilden.

Definition 16.1 (Familien und Linearkombinationen). Es sei V ein K-Vektorraum.

(a) Eine Familie von Vektoren in V ist eine Indexmenge / zusammen mit einem Vektor x; € V fiir
alle i € I. Wir schreiben eine solche Familie als B = (x;);c; und nennen die x; ihre Elemente.
Ist die Indexmenge I endlich, so sprechen wir auch von einer endlichen Familie B, wihlen
als Indexmenge in der Regel I = {1,...,n}, und schreiben die Familie dann einfach als
B=(x1,...,%n).

(b) Es sei B = (x;);c; eine Familie von Vektoren in V. Eine Linearkombination der Vektoren
aus B ist ein Vektor der Form
Zlixi eV, ()
i€l
wobei A; € K fiir alle i € I gilt und nur endlich viele dieser A; ungleich O sind (so dass
der Ausdruck (x) nach Weglassen aller Summanden, die O sind, also in jedem Fall nur eine
endliche Summe ist). Im Fall der endlichen Indexmenge I = {1,...,n} schreibt man die
Linearkombination in der Regel als Y7 | A;x; oder Ajx + - - - + Apx;,.
Analog zur bisherigen Notation bezeichnen wir die Menge aller Linearkombinationen von
Vektoren aus B mit LinB.

Bemerkung 16.2.

(a) Beachte, dass eine Familie B = (x;);c; nicht das gleiche ist wie eine Menge {x; : i € I} von
Vektoren: Im Gegensatz zu einer Menge sind die gegebenen Vektoren in einer Familie den
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(b)

(©)

Elementen einer Indexmenge zugeordnet, haben also z. B. im Fall einer endlichen Familie
mit Indexmenge {1,...,n} eine festgelegte Reihenfolge xi,...,x,. Fiir die obige Definition
16.1 (b) ist dies noch nicht wichtig (wir hitten Lin B genauso gut auf die gleiche Art fiir
eine Menge B definieren konnen, und in der Tat wird das in der Literatur auch oft getan),
aber spiter werden wir die gegebene Reihenfolge der Vektoren zwingend benotigen, um die
Koordinaten eines Vektors den Elementen von B zuordnen zu konnen.

Im Folgenden werden wir uns in vielen Fillen nur mit endlichen Familien beschéftigen. In
diesem Fall ist die Bedingung in Definition 16.1 (b), dass nur endlich viele der Koeffizienten
A; ungleich 0 sein diirfen, natiirlich automatisch erfiillt und kann daher auch weggelassen
werden. Im Fall unendlicher Familien ist sie jedoch sehr wichtig, da der Ausdruck Y ;c; Aix;
sonst eine unendliche Summe wére und damit ohne Konvergenzbetrachtungen wie in Kapitel
?? (die nicht Gegenstand der linearen Algebra sind und in einem allgemeinen Korper auch
gar nicht definiert werden konnten) keinen Sinn ergeben wiirde.

Genau wie in Beispiel 15.8 (b) zeigt man wieder, dass LinB fiir jede Familie B in einem
Vektorraum V ein Unterraum ist. Wir nennen Lin B daher auch hier den von B erzeugten
oder aufgespannten Unterraum von V.

Beispiel 16.3.

()

(b)

Fiir Vektoren xp,...,x, in K™ mit m,n € N stimmt unsere neue Definition 16.1 (b) von
Lin(xp,...,x,) offensichtlich mit der alten aus Definition 14.21 (a) iiberein.
Im Vektorraum V = Abb(N,R) aller reellen Zahlenfolgen aus Beispiel 15.3 (d) betrachten

wir die Familie B = (¢;);en aller ,Einheitsfolgen” ¢; = (0,...,0,1,0,0,...), wobei die 1
jeweils an der Stelle i steht. Wegen der Endlichkeitsbedingung in Definition 16.1 (b) ist
Lin B dann nicht der gesamte Raum aller Folgen, sondern nur die Menge aller Folgen, bei
denen nur endlich viele Folgenglieder ungleich O sind.

Mit unseren Vorarbeiten konnen wir nun den Begriff der Basis eines Vektorraums definieren. Dazu
miissen wir auch den Begriff der linearen Unabhingigkeit aus Definition 14.21 (b) auf unsere neue
Situation erweitern, was wieder genau wie erwartet funktioniert.

Definition 16.4 (Basen von Vektorrdumen). Es sei B = (x;);c; eine Familie von Vektoren in einem
K-Vektorraum V.

(a)

(b)

©

Die Familie B heif3it ein Erzeugendensystem von V, wenn LinB =V gilt, d. h. wenn sich
jeder Vektor x € V als Linearkombination der Vektoren in B schreiben lésst.

Die Familie B heift linear abhiingig, wenn es eine Linearkombination };c; Aix; = O des
Nullvektors gibt, in der mindestens ein A; ungleich 0 ist (man nennt dies auch eine nicht-
triviale Linearkombination des Nullvektors).

Ist das Gegenteil der Fall, folgt aus der Linearkombination Y ;c; A;x; = 0 des Nullvektors mit
zunéchst beliebigen A; € K also bereits, dass alle A4; gleich 0 sein miissen, so heifit B linear
unabhéngig.

Die Familie B heift eine Basis von V, wenn B ein Erzeugendensystem von V und linear
unabhingig ist.

Beispiel 16.5.

(a)

(b)

Sind xi,...,x, in K™ linear unabhingig, so ist (xj,...,x,) nach Definition eine Basis von
Lin(xy,...,x,). In der Tat kénnen wir unsere Konvention in Bemerkung 15.10, dass wir unter
der ,,.Berechnung® eines Unterraums U < K die Angabe linear unabhéngiger xi, ... ,x, mit
U = Lin(xy,...,x,) verstehen wollen, jetzt so umformulieren, dass wir eine Basis von U
angeben wollen.

Nach (a) ist insbesondere (ey,...,e,) eine Basis von K" = Lin(ey,...,e,), da die Einheits-
vektoren nach Beispiel 14.22 (a) linear unabhéngig sind. Sie wird die Standardbasis von
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K" genannt und ist sicher die wichtigste und einfachste Basis von K" — aber bei weitem nicht
die einzige, wie wir gleich in Folgerung 16.6 sehen werden.

Als Spezialfall davon fiir n = 0 ist die leere Familie eine Basis des Nullvektorraums.

(¢) Im Vektorraum V < Abb(R,R) aller Polynomfunktionen aus Beispiel 15.8 (d) ist die Familie
B = (x')en aller Potenzfunktionen mit natiirlichen Exponenten eine Basis von V:

e B ist ein Erzeugendensystem, da jede Polynomfunktion nach Definition eine (endli-
che!) Linearkombination der Potenzfunktionen x' ist;

e Bist linear unabhiingig, da eine nicht-triviale Linearkombination der x' nach dem Ko-
effizientenvergleich aus Lemma 3.21 nie die Nullfunktion sein kann.

Genauso ist natiirlich (xo,xl7 ...,x") eine Basis des Vektorraums aller Polynomfunktionen
vom Grad hochstens n.

(d) Umformuliert bedeutet Beispiel 16.3 (b), dass die Einheitsfolgen ¢; = (0,...,0,1,0,0,...),
wobei die 1 an Position i steht, kein Erzeugendensystem des Folgenraums Abb(N, R) bilden.
Sie sind jedoch linear unabhéingig, denn ist Y ;cy Aie; = (0,0,0,...) (fiir eine gewisse Summe
mit nur endlich vielen A; # 0), so folgt durch Vergleich des i-ten Folgengliedes natiirlich
sofort A; = O fiir alle i.

Wie ihr sicher schon erwartet, konnen wir auch die in Definition 16.4 eingefiihrten Eigenschaften
im Fall von Familien im Vektorraum K" wieder ganz einfach explizit iiberpriifen — fiir die lineare
Unabhingigkeit hatten wir dies ja auch schon in Folgerung 14.30 (a) gesehen.

Folgerung 16.6 (Rangkriterium fiir Basen in K™). Es seien m,n € N und xi,...,x, € K"; wir
setzen A = (xy| -+ |x,) € K™*",

(a) Die Familie (xy,...,x,) ist genau dann linear unabhdingig, wenn rkA = n gilt.

(b) Die Familie (x1,...,x,) erzeugt genau dann K™, wenn rkA = m gilt.
Insbesondere ist (x,...,x,) also genau dann eine Basis von K™, wenn tkA = m = n ist.

Beweis.

(a) ist genau unser altes Rangkriterium aus Folgerung 14.30.

(b) Die Familie (xi,...,x,) erzeugt genau dann K, wenn ImA L@ Lin(xy,...,x,) = K™
ist, also wenn die Abbildung f4 surjektiv ist. Dies ist nach Folgerung 15.25 (a) genau fiir
rkA = m der Fall. 0

Bemerkung 16.7.
(a) Nach Folgerung 16.6 hat jede Basis von K™ genau m Elemente.

(b) Haben wir umgekehrt genau m Vektoren in K™, so besagt Folgerung 16.6 ebenfalls, dass
diese Vektoren schon eine Basis von K™ bilden, wenn wir sie nur als linear unabhingig
oder Erzeugendensystem voraussetzen. Dies halbiert also den Arbeitsaufwand, wenn wir
von gegebenen Vektoren in K™ iiberpriifen wollen, ob sie eine Basis bilden.

In der Tat kdnnen wir im Fall des Vektorraums K™ nicht nur zeigen, dass jede Basis genau m Ele-
mente hat, sondern auch Erzeugendensysteme mit mehr als m bzw. linear unabhiingige Familien mit
weniger als m Elementen konstruktiv zu einer Basis machen:

Folgerung 16.8 (Basisauswahl und Basisergéinzung in K™). Es sei (x,...,x,) eine Familie von n
Vektoren in K™.

(@) Ist (x1,...,x,) ein Erzeugendensystem von K™, so ist n > m, und man kann aus diesen Vek-
toren m Vektoren auswdhlen, die eine Basis von K™ bilden.

Mit anderen Worten ist eine Basis von K™ dasselbe wie ein minimales Erzeugendensystem
von K™ — also ein Erzeugendensystem, das sich nicht weiter verkleinern ldisst.
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(b) Ist (x1,...,x,) linear unabhiingig, so ist n < m, und man kann diese Vektoren mit geeigneten
Einheitsvektoren zu m Vektoren ergdnzen, die eine Basis von K™ bilden.

Mit anderen Worten ist eine Basis von K™ dasselbe wie eine maximale linear unabhingige
Familie in K™ — also eine linear unabhdngige Familie, die sich nicht weiter vergrof3ern ldisst.

Beweis.

(a) Mit dem Verfahren aus Folgerung 14.31 ?? konnen wir aus den gegebenen Vektoren line-
ar unabhéngige auswihlen, die ebenfalls K™ erzeugen, also eine Basis von K™ sind. Nach
Bemerkung 16.7 (a) miissen dies dann genau m Vektoren sein.

(b) Mit dem Algorithmus aus Folgerung ?? konnen wir die gegebenen Vektoren zu m linear
unabhingigen Vektoren erginzen, die nach Bemerkung 16.7 (b) dann eine Basis von K"
sein miissen. O

16.B Endlich erzeugte Vektorriume

Um Vektorrdume (wie in der Einleitung zu diesem Kapitel beschrieben) mit Hilfe von Basen unter-
suchen zu konnen, miissen wir uns jetzt natiirlich noch fragen, ob denn iiberhaupt jeder Vektorraum
eine Basis besitzt — aus den Vektorraumaxiomen ist das ja nicht offensichtlich. In der Tat ist das aber
so: Man kann beweisen, dass jeder beliebige Vektorraum eine Basis hat.

Wir wollen uns beim Beweis dieser Tatsache allerdings auf Vektorrdaume beschrinken, die von end-
lich vielen Elementen erzeugt werden konnen und dann auch eine endliche Basis besitzen (den
allgemeinen Beweis konnt ihr z. B. in [GK] Proposition I1.2.22 finden). Dies liegt zum einen daran,
dass der Beweis fiir Vektorrdume mit unendlichen Basen deutlich komplizierter und abstrakter ist.
Zum anderen — und das ist fast der wichtigere Grund — ist der Beweis im allgemeinen Fall nicht
konstruktiv und daher eigentlich nur von theoretischem Interesse. Betrachten wir z. B. noch einmal
den R-Vektorraum Abb(N,R) aller reellen Zahlenfolgen aus Beispiel 15.3 (d) und Beispiel 16.5 (d):
Wir werden in Beispiel 16.13 ?? sehen, dass dieser Vektorraum keine endliche Basis besitzt. Man
weill nun zwar aufgrund des oben angegebenen Satzes, dass dieser Folgenraum dennoch eine (un-
endliche) Basis hat, aber niemand kann eine solche Basis konkret angeben! Versucht doch einmal,
eine Basis zu finden — ihr werdet sehr schnell merken, dass das aussichtslos ist. Zur Erinnerung: Thr
miisstet dazu eine (unendliche) Familie von Folgen hinschreiben, so dass jede beliebige Folge auf
eindeutige Art eine endliche Linearkombination der Folgen ist, die ihr ausgewéhlt habt.

Formal bedeutet dies, dass wir uns in Zukunft in der Regel auf Vektorrdume mit der folgenden
Zusatzbedingung beschrinken wollen.

Definition 16.9 (Endlich erzeugte Vektorrdume). Ein K-Vektorraum V heif3it endlich erzeugt, wenn
er ein Erzeugendensystem aus endlich vielen Vektoren besitzt.

Analog zur Basisauswahl in Folgerung 16.8 (a) wiirde man nun sicher erwarten, dass man aus einem
solchen endlichen Erzeugendensystem eine Basis auswihlen und so insbesondere die Existenz einer
Basis zeigen kann. In der Tat werden wir dies nun beweisen — allerdings konnen wir dazu nicht unse-
ren alten Beweis verwenden, da er auf Rechnungen mit Matrizen beruht und damit nicht auf abstrakte
Vektorrdume iibertragbar ist. Stattdessen benutzen wir hier ein anderes (und ebenfalls konstruktives)
Verfahren zur Basisauswahl, das iterativ so lange Vektoren aus dem gegebenen Erzeugendensystem
streicht, bis eine Basis vorliegt.

Satz 16.10 (Existenz von Basen). Jeder endlich erzeugte Vektorraum hat eine endliche Basis.

Beweis. Es seiV ein endlich erzeugter Vektorraum, d. h. es existiert ein endliches Erzeugendensys-
tem B = (x1,...,x,) von V.

Ist B nun bereits linear unabhéngig, so sind wir natiirlich fertig. Andernfalls gibt es eine nicht-
triviale Linearkombination A;x; + --- 4+ A,x, = 0 des Nullvektors, d.h. es gibt ein i € {1,...,n}
mit A; # 0. Wir setzen nun B’ = (x1,...,%_1,Xi+1,.--,X;) und behaupten, dass B’ immer noch ein
Erzeugendensystem von V ist.
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In der Tat ist dies leicht einzusehen: Aus der Linearkombination des Nullvektors folgt wegen A; # 0

1 .
X = x . ( 711)(1 —ee— 7Li,1x,',1 77L,~+1x,-+1 —e— lnxn) S LinB'.
1
Damit enthilt der Unterraum Lin B alle Vektoren x1, .. .,x,, und somit auch alle Linearkombinatio-
nen davon, d. h. es ist bereits LinB’ = LinB=1V.

Ist B’ nun linear unabhiingig, so sind wir wieder fertig. Andernfalls wiederholen wir das obige Ver-
fahren so lange, bis die resultierende Familie linear unabhingig und damit eine Basis von V ist (dies
muss spatestens nach n Schritten passieren, da dann keine Vektoren mehr iibrig sind und die leere
Familie natiirlich linear unabhiingig ist). 0

Mit einer solchen Basis (x1,...,x,) eines Vektorraums V erhalten wir nun zu jedem x € V zugehorige
Koordinaten, die einen Isomorphismus von V nach K" liefern:

Konstruktion 16.11 (Koordinatenabbildungen). Es sei V ein Vektorraum mit einer gegebenen Basis
B = (xi,...,x,). Dann ist die Abbildung

M
f: K"V, = Aixy o Auxy
A

offensichtlich linear, und auB3erdem bijektiv:

e Sie ist surjektiv, weil B ein Erzeugendensystem von V ist; und

e sie ist nach Lemma 15.23 injektiv, da aus der linearen Unabhingigkeit von B folgt, dass
Ker f = {0} ist.

Jeder Vektor x € V ldsst sich also auf eindeutige Art als Linearkombination x = Ajx; + -+ + A,x,
schreiben. Wir nennen A,..., A, die Koordinaten von x beziiglich B, und die Umkehrabbildung
von f

A
q)BZV—)Kvn,}111)61‘|""“V‘)~n-xn’_> .
An
die Koordinatenabbildung zu B. Mit diesem Isomorphismus ®p ist also V = K".

Entscheidend ist dabei die Beobachtung, dass die Vektorraume K" fiir verschiedene n nach Beispiel
15.31 (d) ja nicht isomorph zueinander sind und die Zahl n in Konstruktion 16.11 damit durch
V schon eindeutig bestimmt ist. Dies fiihrt zum folgenden wichtigen Begriff der Dimension eines
Vektorraums.

Satz und Definition 16.12 (Dimension von Vektorrdumen). Alle Basen eines endlich erzeugten
Vektorraums V (sind endlich und) haben gleich viele Elemente. Man nennt diese Anzahl Elemente
die Dimension von 'V, und schreibt sie als dimg V oder einfach dimV.

Ist V nicht endlich erzeugt (und hat damit natiirlich auch keine endliche Basis), so schreiben wir
Jormal dimV = oo, Ein endlich erzeugter Vektorraum wird daher oft auch als endlich-dimensionaler
Vektorraum bezeichnet.

Beweis. Nach Satz 16.10 hat V eine endliche Basis B = (x1,...,x,); dies liefert nach Konstruktion
16.11 einen Isomorphismus ®p: V — K".

Es sei nun C eine weitere Basis von V. Wire C unendlich, so gibe es insbesondere n + 1 linear
unabhiingige Vektoren y,...,y,+1 € V, und damit eine Koordinatenabbildung ®¢: U — K"*! mit
U :=Lin(yi,...,yn+1) < V. Dann wiire aber die Abbildung f: K"*! — K", x+— ®p(P.' (x)) linear
und injektiv; ihre Abbildungsmatrix Ay € K"™"+1) hiitte also nach Folgerung 15.25 (a) den Rang
n+ 1 — was offensichtlich ein Widerspruch zu Bemerkung 14.9 (a) ist.
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Also ist C = (y1,...,ym) endlich, und liefert eine Koordinatenabbildung ®¢: V — K. Damit ist
aber dpo <I>El : K™ — K" ein Isomorphismus, was nach Beispiel 15.31 (d) nur fiir m = n moglich
ist. O

Beispiel 16.13.

(a) Da die Standardbasis von K" fiir ein n € N genau n Elemente hat, ist natiirlich dim K" = n.

(b) Nach Beispiel 16.5 (c) hat der Vektorraum V aller reellen Polynomfunktionen vom Grad

hochstens 7 eine Basis B = (x%,x!,...,x"). Es ist also dimV = n+ 1, und die zu B gehorige

Koordinatenabbildung ist
ao
@z Vo R g taix+- 4 apxt —
An
wie in Beispiel 15.31 (c).
(c) Es sei V = Abb(N,R) der Raum aller reellen Zahlenfolgen aus Beispiel 15.3 (d). Nach

Beispiel 16.5 (d) besitzt V eine unendliche linear unabhéngige Familie von Vektoren und
kann somit wie im Beweis von Satz 16.12 nicht endlich erzeugt sein. Es ist also dimV = oo,

Bemerkung 16.14 (Klassifikation endlich-dimensionaler Vektorrdume). Fassen wir die Ergebnisse
aus Satz 16.10, Konstruktion 16.11 und Satz 16.12 zusammen, so haben wir insgesamt gezeigt:

Jeder endlich erzeugte Vektorraum V ist (iiber die Koordinatenabbildung zu einer be-
liebigen Basis) isomorph zu K" fiir genau ein n € N, ndmlich fiir n = dimV.

Dies ist ein sehr wichtiges Resultat: Immer wenn man eine neue mathematische Struktur eingefiihrt
und ein paar Beispiele untersucht hat, wire es natiirlich wiinschenswert, wenn man vielleicht so-
gar eine vollstindige Liste aller Beispiele angeben konnte — in unserem Fall also eine vollstindige
Liste aller (endlich erzeugten) Vektorraume. Dabei soll ,,vollstindig® immer ,,vollstindig bis auf Iso-
morphie* bedeuten, da wir ja in Beispiel 15.31 schon gesehen haben, dass isomorphe Vektorrdaume
von ihrer Struktur her ohnehin ununterscheidbar sind, so dass es uns bei isomorphen Vektorraumen
natiirlich reichen sollte, wenn einer von ihnen in unserer Liste steht.

Bei vielen mathematischen Strukturen ist eine derartige Klassifikation schlichtweg aussichtslos, weil
es viel zu viele Beispiele gibt, die auch keinem ersichtlichen Schema folgen. Dies ist z. B. bei Grup-
pen (siehe Definition 3.1) der Fall — niemand kann eine vollstindige Liste aller Gruppen (bis auf
Isomorphie) angeben. Es ist eine Besonderheit der linearen Algebra, dass dies bei endlich erzeugten
Vektorrdumen anders ist: Wie wir jetzt gesehen haben, sind diese Vektorrdaume genau durch ihre
Dimension klassifiziert, d. h. zu jedem Korper K und jeder natiirlichen Zahl n € N gibt es bis auf
Isomorphie genau einen K-Vektorraum dieser Dimension, nimlich K”.

Auf diese Art sollten wir nun also alle unsere Ergebnisse und Rechenverfahren zum Vektorraum K"
auf einen beliebigen endlich erzeugten Vektorraum V iibertragen konnen, indem wir statt mit den
Elementen x € V mit den Koordinatenvektoren ®g(x) € K" zu einer beliebigen Basis B rechnen.
Dies werden wir im Rest dieses Kapitels ausfiihrlich tun.

Wir beginnen damit, dass Isomorphismen (wie z. B. Koordinatenabbildungen) wie erwartet alle in
diesem Kapitel eingefiihrten Begriffe erhalten.

Lemma 16.15. Es seien f: V — W ein Morphismus zwischen K-Vektorriumen, B = (x1,...,xy)
eine endliche Familie in V und f(B) := (f(x1),..., f(xn)) die zugehorige Familie der Bildvektoren
in W. Dann gilt:

(a) Ist f surjektiv und B ein Erzeugendensystem von'V, so ist f(B) ein Erzeugendensystem von
w.

(b) Ist f injektiv und B linear unabhiingig, so ist auch f(B) linear unabhiingig.
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Insbesondere erhalten Isomorphismen also Erzeugendensysteme, die lineare Unabhdngigkeit, und
damit auch Basen und die Dimension.

Beweis.

(a) Es sei y € W beliebig. Da f surjektiv ist, gibt es ein x € V mit f(x) =y, und weil B ein
Erzeugendensystem von V ist, kénnen wir x = Ajx| + - - - + A,x, fiir gewisse A1,...,4, € K
schreiben. Damit ist aber auch

y=fx)=f(hxi+-+Axn) = A f(x1) + -+ A f(x,)  €Linf(B).
Also ist Lin f(B) = W, d.h. f(B) ist ein Erzeugendensystem von W.
(b) Es seien Aj,...,A, € K mit Ay f(x1) + - + Anf (x) = 0, also (weil f ein Morphismus ist)
mit
f(/'L[xl + -4 lnx,,) =0.
Nach Voraussetzung ist f injektiv, d. h. es ist Ker f = {0} aufgrund von Lemma 15.23. Also

folgt bereits Ay x; + - - - + A,x, = 0 und damit auch A; = --- = A, = 0, da B linear unabhingig
ist. Die Familie f(B) ist somit linear unabhéngig. O

Beispiel 16.16 (Basen und Dimension von Matrixrdumen). Wir hatten in Beispiel 15.31 (b) schon
gesehen, dass der Matrixraum K”*" isomorph zu K" ist, indem man alle Eintriige der Matrix unter-
einander schreibt. Insbesondere ist also dim K" = mn. AuBerdem bilden die Matrizen, die beziig-
lich dieses Isomorphismus den Einheitsvektoren in K" entsprechen, nach Lemma 16.15 eine Basis
von K™*" —ndmlich die Matrizen, in denen jeweils ein Eintrag 1 ist und alle anderen 0. So ist z. B.

(b 0) (o) () 7))

Folgerung 16.17 (Dimension von Produkten). Sind V und W zwei endlich-dimensionale Vektorrdu-
me, so gilt

eine Basis von K22,

dim(V x W) = dimV +dimW.
Eine analoge Aussage gilt natiirlich auch fiir Produkte von mehr als zwei Vektorrdumen.

Beweis. Nach Bemerkung 16.14 gibt es Isomorphismen f: V — K" und g: W — K™ mit n = dimV
und m = dimW (nimlich Koordinatenabbildungen zu beliebigen Basen). Dann ist aber auch

VXW = K" x K" = K™ (x,x) — (f(x),8(x))

ein Isomorphismus (mit Umkehrabbildung (y,y’) +— (f~'(y),¢~'(»’))), und damit folgt aus Lemma
16.15

dim(V xW)=n+m=dimV +dimW. O
Folgerung 16.18 (Basisauswahl und Basisergiinzung). Es sei B eine Familie von n Vektoren in
einem endlich-dimensionalen Vektorraum V.

(a) Ist n =dimV und B ein Erzeugendensystem von 'V oder linear unabhdngig, so ist B bereits
eine Basis von'V.

(b) Ist B ein Erzeugendensystem von 'V, so ist n > dimV, und man kann aus B eine Basis von 'V
auswdhlen.

Mit anderen Worten ist eine Basis von V dasselbe wie ein minimales Erzeugendensystem
von'V.

(¢) Ist B linear unabhdngig, so ist n < dimV, und man kann B mit geeigneten Vektoren einer
fest gewdihlten Basis C zu einer Basis von 'V ergdnzen.

Mit anderen Worten ist eine Basis von V dasselbe wie eine maximale linear unabhingige
Familiein V.
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Beweis. Es seien m = dimV und C = (y1,...,yn) eine Basis von V. Alle Aussagen der Folgerung
ergeben sich direkt mit dem Isomorphismus ®¢: V — K™ aus den entsprechenden Aussagen fiir K™
in Bemerkung 16.7 (b) bzw. Folgerung 16.8.

Wir zeigen exemplarisch Teil (c): Es sei B = (xy,...,x,) linear unabhingig in V. Nach Lemma
16.15 (b) ist dann (Pc(x),...,Dc(x,)) linear unabhingig in K™. Nach Folgerung 16.8 (b) kon-
nen wir diese Vektoren nun mit geeigneten Einheitsvektoren ey, ,...,ex, , zu einer Basis von K™

ergéinzen. Anwenden von @, I auf diese Basis liefert dann wiederum nach Lemma 16.15 die Basis
(xl,...,x,,,CIDE1 (€k1)7~~~7¢61(€k,,,,,,)) = (X015 Xy iy s+ > Vi) VOR V. O

Folgerung 16.19. Es sei U ein Unterraum eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums V. Dann ist
auch U endlich-dimensional, und es ist dimU < dimV.

Gilt sogar dimU = dimV, soist U =V.

Beweis. Wir wihlen wieder einen beliebigen Isomorphismus f: V — K" mit n = dimV. Dann ist
f(U) nach Lemma 15.20 (a) ein Unterraum von K", also nach Satz 15.9 endlich erzeugt. Nach
Lemma 16.15 ist damit dann auch f~!(f(U)) = U endlich erzeugt.

Nach Folgerung 16.18 koénnen wir damit eine Basis von U zu einer von V erginzen. Damit folgt
sofort dimU < dimV, und im Fall der Gleichheit wird bei der Ergidnzung kein zusétzlicher Vektor
benotigt, so dass dann schon U =V ist. OJ

Mit diesen Ergebnissen kénnen wir nun schon viele Rechenmethoden von K" auf beliebige endlich-
dimensionale Vektorrdume tibertragen: z. B. die Bestimmung von Erzeugendensystemen und linea-
rer Unabhéngigkeit, die Basisauswahl und -ergidnzung, oder die Berechnung von Durchschnitten und
Summen von Unterrdaumen. Hier ist ein konkretes Beispiel dafiir:

Beispiel 16.20. Im Vektorraum V aller reellen Polynome vom Grad hochstens 2 seien
Uy =Lin(l,x+x*) und U, =Lin(x+2x* 1+x+3x%).

Um mit diesen Unterrdumen konkrete Berechnungen durchzufiihren, kénnen wir gemif3 Beispiel
16.13 (c) die Basis B = (1,x,x?) von V wihlen und die Koordinatenvektoren beziiglich B benutzen.
Konkret sind diese Koordinatenvektoren der oben gegebenen Polynome die Vektoren

1 0 0
p()=(0],®p(x+2xH)=|1],Ppx+2%)=[1],Pp(1+x+3%)= |1 (%)
0 1 2

in R3. Damit konnen wir z. B. berechnen:

(a) Da die ersten beiden Vektoren in (x) linear unabhéngig in R3 sind, sind 1 und x + x2 linear
unabhéngig in Uj, und damit eine Basis von Uj. Es ist also dimU; = 2. Analog sieht man
auch dimU, = 2.

(b) Da die ersten beiden Vektoren in () z. B. mit dem zweiten Einheitsvektor ¢, zu einer Basis
von R3 ergiinzt werden, ist (1,x+x% @5 (e2)) = (1,x+x%,x) eine Basis von V.

(c) Um eine Basis des Durchschnitts U; N U, zu bestimmen, berechnen wir zunzchst das Bild
dieses Durchschnitts unter ®p. Diese Rechnung haben wir schon in Algorithmus 15.13 (a)
durchgefiihrt: Es ist

1 0 0 1 1
&p(U)N®p(Uy)=Lin [ [0 ], 1 ||nLin{[1],[{1]]=Lin| —1 CR3.
0 1 2 3 —1

Anwenden von @El liefert also U; NU, = Lin(1 —x — xz); insbesondere hat U; N U, damit
die Dimension 1.
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16.C Lineare Abbildungen zwischen endlich erzeugten Vektorriaumen

Wir wollen nun lineare Abbildungen zwischen endlich erzeugten Vektorrdumen genauer untersu-
chen. Als Erstes tibertragen wir dazu die Definition des Rangs mit Hilfe von Bemerkung 16.13 (b)
von Matrizen auf Morphismen:

Definition 16.21 (Rang eines Morphismus). Fiir eine lineare Abbildung f: V — W zwischen zwei
Vektorrdaumen V und W heifit

tkf:=dimImf €NU{oo}
der Rang von f.

Analog zum vorherigen Abschnitt konnen wir solche linearen Abbildungen fiir endlich erzeugte
Vektorrdume V und W nun mit Hilfe von Koordinatenabbildungen auf lineare Abbildungen zwi-
schen K" und K™ mit n = dimV und m = dimW zuriickfithren: Wollen wir eine lineare Abbildung
f:V =W, x— f(x) beschreiben, so konnen wir stattdessen genauso gut Basen B und C von V
bzw. W wihlen und die zugehdrige lineare Abbildung K" — K™ betrachten, die den Koordinaten-
vektor ®p(x) auf ®¢c(f(x)) abbildet. Dieser Morphismus lisst sich dann genau wie bisher durch
Multiplikation mit einer Abbildungsmatrix erhalten.

Formal bedeutet dies einfach, dass wir Beispiel 15.18 (b) und den Satz 15.19 tiber Abbildungsmatri-
zen mehr oder weniger abschreiben konnen, wenn wir in den Matrixprodukten alle Vektoren (sowohl
im Start- als auch im Zielraum) durch ihre Koordinatenvektoren ersetzen. Dies wollen wir nun ma-
chen und den so erhaltenen Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen V — W und Matrizen
in K™*" genauer untersuchen.

Konstruktion 16.22. Es seien V und W zwei endlich-dimensionale Vektorriume mit n := dimV
und m := dimW. Ferner seien B und C fest gewihlte Basen von V bzw. W.
Zu jeder Matrix A € K™*" ist dann die Abbildung

PV W, x o7 (A Dp(x))
(also mit f(x) = ®;' (A~ Pp(x)), d.h. Dc(f(x)) = A - Pp(x) fiir alle x € V) als Verkettung linearer
Abbildungen offensichtlich linear.

Satz und Definition 16.23 (Lineare Abbildungen V — W und Abbildungsmatrizen). Es seien V
und W zwei endlich-dimensionale Vektorrdume mit n := dimV und m := dimW. Ferner wdihlen wir
Basen B = (x1,...,x,) und C = (y1,...,ym) von'V bzw. W.

Dann gibt es zu jeder linearen Abbildung f: V — W genau eine Matrix A € K™*" mit f = ff‘c wie
in Konstruktion 16.22, also mit
DPe(f(x)) =A-Dp(x) fiirallexeV,

nimlich A = (Dc(f(x1)) | -+ | Dc(f(xn))). Wir nennen sie die Abbildungsmatrix von f beziiglich
B und C und bezeichnen sie mit A?"C.

Beweis. Die geforderte Bedingung legt nach Beispiel 13.10 (d) fiir alle j = 1,...,n die j-te Spalte
von A fest zu

Aej = A Dp(xj) = Pc(f(x))).
Damit ist A eindeutig bestimmt als (Dc(f(x1)) | -+ | Dc(f(x,))). Da f linear ist, folgt aus dieser
Beziehung fiir die Einheitsvektoren aber auch fiir alle x = Ajx; + -+ -+ A,x, €V (mit A,..., 4, € K)
mit Koordinatenvektor @5 (x) = Aje; + -+ + Aney
Dc(f(x)) = Pe(f(Axr+ -4 Anxn)) = M Pe(f(x1)) + -+ + A Pc (f (xn))

=MAe; + -+ AAey, = A-Dp(x). O
Bemerkung 16.24. Es seien wieder V und W zwei endlich-dimensionale Vektorrdume der Dimen-
sionen n := dimV und m := dimW, sowie B und C Basen von V bzw. W.
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(@)

(b)

()

(d)

Ist bereits V = K" und W = K™, und sind B und C die Standardbasen dieser Vektorrdume, so
sind die Koordinatenabbildungen ®5 und ®¢ die Identitit auf V bzw. W. Satz 16.23 stimmt
dann also genau mit Satz 15.19 iiberein.

Wie in Lemma 15.32 (b) zeigt man, dass die Abbildung Hom(V,W) — K"™*"  f — A?’C

ein Isomorphismus (mit Umkehrabbildung K™*" — Hom(V,W), A ff’c) ist. Es ist also
dimHom(V,W) = dimK"™*" = mn = dimV - dimW.

Man kann sich die Satz 16.23 zugrunde liegende Idee auch an dem

rechts dargestellten Diagramm verdeutlichen: In der oberen Zeile ist v f W
eine lineare Abbildung f: V — W dargestellt. Mit Hilfe der vertikal ? ?
dargestellten Koordinatenabbildungen (die ja Isomorphismen sind, &g \430
was durch die Schlangen am Beginn der Pfeile angedeutet werden

soll) konnen wir daraus eine Abbildung g = $co fo CI>§1 von K" K"
nach K™ konstruieren, indem wir im Diagramm ,,den Umweg iiber f
nehmen®.

Dieser neue Morphismus g: K" — K™ ist nun genau die am Anfang dieses Abschnitts be-
schriebene Abbildung, die fiir alle x € V den Koordinatenvektor von x auf den von f(x)
abbildet. Wir kénnen sie mit einer gewohnlichen Abbildungsmatrix A im Sinne von Satz
15.19 beschreiben; es ist also

g(v)=Av, dh  Oc(f(@g'(v)) =Av firalleve K"
Mit der Substitution v = ®p(x) ist dies nun aber dquivalent zu
Dc(f(x)) =A-Pg(x) firallexeV,
also genau zu unserer Bedingung aus Satz 16.23.

In der Situation von (c) lassen sich das Bild und der Kern von f leicht aus Im g = ImA bzw.
Ker g = KerA berechnen und sind damit auch rechnerisch schnell aus der Abbildungsmatrix
A= A?’C zu bestimmen: Es ist

Imf=f(V) =o' (g(Pp(V))) = D¢ (s(K")) = ;' (Img)
und  Kerf=f"'({0}) =@, (g7 (@c({0}))) = ;' (g '({0})) = Pp' (Kerg).

Insbesondere ist damit rk f = dimIm f = dimImA OL® 4 A: Der Rang einer linearen Ab-

bildung f: V — W ist gleich dem Rang seiner Abbildungsmatrix beziiglich beliebiger Basen
von V und W. Auflerdem erhalten wir so aus Folgerung 15.25 die analoge Aussage fiir solche
linearen Abbildungen
fistsurjektiv & gistsurjektiv & rkA=m < rkf =dimW
und fistinjektiv & gistinjektiv & rkA=n & rkf=dimV.

Im Fall V = W ist f also genau dann surjektiv, wenn f injektiv ist.

Beispiel 16.25. Es sei V der Vektorraum aller reellen Polynome vom Grad hochstens 2 mit der
Basis B = (1,x,x?), und W der Vektorraum aller Polynome vom Grad hochstens 1 mit der Basis
C = (1,x) (siehe Beispiel 16.5 (c)). Wir betrachten wie in Beispiel 15.18 (e) die lineare Abbildung
f: V=W, ¢ ¢, die einem Polynom seine Ableitung zuordnet.

(a)

Um die Abbildungsmatrix A?’C zu bestimmen, miissen wir nach Definition 16.23 die Basis-
vektoren von B abbilden und als Linearkombinationen der Basiselemente von C schreiben:

F1)=1" =0 =0-1+40-x,
fx)=x =1 =1-1+0-x,
fA) =) =2x=0-1+2-x.
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Die Koeffizienten dieser Linearkombinationen bilden also die Koordinatenvektoren von
F(1), f(x) und f(x?); wir schreiben sie als Spalten in eine Matrix und erhalten

sc_(0 1 0
Ap = (O 0 2> ’

(b) Auch die umgekehrte Richtung, aus der Abbildungsmatrix die Abbildung zu rekonstruieren,
ist nicht weiter schwierig, wenn man sich daran erinnert, dass die Matrix immer nur Koordi-
natenvektoren sieht. Angenommen, wir wollen f(¢) fiir ¢ = 2x? 4 3x +4, also letztlich die
Ableitung ¢, nur aus der Kenntnis der Abbildungsmatrix A?‘C bestimmen. Dann brauchen

wir zundchst den Koordinatenvektor ®5(¢) und konnen diesen dann an die Abbildungsma-
trix multiplizieren: Wegen @ = 4-1+3-x+2-x ist

: o1 oy (* 3
®p(p)=| 3|, unddamit A?’C-CI)B((p) = (O 0 2) 3] = (4) .
2 2

Nach Satz 16.23 ist dies nun der Koordinatenvektor ®¢(f(¢)) des Bildes f(¢). Damit ist
f(@)=3-14+4-x=4x+3 (was in der Tat die Ableitung von ¢ ist).
(c) Der Kern der Abbildungsmatrix aus (a) ist offensichtlich KerA?’C = Lin(e;). Nach Bemer-

kung 16.24 (d) ist also Ker f = @' (Lin(e;)) = Lin(1) der Unterraum, der vom konstanten
Polynom 1 erzeugt wird, also genau der Unterraum aller konstanten Polynome. In der Tat
sind dies natiirlich auch genau die Polynome, deren Ableitung gleich O ist.

(d) Nach Bemerkung 16.24 (d) ist rk f = kAT = 2.

Nach Konstruktion hidngen unsere gerade eingefiihrten Abbildungsmatrizen A?‘C natiirlich von der
(letztlich willkiirlichen) Wahl der Basen B und C im Start- bzw. Zielraum der Abbildung f ab. Wir
wollen nun untersuchen, wie sich diese Abbildungsmatrizen dndern, wenn man zu anderen Basen
iibergeht. Dazu benétigen wir die sogenannten Basiswechselmatrizen, die letztlich ein Spezialfall
von Abbildungsmatrizen sind.

Definition 16.26 (Basiswechselmatrizen). Es seien B = (xi,...,x,) und B’ = (x},...,x],) zwei Basen
eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums V. Dann heiflit die Abbildungsmatrix der Identitét idy
beziiglich der Startbasis B’ und Zielbasis B, nach Definition 16.23 also

/ BB
APE =AY = (Pp(x) | - | Pp(xy)) € K™,
die Basiswechselmatrix von B’ nach B.
Bemerkung 16.27. Es seien B und B’ zwei Basen eines endlich-dimensionalen Vektorraums V.

(a) Offensichtlich ist stets A3 = E.

(b) Nach Satz 16.23 ist AB'B die eindeutig bestimmte Matrix mit ®p(x) = AB 8. dp (x) fiir alle
x € V. Die Basiswechselmatrix wandelt also einfach nur einen Koordinatenvektor beziiglich
B’ in einen beziiglich B um — was auch ihren Namen erklrt.

Beispiel 16.28. Wollen wir fiir die beiden Basen

o=((2)0) = (G)()

von R? die Basiswechselmatrix AB'B bestimmen, so miissen wir die beiden Basisvektoren von B’
nach Definition 16.26 als Linearkombination der Vektoren aus B schreiben: Es ist

- (5 ()
()0 ()0 (1)
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Die Koeffizienten dieser Linearkombinationen bilden wieder die Koordinatenvektoren beziiglich B,
wir schreiben sie also in die Spalten der gesuchten Matrix

B,,B_ 1 *1
w1 3)

Lemma 16.29. Es sei B = (xi,...,x,) eine Basis eines endlich erzeugten Vektorraums V. Dann gilt:
(a) Fiir jede weitere Basis B' von'V ist AB'B invertierbar mit (AB/’B)_1 = ABE
(b) Fiir jede invertierbare Matrix T € GL(n,K) gibt es eine Basis B von'V mit ABB T,
(¢) Fiir jede invertierbare Matrix T € GL(n,K) gibt es eine Basis B' von V mit ABB —T.

Beweis.

(a) Nach Bemerkung 16.27 (b) ist ®p(x) = A8 . dy(x) und Pp (x) = ABB' . Dp(x) fiir alle
x € V. Setzen wir dies ineinander ein, erhalten wir fiir alle x € V

Dp(x) = AP B AP . dy(x).

Wiederum nach Bemerkung 16.27 (b) ist AB"B . ABB" also die Basiswechselmatrix von B
nach B, d. h. nach Bemerkung 16.27 (a) gilt A8 ABB" — E und damit (A3"B)~! = ABF',

(b) Wir setzen xf = d>gl (Te;) furi=1,...,n. Da T invertierbar und CIZ'}E1 ein Isomorphismus ist,
istauch K" =V, x— ‘TIDI_,;1 (Tx) ein Isomorphismus, und bildet nach Lemma 16.15 damit die
Standardbasis (e, ..., e,) auf eine Basis B’ := (x},...,x},) von V ab.

Firi=1,...,nist die i-te Spalte der Basiswechselmatrix AB'B nun nach Definition
Dp(x}) = Pp(Py' (Ter)) = Tei,
also die i-te Spalte von T'. Damit ist wie gewiinscht AB"8 = T
(¢) Nach (b) gibt es eine Basis B’ mit A58 = T~!, nach (a) also mit AB® =T. O

Mit diesen Basiswechselmatrizen kénnen wir nun konkret angeben, wie sich Abbildungsmatrizen
bei einem Basiswechsel transformieren.

Satz 16.30 (Verhalten von Abbildungsmatrizen unter Basiswechsel). Es sei f: V — W ein Morphis-
mus zwischen endlich erzeugten Vektorrdumen mit gegebenen Basen B bzw. C.

(a) Sind B' und C' zwei weitere Basen von'V bzw. W, so gilt

A?’,C’ _ ACC. A?C- AB'B.

(b) Sind umgekehrt S € GL(m,K) und T € GL(n,K) zwei invertierbare Matrizen, so gibt es
Basen B' und C' von'V bzw. W, so dass A€ = S und AB'B = T, und damit

AP —5.ABC.T.
Beweis.
(a) Nach Definition 16.23 bzw. Bemerkung 16.27 (b) gilt

Do (y) =ACC . Dc(y) firalley € W,

Pe(f(x)) =ATC - Dp(x) fiirallexeV,

und Dp(x) =ABB . @y (x) furallexeV.

Setzen wir dies fiir y = f(x) ineinander ein, so erhalten wir

Do (f(x)) =ACC ABC.APE Dy (x) fiirallex eV,
und damit nach Satz 16.23 wie gewiinscht A?/’C, = ACC ~AJ€’C .AB'B

(b) Nach Lemma 16.29 (b) und (c) existieren Basen B’ und C’ mit ACC = Sund AB'B =T die
behauptete Formel fiir die Abbildungsmatrix ergibt sich dann aus (a). 0
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Bemerkung 16.31 (Normalform von Abbildungsmatrizen). Es seien V und W zwei endlich-dimen-
sionale Vektorrdaume mit n = dimV und m = dimW.

Nach Satz 16.30 (b) sind zwei Matrizen A,A’ € K"™*" genau dann eine Abbildungsmatrix fiir dieselbe
Abbildung f: V — W, nur beziiglich verschiedener Basen von V und W, wenn es S € GL(m, K) und
T € GL(n,K) gibt mit A’ = SAT — also genau dann, wenn A und A’ im Sinne von Definition 14.13
zueinander dquivalent sind.

Damit gibt es zum Normalformensatz 14.15 fiir Matrixdquivalenz auch eine Version fiir Morphis-
men: Zu jeder linearen Abbildung f: V — W gibt es Basen B und C von V bzw. W, so dass

A%C = (Jﬁ% 8 > €K™,

wobei nach Bemerkung 16.24 (d) dann r = rk f gilt. Analog zu Satz 14.15 nennt man dies auch die
Normalform der Abbildungsmatrix von f. Wenn es uns also gerade nicht wichtig ist, welche Basen
wir fiir V und W verwenden, konnen wir stets annehmen, dass die Abbildungsmatrix von f eine
solche Normalform hat.
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17. Quotientenriaume und Dimensionsformeln

Im letzten Kapitel haben wir den zentralen Begriff der Dimension eines Vektorraums eingefiihrt.
Fiir alle unsere bisherigen Konstruktionen von Vektorrdumen (z. B. als Durchschnitt oder Summe
von Unterrdumen, als Bild oder Kern einer linearen Abbildung) kennen wir dabei auch explizite
Verfahren, wie wir die zugehorigen Dimensionen berechnen konnen — zunéchst mit dem Gaul-
Algorithmus fiir Unterrdume von K", und dann iiber Basen bzw. Koordinatenabbildungen auch im
allgemeinen Fall.

Es gibt aber auch einige wichtige Beziehungen zwischen diesen Konstruktionen, die es oft ermogli-
chen, die Dimensionen von bestimmten Vektorrdumen auch ohne explizite Rechnung zu bestimmen
oder miteinander in Beziehung zu setzen. Wir wollen daher nun in diesem Kapitel noch einige wei-
tere niitzliche Konstruktionen und Resultate der Vektorraumtheorie behandeln, mit denen sich unter
anderem Dimensionen in vielen Fillen einfach ablesen lassen.

17.A Komplemente und Quotientenriume

Als Erstes wollen wir wie in Lemma 15.11 noch einmal die Konstruktion der Summe U; +---+ U,
von Unterrdumen Uy, ..., U, eines Vektorraums V betrachten.

Bemerkung 17.1 (Eindeutigkeit der Summendarstellung). Jeder Vek-
tor in einer Summe U; + --- + U, von Unterrdumen eines Vektor-
raums V lasst sich nach Definition als x| + - - - +x,, mit x; € U; fiir alle
i=1,...,nschreiben. Allerdings ist diese Darstellung im Allgemeinen
nicht eindeutig: Betrachten wir wie im Bild rechts die drei Ursprungs-

geraden
U

in R, so hat z. B. der Vektor

(i) :@+@+@=@+@+@ €U+ Ur+Us =R?

el €Uy €Uz el €U €Uz

X2

Ul X1

zwei verschiedene Darstellungen dieser Art. Ist die Darstellung jedoch immer eindeutig, so geben
wir dieser Situation einen besonderen Namen:

Definition 17.2 (Direkte Summe von Unterrdumen). Es seien Uy, ...,U, Untervektorrdume eines
K-Vektorraums V und U = U; + --- + U,. Hat jedes x € U eine eindeutige Darstellung der Form
xX=Xx1+--+x, mitx; € U; firallei = 1,...,n, so nennt man die Summe direkt. M6chte man dies
auch in der Notation andeuten, so schreibt man dafir U = U1 @ --- ® U,,.

Die Summe in Bemerkung 17.1 oben ist also nicht direkt — was natiirlich einfach daran liegt, dass
die drei aufspannenden Vektoren von Uj, U, und U; linear abhingig sind. In der Tat kann man
sich direkte Summen als eine Verallgemeinerung des Konzepts der linearen Unabhingigkeit auf
Unterrdaume vorstellen.

Lemma 17.3 (Dimension direkter Summen). Die Summe Uy + - - -+ U, von Unterriumen Uy, ..., U,
eines K-Vektorraums V ist genau dann direkt, wenn die Abbildung

Uy X xU, = Ui+ +Uy, (x1,...,%) = X1+ +x,
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ein Isomorphismus ist. Ist V endlich-dimensional, so gilt in diesem Fall also insbesondere

dim(U; ®---®U,) =dimU; +--- +dimU,.
Beweis. Es ist klar, dass die gegebene Abbildung in jedem Fall linear ist; auerdem ist sie nach
Definition der Summe U +- - - + U, stets surjektiv. Injektiv ist sie genau dann, wenn fiir alle x;,y; € U;

aus xj +---+x, =y; + -+ yy bereits (x1,...,x,) = (1,...,¥n), also x; = y; fiir alle i folgt. Dies
bedeutet nach Definition 17.2 aber genau, dass die Summe direkt ist.

Ist V dartiber hinaus endlich-dimensional, so gilt dies nach Folgerung 16.19 auch fiir die Unterrdume

Uj,...,U,. Da endlich erzeugte isomorphe Vektorrdume nach Lemma 16.15 die gleiche Dimension
haben, ergibt sich aus Folgerung 16.17 also
dim(U; & ---®U,) =dim(U; X --- x U,) =dimU; + - - - + dimU,,. O

Im Fall von nur zwei Unterraumen kann man besonders einfach feststellen, ob ihre Summe direkt
ist:

Lemma 17.4. Die Summe U, + Uy von zwei Unterrdumen U, und U, eines K-Vektorraums V ist
genau dann direkt, wenn Uy NU, = {0}.
Beweis. Nach Lemma 17.3 ist die Summe U; + U, genau dann direkt, wenn die Abbildung
U xUp = U+ Uy, (x1,x2) = X1 +x2
ein Isomorphismus ist. Wir hatten im Beweis dieses Lemmas aber auch schon gesehen, dass f stets

linear und surjektiv ist. Also ist die Summe U; 4 U, genau dann direkt, wenn f injektiv ist, d. h. nach
Lemma 15.23 genau dann, wenn Ker f = {(0,0)}. Nun ist aber

Ker f = {(x1,x) : x; € Uj,x2 € Up,x; +x, =0}
={(x1,—x1) :x; €Uy, —x; € U}
={(x1,—x1) :x; €U N1},
und damit ist wie behauptet genau dann Ker f = {(0,0)}, wenn U; NU, = {0}. O

Beispiel 17.5.

(a) Die Summe U; 4 U, der x;-Achse und der x;-Achse in R? in Beispiel 15.12 ist direkt, denn
in diesem Fall ist natiirlich U; N U, = {0}. In der Tat sieht man in diesem Beispiel auch
sofort, dass sich jeder Vektor in der x;-x,-Ebene U; + U, eindeutig als Summe von einem
Vektor in U; und einem in U, schreiben l4sst.

(b) Die Summe U; + U, + Us in Bemerkung 17.1 ist hingegen nicht direkt, wie wir dort bereits
gesehen hatten. Allerdings ist in diesem Fall trotzdem U; NU, N U3 = {0} — was zeigt, dass
sich die Aussage von Lemma 17.4 nicht genauso auf mehr als zwei Summanden iibertra-
gen lisst. Die zu Lemma 17.4 analoge Aussage fiir allgemeine Summen ist stattdessen die
folgende:

Aufgabe 17.6. Zeige, dass die folgenden Aussagen fiir Unterrdume Uy, .. ., U, eines K-Vektorraums
V 4quivalent sind:

@ U=U®--- DUy
b)) U=U+--+U,und UN(U +---+ Ui +Uip1 +---+ U,) = {0} firallei=1,...,n.

Einen besonderen Namen hat die Situation, wenn die Summe zweier Unterrdume direkt und gleich
dem gesamten Vektorraum ist.

Definition 17.7 (Komplemente). Es sei U ein Unterraum eines K-Vektorraums V. Ein Unterraum
U’ <V heiBt Komplement von U in V, wenn U @ U’ =V (nach Lemma 17.4 also U +U’ =V und
Unu’ ={0}) gilt.

Bemerkung 17.8 (Dimension von Komplementen). Nach Lemma 17.3 gilt fiir jedes Komplement
U’ eines Untervektorraums U in einem endlich-dimensionalen Vektorraum V die Dimensionsformel
dimU +dimU’ = dimV, also dimU’ = dimV —dimU.
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Beispiel 17.9 (Nichteindeutigkeit von Komplementen). Wie im Bild unten rechts seien U = Lin(x)
und U’ = Lin(y) zwei verschiedene Ursprungsgeraden in R%. Da x und y dann keine Vielfachen
voneinander sind, sind diese beiden Vektoren also linear unabhingig; nach Bemerkung 16.7 (b)
bilden sie daher eine Basis des zweidimensionalen Vektorraums R?.

Nach Algorithmus 15.13 (c) ist damit U + U’ = Lin(x,y) = R?, auBerdem t
gilt offensichtlich U NU’ = {0}. Also ist U’ ein Komplement von U.

Da es zu einer gegebenen Ursprungsgeraden U in R? aber natiirlich un-
endlich viele Geraden U’ # U gibt, folgt daraus insbesondere, dass Kom-
plemente von Unterrdumen in der Regel nicht eindeutig sind. Wir wollen
nun aber sehen, dass Komplemente zumindest im endlich-dimensionalen U’
Fall stets existieren: R?

Satz 17.10 (Existenz von Komplementen). Jeder Unterraum U eines endlich-dimensionalen K-Vek-
torraums V besitzt ein Komplement.

Beweis. Nach Folgerung 16.19 ist U endlich erzeugt, hat also nach Satz 16.10 eine Basis (x1,...,x,).
Wir ergénzen sie gemifl Folgerung 16.18 (c) zu einer Basis (x1, ..., X4, Y1, .., ¥m) von V und behaup-
ten, dass U’ := Lin(y1,...,yn) dann ein Komplement von U ist.

e Esist offensichtlich U + U’ =V, denn nach Algorithmus 15.13 (c) ist
U+U'=Lin(xy,...,x,) +Lin(y1,...,ym) = Lin(x1,..., %0, V15, ym) = V.

e Esist UNU’' = {0}: Fiir x e UNU’, also x = A1x1 + -+ + Ay = Wy1 + -+ + oy fidr
gewisse Aq,..., Ay, li,. .., Wy € K, erhalten wir durch Subtraktion

Ozx_xza'lxl +"'+}Lnxn_u1y1 — = UmYm-
Da die Familie (xi,...,%n,¥1,...,Ym) linear unabhingig ist, ist dies aber nur moglich fiir
M=-=X=U == W, =0,also firx=0.
Also ist U’ ein Komplement von U in V. g

Bemerkung 17.11 (Berechnung von Komplementen). Beachte, dass der Beweis von Satz 17.10
konstruktiv ist, d.h. auch die konkrete Berechnung eines Komplements erméglicht: Mochte man
ein Komplement U’ zu einem Unterraum U eines endlich-dimensionalen Vektorraums V' berech-
nen, muss man nur eine Basis von U zu einer Basis von V ergénzen; die dafiir hinzu genommenen
Vektoren bilden dann eine Basis eines Komplements U’.

So haben wir z. B. in Beispiel 16.20 (b) im Raum V aller Polynome vom Grad hochstens 2 die Basis
(1,x+4x%) von U := Lin(1,x+x*) mit dem Polynom x> zu einer Basis (1,x+x%,x?) von V erginzt;
dementsprechend ist U’ := Lin(x?) ein Komplement von U in V.

Komplemente von Unterrdumen sind in der Praxis sehr niitzlich und haben auch eine einfache an-
schauliche Deutung: Ist U’ ein Komplement eines Unterraums U in einem Vektorraum V, so lésst
sich ja jeder Vektor aus V nach Definition 17.7 eindeutig als Summe aus einem Vektor in U und ei-
nem ,,Restvektor in U’ schreiben. Wir kénnen uns U’ also in gewissem Sinne als einen Unterraum
vorstellen, der diese ,,Restteile von Vektoren in V misst, wenn man ihren Anteil in U heraus nimmt.
Unschon ist an dieser Konstruktion allerdings, dass ein Komplement nach Beispiel 17.9 nicht ein-
deutig bestimmt und damit ein recht unnatiirliches Objekt ist. Was im obigen Sinne der Restteil eines
Vektors in V nach Herausnehmen des Anteils in U ist, ldsst sich also nicht beantworten, solange man
nicht eine (letztlich willkiirliche) Wahl eines Komplements von U in V getroffen hat.

Wir wollen nun eine deutlich schonere Konstruktion einfiihren, die solche Restteile auch ohne will-
kiirliche Wahlen messen kann. Der Preis dafiir ist, dass der Vektorraum, der diese Restteile auf ganz
natiirliche Art beschreibt, kein Unterraum von V mehr ist, sondern ein sogenannter Quotientenraum:
ein Raum von Aquivalenzklassen von Vektoren in V wie in Abschnitt 2.B, wobei wir zwei Vektoren
in V miteinander identifizieren wollen, wenn sie sich um ein Element von U voneinander unterschei-
den. Diejenigen von euch, die auch die Vorlesung ,,Algebraische Strukturen‘ besuchen, kennen diese
Idee vielleicht bereits von den Faktorgruppen [G, Kapitel 6].
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Lemma und Definition 17.12. Es seien V ein K-Vektorraum und
U <V ein fest gewdhlter Unterraum. Dann ist durch

)
=
I
=
+
-

x~y & x—yeU fiir alle x,y €V

eine Aquivalenzrelation auf V definiert. Fiir die Aquivalenzklasse ei-
nes Vektors x € V beziiglich dieser Relation gilt

X=x+U:={x+u:ueclU}.

=

Man nennt diese Menge (wie im Bild rechts) einen affinen bzw. ver-
schobenen Unterraum mit Aufpunkt x.

Die Menge V| ~ aller Aquivalenzklassen beziiglich dieser Relation
bezeichnet man mit V /U.

Beweis. Wir zeigen zuniichst, dass die gegebene Relation eine Aquivalenzrelation wie in Definition
2.27 ist.

Reflexivitit: Fiir alle x € V gilt x —x = 0 € U nach Bemerkung 15.7, und damit x ~ x.

Symmetrie: Es seien x,y € V mit x ~ y, also x —y € U. Dann ist nach Definition 15.5 (a) auch
(—1)(x—y) =y—x €U, und damit y ~ x.

Transitivitdt: Sind x,y,z € V mitx ~yund y ~ z, alsox—y € U und y —z € U, so ist nach Definition
15.5 (a) auch (x—y) + (y —z) =x—z € U, und damit x ~ z.

Also ist ~ eine Aquivalenzrelation. Fiir die Klasse X eines Vektors x gilt nun nach Definition 2.27
(©
x={yeV:iy—xeU}={yeV:y—x=ufireinucU}={x+u:ucU}. O

Bemerkung 17.13 (Anschauliche Deutung von V /U). Die geo-
metrische Bedeutung des Raumes V /U ldsst sich am besten wie

=l
I
<l

im Bild rechts erldutern, in dem V = R? und U = Lin (}) ist.
X

Dort scheint die Sonne mit parallelen (hell eingezeichneten) Strah-

len in Richtung von U und wirft dabei von jedem Punkt in V einen
Schatten auf den Boden. In diesem Bild ist die Klasse X € V /U ei- y
nes Punktes x € V gerade der Sonnenstrahl durch x. Zwei Punkte in

V bestimmen also genau dann den gleichen Punkt in V /U, wenn _
sie auf dem gleichen Sonnenstrahl liegen, d. h. denselben Schat-

tenpunkt auf dem Boden werfen. Im Bild rechts ist also X =y # Z. Schattenpunkt von x und y

[ ]
o Z

In diesem Sinne kann man sich V /U damit als eine ,,Schattenwelt* von V vorstellen, die zwar jeden
Punkt von V sieht, aber nur mit einem Teil seiner Informationen: Der ,,Abstand zur Sonne‘ eines
Punktes in V ist anhand des Schattenbildes nicht mehr zu rekonstruieren. Fiir einen Vektor x € V
nimmt die Klasse X also wie beabsichtigt ,,den Anteil in U heraus®.

Bemerkung 17.14. Fiir zwei Vektoren x,y € V gilt nach Satz 2.29 (a) genau dann X =y in V /U,
wenn x ~ y ist. Wir sehen mit Definition 17.12 also fiir alle x,y € V in V /U:

x—yeU,

y
insbesondere also x=0 xeU.

Mit diesen Rechenregeln kann man Gleichungen zwischen Aquivalenzklassen in V /U immer auf
Aussagen iiber die Représentanten in V zuriickfiihren. So ist in der Situation von Bemerkung 17.13

beispielsweise
3 6 . 3 6 -3
(5)= () v (5)-(0)-(5) =
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Allerdings fehlt uns noch ein letzter Schritt: Bisher ist der Raum V /U nur eine Menge ohne weitere
Struktur. Um ihn im Rahmen der linearen Algebra untersuchen zu koénnen, miissen wir ihn selbst
wieder zu einem Vektorraum machen, also auf ihm eine Vektoraddition und Skalarmultiplikation
definieren und zeigen, dass damit dann die Vektorraumeigenschaften fiir V /U gelten.

Die Idee hierfiir ist sehr einfach und im Bild rechts dargestellt: 5
Wollen wir die verschobenen Unterrdume X und y in V /U ad- VY
dieren, so addieren wir einfach wie im oberen Teil des Bildes \ Y
die Aufpunkte x und y und verwenden den so erhaltenen Punkt o
x+y als Aufpunkt fiir die Summe, d. h. wir setzen X -7 XYy
I+y =Xy (+) B

. -

2 -

/
X

Allerdings miissen wir dabei etwas aufpassen: Wir hitten fiir ..
dieselben verschobenen Unterrdume statt x und y ja auch wie im R
unteren Teil des Bildes genauso gut andere Aufpunkte x’ bzw. y’ Vo gx +y
wihlen konnen und hitten dann als Ergebnis den verschobenen
Unterraum x’ + y’ erhalten!

~— .\'/ Jr \./

Damit die Vorschrift (x) wirklich widerspruchsfrei eine Verkniipfung auf V /U definiert, miissen
wir also tiberpriifen, dass der verschobene Unterraum x’ +y’ derselbe ist wie x+y, d.h. dass das
Endergebnis nicht von der Wahl der Aufpunkte abhingt. Man sagt dazu auch, dass wir die Wohl-
definiertheit von (x) iiberpriifen miissen. Eine solche Uberpriifung ist immer dann nétig, wenn wir
eine Funktion auf einer Menge von Aquivalenzklassen (hier: V /U) definieren wollen und bei der
Konstruktion die Wahl eines Reprisentanten einer Aquivalenzklasse (hier: eines Aufpunkts eines
verschobenen Unterraums) verwenden. Die allgemeine Situation ist die folgende:

Notation 17.15 (Wohldefiniertheit). Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M. Mochte
man auf der Menge M/~ der Aquivalenzklassen eine Abbildung in eine andere Menge N definieren,
so ist die Idee hierfiir in der Regel, dass man eine Abbildung g: M — N wihlt und dann

fiM/~—=N, f(x):=g(x) ()
setzt. Man mochte das Bild einer Aquivalenzklasse unter f also dadurch definieren, dass man einen
Reprisentanten dieser Klasse wihlt und diesen dann mit g abbildet. Damit dies nun f widerspruchs-
frei definiert, brauchen wir offensichtlich, dass das Ergebnis dieser Vorschrift nicht von der Wahl des

Reprisentanten abhiingt: Sind x,y € M 4dquivalent zueinander, sind sie also Représentanten derselben
Aquivalenzklasse, so muss g(x) = g(y) gelten. Mit anderen Worten bendtigen wir

g(x)=g(y) firallex,y M mitx =75,

damit die Definition (x) widerspruchsfrei ist. Statt ,,widerspruchsfrei* sagt man in diesem Fall wie
oben schon erwihnt in der Regel, dass f durch die Vorschrift (x) wohldefiniert ist. Die Wohldefi-
niertheit einer Funktion muss man also immer dann nachpriifen, wenn der Startraum der Funktion
eine Menge von Aquivalenzklassen ist und die Funktionsvorschrift Reprisentanten dieser Klassen
benutzt. Oder noch etwas allgemeiner: Wenn eine Funktionsvorschrift an irgendeiner Stelle eine
Wahl beinhaltet, muss man sich vergewissern, dass der letztliche Funktionswert von dieser Wahl
unabhéngig ist.

Nach diesen Vorbemerkungen kénnen wir die Menge V /U nun wie angekiindigt zu einem Vektor-
raum machen:

Satz und Definition 17.16 (Quotientenrdume). Es sei U ein Unterraum eines K-Vektorraums V.
Dann sind die Verkniipfungen

X+y:=x+y und A-Xi=Ax fiirx,yeVund A €K
auf 'V /U wohldefiniert und machen V /U zu einem K-Vektorraum. Man nennt ihn den Quotienten-
raum bzw. Faktorraum von'V nach U.

Man spricht V /U auch als ,,V modulo U “ und nennt X € V /U fiir ein x € V die Restklasse von V
modulo U.
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Beweis. Wir zeigen zunichst die Wohldefiniertheit der Addition: Sind x,x’,y,y’ € V mit ¥ = x’ und
y =Y, so bedeutet dies nach Bemerkung 17.14 genaux —x’ € U und y —y' € U. Nach Definition 15.5
(a) ist dann aber auch (x+y) — (¥ +)) = (x—x') + (y— ') € U — was wiederum nach Bemerkung
17.14 genau x +y = x’ + ' bedeutet. Also ist die Addition auf V /U wohldefiniert.

Genauso zeigt man die Wohldefiniertheit der Skalarmultiplikation: Sind A € K und x,x¥ € V mit
X =x, also x—x' € U, so ist nach Definition 15.5 (a) auch Ax — Ax' = A(x —x’) € U und damit
Ax=Ax.

Die Vektorraumaxiome fiir V /U ergeben sich nun unmittelbar aus denen von V. So erhilt man z. B.
die Assoziativitdt der Vektoraddition durch die einfache Rechnung

(xX+y)+z=xFy+z=(x+y)+z=x+(+2) =3+y+z=%+ (¥+2)
fir alle x,y,z € V, wobei die mittlere Gleichheit die Assoziativitidt in V ist und sich die anderen
Gleichungen aus der Definition der Addition in V /U ergeben. Die iibrigen Eigenschaften iiberpriift

man genauso; der Nullvektor in V /U ist die Klasse 0 des Nullvektors in V bzw. der unverschobene
Unterraum U, das additive Inverse eines Elements X € V /U ist —x. O

Aufgrund der anschaulichen Deutung von Komplementen und Quotientenrdumen sollte es nicht ver-
wundern, dass wir nun zeigen konnen, dass diese beiden Konzepte letztlich das gleiche beschreiben,
also als Vektorrdume isomorph zueinander sind. Wie oben schon erwihnt ist der Vorteil des Kom-
plements lediglich, dass es als Unterraum des urspriinglichen Vektorraums anschaulich leichter zu
verstehen ist; der Vorteil des Quotientenraums ist dagegen, dass er ohne willkiirliche Wahlen kon-
struiert werden kann und damit aus mathematischer Sicht das natiirlichere Objekt ist.

Satz 17.17 (Dimension von Quotientenrdumen). Es seien U ein Untervektorraum eines K-Vektor-
raums V und U’ ein Komplement von U. Dann ist die Abbildung

f:U =V/U x—%
ein Isomorphismus.

Ist V zusdtzlich endlich-dimensional, so gilt also insbesondere dimV /U = dimV —dimU.
Beweis. Um zu zeigen, dass f ein Isomorphismus ist, miissen wir die folgenden Dinge iiberpriifen:
e f ist eine lineare Abbildung, denn fiir alle x,y € U’ ist

fty) =x+y=x+y=f(x)+f(),
und eine analoge Aussage gilt natiirlich fiir die Skalarmultiplikation.

e fist injektiv: Es sei x € U’ mit f(x) =X = 0, also x € U nach Bemerkung 17.14. Dann ist
aber x € UNU’ = {0}. Damit ist f nach Lemma 15.23 injektiv.

o fistsurjektiv: Es seix € V /U beliebig, alsox € V. Wegen V = U + U’ kénnen wir x = x| +x;
mit x; € U und x, € U’ schreiben. Dann liegt x; in der Definitionsmenge U’ von f, und es
gilt f(x2) =¥ =X nach Bemerkung 17.14, dax—x; = x; € U. Also ist f surjektiv.

Die Zusatzaussage folgt nun sofort daraus, dass das Komplement U’ nach Bemerkung 17.8 die Di-
mension dimV —dimU hat. 0

Bemerkung 17.18. Das Bild rechts illustriert in der Situation von
Bemerkung 17.13 noch einmal, dass der Morphismus f aus Satz
17.17 bijektiv ist: Die Bodenlinie U’ ist nach Beispiel 17.9 ein
Komplement der Richtung U der Sonnenstrahlen. Die Abbildung
f ordnet nun jedem Punkt x € U’ auf dem Boden den Sonnen- U,
strahl X € V /U durch diesen Punkt zu, und liefert offensichtlich
eine Bijektion zwischen den Bodenpunkten und der Menge der
Sonnenstrahlen. Wenn wir in Bemerkung 17.13 gesagt haben,
dass V/U die ,,Schattenwelt“ auf dem Boden ist, haben wir dabei
also schon den Isomorphismus zwischen dem eigentlichen Quo-
tientenraum V /U und dem Boden U’ verwendet.
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Bemerkung 17.19 (Basen von Quotientenrdumen). Nach Satz 17.17 (und Lemma 16.15) erhalten
wir eine Basis des Quotientenraums V /U, indem wir eine Basis eines Komplements von U wihlen
und die Restklassen dieser Vektoren in V /U nehmen. Kombinieren wir dies mit dem Verfahren
aus Bemerkung 17.11, so bedeutet dies: Wir kénnen eine Basis von V /U konstruieren, indem wir
eine Basis von U zu einer Basis von V ergénzen und dann die Restklassen der hinzu genommenen
Vektoren wihlen. Im Beispiel von Bemerkung 17.11 ist also z. B. (xz) eine Basis von V /U.

17.B Isomorphiesitze und Dimensionsformeln

Als Anwendung der Quotientenrdume werden wir nun einige niitzliche Isomorphismen zwischen
unseren bisherigen Konstruktionen herleiten, aus denen dann weitere wichtige Dimensionsformeln
folgen. Als Erstes wollen wir dazu den sogenannten Homomorphiesatz beweisen, der aus jeder linea-
ren Abbildung f: V — W ,einen Isomorphismus machen kann®. Die Idee hierfiir ist sehr einfach:
Natiirlich kann man f zunéchst einmal surjektiv machen, indem man den Zielraum W durch den
Unterraum Im f ersetzt. Um f auch noch injektiv zu machen, also gemifl Lemma 15.23 den Kern zu
{0} zu machen, konnen wir einfach den Startraum V durch den Quotientenraum V /Ker f ersetzen:
Auf diese Art werden alle Elemente des Kerns von f miteinander identifiziert, so dass der Kern der
neuen Abbildung auf dem Quotientenraum nur noch aus dem einen Element 0 = Ker f besteht.

Satz 17.20 (Homomorphiesatz). Fiir jede lineare Abbildung f: V — W ist die Abbildung
g:V/Kerf —Imf, x— f(x)

(wohldefiniert und) ein Isomorphismus.

Beweis. Wir miissen einige Dinge tiberpriifen:

e Die Abbildung g ist wohldefiniert: Sind x,y € V mitx =7y, also x—y € Ker f nach Bemerkung
17.14, soist f(x—y) = f(x) — f(y) = 0 und damit f(x) = f(y).
e Die Abbildung g ist linear: Fiir x,y € V gilt

g(x+y) =glx+y) =flx+y) = F() + () = g(x) +8(3):;
analog folgt auch die Vertriglichkeit mit der Skalarmultiplikation.

e Die Abbildung g ist surjektiv: Dies ist klar nach Definition von Im f, denn jedes Element in
Im f ist ja von der Form f(x) = g(%) fireinx € V.

e Die Abbildung g ist injektiv: Nach Lemma 15.23 geniigt es dafiir zu zeigen, dass Ker g = {0}.
Es sei also x € V mit g(x) = 0. Dann ist f(x) = 0, also x € Ker f und damitx =0 € V /Ker f
nach Bemerkung 17.14. g

Beispiel 17.21 (Anschauliche Deutung des Homomorphiesatzes). Als anschauliches Beispiel fiir
den Homomorphiesatz konnen wir noch einmal die ,,Schattenwelt aus Bemerkung 17.13 und Be-
merkung 17.18 betrachten. Ist f: R> — R? die lineare Abbildung, die einen Punkt auf seinen Schat-
tenpunkt auf den Boden abbildet, so ist Ker f = U der Sonnenstrahl durch 0 und Im f = U’ der
Boden. Satz 17.20 gibt uns dann den Isomorphismus g: R?>/U — U’, der jeden Sonnenstrahl auf
seinen Bodenpunkt abbildet und genau die Umkehrung des Isomorphismus aus Satz 17.17 ist.

Aufgabe 17.22. Die lineare Abbildung, die der Situation in Beispiel 17.21 entspricht, ist

. 2 2 (X1 XL —Xx2
f:R %R,(XZ)H( 0 )

Uberpriife den Homomorphiesatz in diesem Fall explizit, d. h. zeige durch eine direkte Rechnung,

dass die Abbildung
. 2 . 1 . 1 X1 X1 — X2
g.R/Lm(1 — Lin 0) \n — 0

wohldefiniert, linear, surjektiv und injektiv ist.
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Folgerung 17.23 (Dimensionsformel fiir Morphismen). Fiir jeden Morphismus f: V — W zwischen
endlich-dimensionalen K-Vektorrdumen gilt dimIm f + dimKer f = dimV.

Beweis. Nach dem Homomorphiesatz 17.20 ist V / Ker f isomorph zu Im f. Also gilt
dimIm f = dim(V/Ker f) = dimV — dimKer f
nach Satz 17.17. O

Nach Kernen und Bildern linearer Abbildungen betrachten wir als N#chstes Summen und Durch-
schnitte von Unterrdumen. Auch dafiir gibt es zunéchst wieder eine niitzliche Isomorphieaussage.

Satz 17.24 (Isomorphiesatz fiir Summen und Durchschnitte). Es seien Uy und U, zwei Unterrdume
eines K-Vektorraums V. Dann ist die Abbildung

g U/ (UiNn) = (U +U,) /Uy, X=X

(wohldefiniert und) ein Isomorphismus.

Beweis. Wir betrachten zunichst die Abbildung
fiU = (U 4+U) /U, x— X

Sie ist offensichtlich linear (und Wohldefiniertheit muss hier nicht iiberpriift werden, da der Start-
raum kein Quotientenraum ist). Wir bestimmen das Bild und den Kern von f:
o Im f = (U, +U,)/U,, d.h. f ist surjektiv: Fiir ein beliebiges Element x| +x; € (U; +U,) /U>
(mit x; € Uy und x; € Uy) ist x; € Uj ein Urbild unter f, denn f(x;) = X7 = X1 + x3.

e Ker f = U, NU,: Ein Element x € U; liegt genau dann im Kern von f, wenn f(x) =X = 0 ist,
was nach Bemerkung 17.14 dquivalent ist zu x € U,. Der Kern von f besteht also aus allen
Elementen von Uy, die auch in U, liegen, und ist damit gleich U; N Us.

Der Homomorphiesatz 17.20 fiir f liefert nun den Isomorphismus g: U;/Ker f — Im f, X — f(x),
also wie behauptet

g: U /(UiNU,) = (U +U,) /Uy, X X. O

Bemerkung 17.25. In der Literatur sind fiir die Sdtze 17.20 und 17.24 z.T. recht unterschiedliche
Bezeichnungen iiblich. Manche Biicher bezeichnen sie als den 1. und 2. Isomorphiesatz, wihrend
andere aber auch Satz 17.24 den 1. Isomorphiesatz nennen.

Folgerung 17.26 (Dimensionsformel fiir Summen und Durchschnitte). Sind U; und U, endlich er-
zeugte Unterrdume eines K-Vektorraums 'V, so gilt

dim(U; 4+ U,) +dim(U, NU,) = dimU; +dimU,.

Beweis. Nach dem Isomorphiesatz 17.24 haben U; /(U NU;) und (U; + U,) /U, dieselbe Dimen-
sion. Aus der Dimensionsformel fiir Quotienten in Satz 17.17 ergibt sich also

dimU; — dim(U1 N Uz) = dim(U1 + Uz) —dimU,
und somit die Behauptung. (]

Beispiel 17.27. Beachte, dass nur die Summe der Dimensionen von U; NU, und U; + U, durch
dimU; und dim U, bestimmt sind, nicht aber die Dimensionen von U; NU, und U; + U, selbst. Als
einfaches Beispiel hierfiir seien U; und U, zwei Geraden (durch den Ursprung) in R%. Dann gibt es
zwei Moglichkeiten:

(a) Ist Uy = Uy, soist Uy + U, = Uy NU, = Uy = Uy, und die Dimensionsformel ergibt
dim(U; +Up) +dim(U; NUp) = 1+ 1 =1+ 1 = dimU; +dimU,.

(b) Ist hingegen U; # Us, so ist Uy + U, = R? und Uy N U, = {0}, und damit
dim(U; + Uz) +dim(Uy; NU,) =24+ 0= 141 =dimU; +dimU;.
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Aufgabe 17.28. Es seien V ein K-Vektorraum und U;,U; <V mit dimV = 6, dimU; = 5 und
dimU, = 3.

Welche Dimension kann U; N U, haben? Gib fiir jede solche Moglichkeit ein konkretes Beispiel fiir
Ui, Upund V an.
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18. Determinanten

Wir haben nun schon viele Konzepte der linearen Algebra untersucht und gesehen, wie man — im
endlich-dimensionalen Fall in der Regel mit Hilfe von Matrizen — mit ihnen konkret rechnen kann.
Daher wollen wir jetzt zum Abschluss des ersten Teils der linearen Algebra noch die sogenannten
Determinanten einfiihren, die beim Rechnen mit Matrizen ein unverzichtbares Hilfsmittel sind. De-
terminanten haben sehr viele schone Eigenschaften und konnen demzufolge auch auf viele verschie-
dene Arten motiviert werden. Eine mogliche Herangehensweise ist, dass man nach einem einfachen
Kriterium fiir die Invertierbarkeit quadratischer Matrizen sucht, so wie in dem folgenden einfachen
Lemma fiir 2 x 2-Matrizen:

B (al,l a1,z>

\a21 axp

iiber einem Korper K ist genau dann invertierbar, wenn ay 1az2 — aj2az.1 # 0.

Lemma 18.1. Eine 2 x 2-Matrix

Beweis. Wir unterscheiden zwei Fille:

1. Fall: Ista; ; =0, so ist A genau dann invertierbar, wenn a; » # 0 und a, | # 0 gilt —denn wenn diese
beiden Eintrdge ungleich Null sind, sind die beiden Spalten von A offensichtlich linear unabhiingig
(so dass dann rkA = 2 gilt), wihrend A andernfalls eine Nullzeile oder Nullspalte enthilt und damit
hochstens Rang 1 haben kann. Nach Lemma 14.11 ist A also genau dann invertierbar, wenn aj > # 0
und as | 75 0, also ai,az2 —ajpaz | 75 0 gilt.

2. Fall: Ist a; | # 0, so wenden wir den Gauf-Algorithmus an, um rkA zu berechnen:

a2

Z1—-1_71 a2 - 1
A (a1 @n @ = Z2572—ay 1 Z1 )
“\a a ' ajpday
2,1 22 a1 ap 0 axp— :

ai

Diese Matrix hat genau dann Rang 2, ist also genau dann invertierbar, wenn az » — aljlaf‘l £0,d.h.

wenn aj 1az2 —aipaz,1 7 0 gilt. O

Die Zahl ay 1a22 — a1 2a2,1 werden wir spéter die Determinante detA von A nennen (weil sie ,,deter-
miniert®, ob A invertierbar ist oder nicht).

Unser Ziel in diesem Kapitel ist es, Lemma 8.1 auf groBere quadratische Matrizen zu verallge-
meinern, also zu jeder Matrix A € K"*" eine Zahl detA € K zu definieren, die ein Polynom in den
Eintrdgen von A ist und (neben vielen anderen schonen Eigenschaften) genau dann ungleich Null
ist, wenn A invertierbar ist.

18.A Konstruktion der Determinante

Leider ist eine direkte Angabe der Determinante einer quadratischen Matrix A € K" als polynomia-
ler Ausdruck in den Eintrigen von A so wie in Lemma 18.1 fiir allgemeines n zwar moglich (siehe
Bemerkung 18.14), aber auch recht kompliziert. Wir wollen daher hier den fiir euch wahrschein-
lich etwas ungewohnten Zugang wihlen, die Determinante iiber ihre Eigenschaften zu definieren,
d. h. als eine Funktion A — detA auf den n x n-Matrizen, die eine gewisse ,,Wunschliste* elementa-
rer Eigenschaften erfiillt. Im Anschluss werden wir dann zeigen, dass unsere Wunschliste wirklich
erfiillbar ist und die Determinante in der Tat auch eindeutig bestimmt.

Hier ist nun unsere Wunschliste:

Definition 18.2 (Determinante). Es seien K ein Korper und n € N5 gegeben. Eine Abbildung
det: K™ — K heifit Determinante (von n X n-Matrizen), wenn gilt:
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(a) (,det ist multilinear*) Die Funktion det ist linear in jeder Zeile, d.h. fiir alle k € {1,...,n}
und A € K gilt

aq aq aj aq aj
det | ax+aj | =det| ar | +det] a und det| Aay | =A-det| ax |,
a a an an an

wobei ay,...,ax,d,...,a, € K Ixn die Zeilen der jeweiligen (quadratischen) Matrizen be-
zeichnen. (Halten wir also alle Zeilen bis auf die k-te fest, so haben wir genau eine lineare
Abbildung in der k-ten Zeile im Sinne von Definition 15.16.)

(b) (,.det ist alternierend*‘) Stimmen zwei Zeilen von A € K"*" iiberein, so ist detA = 0.

(c) (,det ist normiert“) Es gilt det(E,) = 1.

Beispiel 18.3. Die Funktion

a a
det: K2 5K LU B2 s ) 1ans —araan
) a21 a22 k) g] 9 £)

aus Lemma 18.1 ist eine Determinante:

(a) det ist multilinear: Die Additivitét in der ersten Zeile ergibt sich z. B. aus der Rechnung

/ /
aijg1ta aijp+a
det( 1,1 ; 12

) 2 > = (@11 +ay ) aza—(a12+dj,)a

/ /
=day1a22 —ad12az,1 +ay 1422 —ay paz 1

/ /

a a a a
=det (1 12) pger (11 T2,

a1 a2 a1 a2
die anderen Linearititseigenschaften folgen natiirlich genauso.
(b) det ist alternierend: Sind die beiden Zeilen der Matrix gleich, so ist

a a
det (80 U12) — gy jay 0 —aj0a1, =0.
apl aip T "

(c) det ist normiert, denn natiirlich ist det(E>) = 1.

Bemerkung 18.4.

(a) Wir werden in Folgerung 18.8 und Satz 18.12 sehen, dass es zu jedem Korper K und jedem
n € Ny in der Tat genau eine Determinante det: K"*" — K gibt, dass Definition 18.2 die
Determinante also widerspruchsfrei und eindeutig festlegt. Solange wir dies noch nicht ge-
zeigt haben, sollten wir aber korrekterweise immer von einer Determinante (und nicht von
der Determinante) sprechen.

(b) Enthilt A eine Nullzeile, so konnen wir aus dieser Zeile den Faktor 0 herausziehen und
erhalten aus der Linearitdtseigenschaft in dieser Zeile sofort, dass dann detA = 0 sein muss.

(c) Aus Eigenschaft (b) der Definition 18.2 einer Determinante folgt, dass sich detA beim Ver-
tauschen zweier Zeilen mit — 1 multipliziert, also genau das Vorzeichen dndert (daher kommt
auch der Name ,,alternierend” fiir diese Eigenschaft): Fiiralle k,/ € {1,...,n} mit k # [ ergibt
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sich zusammen mit der Multilinearitit nimlich

ay+aj ak aj
det = det + det :
ay+aj ay+aj ay+ay
=0
ai ay aj aj
=det| : | +det]| : |+det]| : |+det| : |,
ai aj ay aj
—— ———
=0 =0
und damit
ay a
det| @ | =—det| :
aj ay

(d) Analog zu (c) wollen wir jetzt untersuchen, was mit einer Determinante passiert, wenn wir
in einer Matrix A fiir gegebenes k € {1,...,n} die k-te Zeile unter Beibehaltung der Reihen-
folge der anderen Zeilen ganz nach oben schieben. Wir konnen dies wie folgt durch k — 1
Vertauschungen zweier benachbarter Zeilen erreichen:

ag
: : B
ag—2 ag—2 ) !
ay— a :
A= | 1 ) — k — e —
ai ag—1 ak—1

fe+1 Ajey1 Afe+1

Da sich bei jeder dieser Vertauschungen nach (c) das Vorzeichen der Determinante @ndert,
dndert das gesamte Verschieben der k-ten Zeile ganz nach oben die Determinante von A also
um einen Faktor (—1)%~1.

Um die weiteren Eigenschaften von Determinanten zu untersuchen, beginnen wir zunéchst mit den
Elementarmatrizen.

Lemma 18.5 (Determinanten von Elementarmatrizen). Es sei det: K" — K eine Determinante.
Dann gilt fiir alle A € K"™*" sowie fiir alle n x n-Elementarmatrizen Fy(A) und Fy ; (1) aus Konstruk-
tion 14.1:

(a) det(Fi(A)-A) = A detA.
(b) det(FkJ(/l) -A) = detA.

Insbesondere gilt also detFy(A) = A und detFy ;(A) = 1, und damit det(FA) = detF - detA fiir jede
Elementarmatrix F und jede beliebige quadratische Matrix A.

Beweis. Es seien ay,...,a, € K" die Zeilen von A. Nach Konstruktion 14.1 entspricht eine Mul-
tiplikation von A mit einer Elementarmatrix von links genau einer elementaren Zeilenumformung.
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Damit erhalten wir mit den Eigenschaften (a) und (b) aus Definition 18.2
det(F(1)-A) =det | Aax | =2 det | ax | =2 deta

und

ay +.A aj a.k a.l a.k
det(Fy (A)-A) =det : =det| : |+Adet| ! | =det| : | =detA,
ap a a a
=0

was die beiden Teile des Lemmas zeigt. Die Determinanten der Elementarmatrizen erhélt man daraus
firA =E,. O

Aus diesem einfachen Lemma folgt nun bereits die wahrscheinlich wichtigste Eigenschaft von De-
terminanten:

Satz 18.6 (Produktsatz fiir Determinanten). Es sei det: K"*" — K eine Determinante. Dann gilt
fiir alle A,B € K"*":

(a) det(AB) = detA - detB.

(b) A ist genau dann invertierbar, wenn detA # 0. In diesem Fall ist det(A~') = ﬁ.

Beweis. Wir unterscheiden zwei Fille:

1. Fall: A ist invertierbar. Dann ist A = Fj - --- - F;, nach Lemma 14.11 ein Produkt von Elementar-
matrizen. Durch k-fache Anwendung von Lemma 18.5 erhélt man dann

det(AB) = det(F; - -+~ - F;.-B) = detFj - --- -detFj - detB
sowie detA = det(F-----F,) = detF)-----detF,

und damit wie behauptet det(AB) = detA - det B. Setzt man hier B = A~! ein, so ergibt sich insbe-
sondere detA - detA~! = det(AA™!) = detE, = 1, d.h. es ist detA # O und det(A~!) = L.

2. Fall: A ist nicht invertierbar, also rkA < n. Bringen wir A dann mit einem Produkt F' von Ele-
mentarmatrizen auf Zeilenstufenform FA, so hat FA weniger als n Stufen und damit am Ende (min-
destens) eine Nullzeile. Also ist det(FA) = 0 nach Bemerkung 18.4 (b). Da F als Produkt von Ele-
mentarmatrizen nach Lemma 14.11 invertierbar ist, bedeutet dies nach dem bereits gezeigten 1. Fall
auch det F - detA = 0; wegen det F # 0 also detA = 0.

Mit FA hat aber auch FAB eine Nullzeile. Damit folgt genauso wie oben auch det(AB) = 0, also
insbesondere det(AB) = detA - detB. O

Bemerkung 18.7. Im Gegensatz zu Produkten gibt es keine Formel fiir die Determinante det(A + B)
einer Summe von zwei Matrizen — insbesondere ist im Allgemeinen det(A + B) # detA + det B!

Als Folgerung aus dem Produktsatz konnen wir nun bereits beweisen, dass die Eigenschaften aus
Definition 18.2 eine Determinante eindeutig festlegen.

Folgerung 18.8 (Eindeutigkeit der Determinante). Zu jedem Korper K und n € N~ gibt es hochs-
tens eine Determinante det: K" — K.

Beweis. Essei A € K", Ist A nicht invertierbar, so ist nach Satz 18.6 notwendigerweise detA = 0.
Andernfalls ist A = F} - --- - F;, nach Lemma 14.11 ein Produkt von Elementarmatrizen, und damit
ist nach Satz 18.6 (a)

detA =detFj - --- - detF;.
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Da die Determinante der Elementarmatrizen nach Lemma 18.5 aber durch Definition 18.2 eindeutig
bestimmt ist, ist damit auch detA durch diese Definition eindeutig festgelegt. g

Auf ganz dhnliche Art wollen wir nun zeigen, dass sich eine Determinante beim Transponieren der
Matrizen nicht dndert.

Folgerung 18.9. Ist A € K" und det: K" — K eine Determinante, so gilt det(AT) = detA.

Beweis. Ist A nicht invertierbar, also tkA < n, so ist nach Folgerung 14.17 auch AT nicht invertierbar,
und damit ist det(AT) = 0 = detA nach Satz 18.6 (b).

Andernfalls ist A = Fj - --- - F; nach Lemma 14.11 wieder ein Produkt von Elementarmatrizen. Da
die zu zeigende Aussage fiir Elementarmatrizen aus Lemma 18.5 offensichtlich ist (es ist ndmlich
(Fr(2))T = F (1) und (Fi;(A))T = F £(2)), folgt somit nach Lemma 13.11 (d) und Satz 18.6 (a)

det(AT) = det((Fy---F)") = det(F] ---F) = det(F) - - -det(F]|) = det F - - -det F, = detA. [

Bemerkung 18.10. Folgerung 18.9 besagt anschaulich, dass alle Eigenschaften, die fiir die Zeilen
einer Determinante gelten, analog auch fiir die Spalten gelten. So ist eine Determinante z. B. auch
linear in jeder Spalte (vgl. Definition 18.2 (a)) und dndert ihr Vorzeichen beim Vertauschen zweier
Spalten (vgl. Bemerkung 18.4 (c)).

Um sicherzustellen, dass wir mit Definition 18.2 keine in sich widerspriichliche Wunschliste auf-
geschrieben haben, kommen wir nun aber endlich zum bereits angekiindigten Resultat, dass eine
Determinante mit den geforderten Eigenschaften auch wirklich existiert. Wir werden die Funktio-
nen det: K" — K rekursiv iiber n definieren und verwenden dazu die folgende Konstruktion, um
Matrizen der GroBe n auf solche der Groe n — 1 zuriickzufiihren.

Definition 18.11 (Streichungsmatrix). Zu A = (a; j);;j € K"*" sowie k,l € {1,...,n} sei

ap i api—1 ay i+1 ain

a _ .o a _ _ a _ e a _ _ _
A;d:: k—1,1 k—1,1—1 k—1,1+1 k—1,n EK(n Dx(n—1)

ag+1,1 0 Ak41,0-1 Ak+1,0+1 0 Qktln

dn,1 e Aap,l—1 apl+1 e Aan.n

die Matrix, die man erhélt, wenn man aus A die k-te Zeile und /-te Spalte herausstreicht. Wir be-
zeichnen diese Matrizen als Streichungsmatrizen zu A.

Satz 18.12 (Existenz der Determinante). Fiir alle n € N~ definieren wir det: K"*" — K rekursiv
iiber n durch die folgende Vorschrift:

o Fiirn =1 setzen wir det(a; 1) :==ay 1.
o Fiirn > 1 setzen wir
n
detd:= Y (—1)ayy detAy ),
k=1

wobei wie iiblich ay die Eintriige der ersten Spalte von A und A, die zu diesen Eintriigen
gehorigen Streichungsmatrizen sind.

Dann ist det eine (und damit nach Folgerung 18.8 ,,die*) Determinante fiir alle n.

Bevor wir diesen Satz beweisen, wollen wir uns ein paar Beispiele anschauen, um die angegebene
rekursive Formel besser zu verstehen.
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Beispiel 18.13 (Determinante von 2 x 2- und 3 x 3-Matrizen).
(a) Fiir n =2 besagt die Formel aus Satz 18.12
a a2 141 2+1
det ’ ) =(-1 ayq det(azs) +(—1 a1 det(a
(az’] az,z) (=1)""ay,1 det(azp) + (—1)"""az,1 det(a;2)
=aj1d22—az1d12
und reproduziert damit die Formel aus Lemma 18.1.

(b) Fiir n = 3 ergibt sich unter Benutzung des Ergebnisses aus (a)

ayl aip a3

a a a a
det az) azp a3 | = (71)1+1a171 det 22 423 4 (71)24-1“2.1 det 12 d13
: asp dass / asn dss
as] dszz dass

aip a3
+(=1)*azy det [ 71 ’
(=1) 31 azp ax3s

=a1,1022033 — 1,102,303 2 — 42,141 2033 + 02,101,303 2
+az1a12a23 —asz1a13a2,.
Am einfachsten kann man sich diese Formel nach der sogenannten Regel von Sarrus mer-
ken: Bilden wir die 3 x 5-Matrix, in der wir neben der Matrix A die beiden ersten Spalten

noch einmal wiederholen, so ergeben sich die 6 Terme der Determinante mit ihren Vorzei-
chen aus dem folgenden Schema:

ap a2 apz coapl app
a1l d2p a3 i da1 423
asl a4z 4aszsz i dzl  d4sp
NN\
+ + +

Beachte aber, dass diese einfache Merkregel nur fiir n = 3 gilt — fiir groB3ere n ist der komplett
ausmultiplizierte Ausdruck fiir detA deutlich komplizierter (und fiir konkrete numerische
Berechnungen in der Tat auch nicht mehr geeignet).

Bemerkung 18.14. Diejenigen von euch, die aus der Parallelvorlesung ,,Algebraische Strukturen*

die symmetrische Gruppe S, aller Permutationen von {1,...,n} kennen [G, Kapitel 2], kénnen die
Formel fiir die Determinante auch nicht-rekursiv als
detA = Z sign(0) - ay g(1)* *** *An,o(n) (%)
oESy

hinschreiben. Man sieht an dieser Darstellung also, dass die Determinante aus einer Summe von 7!
Termen besteht. Dabei ist jeder Term ein Produkt von genau n Eintrigen von A, und zwar aus jeder
Zeile und jeder Spalte genau einem. Aufsummiert wird {iber alle Moglichkeiten, n Eintrdge von A
eben gerade so auszuwihlen, dass man aus jeder Zeile und Spalte einen Eintrag genommen hat. Die
Vorzeichen der einzelnen Terme sind immer genau das Vorzeichen der entsprechenden Permutation.

Wir werden die Formel () in dieser Vorlesung aber nicht benotigen und daher auch nicht beweisen,
dass sie wirklich mit der rekursiven Definition aus Satz 18.12 iibereinstimmt bzw. die Eigenschaften
von Definition 18.2 erfiillt.

Wir kommen nun aber endlich zum Beweis des Existenzsatzes 18.12.

Beweis von Satz 18.12. Wir tiberpriifen die drei Eigenschaften aus Definition 18.2 mit Induktion
iiber n. Fiir n = 1 sind alle Aussagen klar. Wir konnen also annehmen, dass n > 1 ist und wir die
Eigenschaften von Definition 18.2 fiir Matrizen der Grofle n — 1 bereits gezeigt haben; wir miissen
sie nun fiir Matrizen der GroBe n zeigen.
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det ist multilinear: Der Ausdruck a; 1 detA( | ist linear in der ersten Zeile, da a; 1 natiirlich linear in
der ersten Zeile ist und All,l nicht von der ersten Zeile abhéngt. Die Ausdriicke ay | detAf{.l furk > 1
sind ebenfalls linear in der ersten Zeile, da ai,1 nicht von der ersten Zeile abhingt und détA;(‘1 nach
Induktionsvoraussetzung linear in der ersten Zeile ist. Damit ist auch detA als Linearkombination
dieser Ausdriicke linear in der ersten Zeile. Die Linearitit in den anderen Zeilen folgt natiirlich
analog.

det ist alternierend: Wir bezeichnen die Zeilen von A mit ay,...,a, € K'*". Weiterhin seien
ay,...,a, €K Ix(n=1) die Zeilen von A, bei denen man jeweils den ersten Eintrag herausgestrichen
hat. Wir nehmen nun an, dass zwei Zeilen a; und a; von A iibereinstimmen, und miissen zeigen, dass
detA = 0 folgt. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei dazu i > j.

Beachte, dass dann auch in den Streichungsmatrizen A | mit k # i und k # j, bei denen wir also
weder die i-te noch die j-te Zeile herausgestrichen haben,7 jeweils zwei Zeilen iibereinstimmen. Nach
Induktionsvoraussetzung ist die Determinante aller dieser Streichungsmatrizen gleich 0, und damit
bleibt in der rekursiven Formel fiir detA nur der Ausdruck

_ i+1 / i+1 /
detA=(—1)""a; detAi’l + (1) aj detAj’I (%)
iibrig. Nun kénnen wir
/ /
al a a}-
: : a
/ , .
a;_y a;_y /
/ /
4 41 4j-1
sowohl Al =] ;4 alsauch A} =] auf die Form A’ := | 4j11
: ' / :
' %1 ;
/
i a; i1
/ a/ al
it i+1 i+1

bringen, indem wir die Zeile a’j bzw. d; unter Beibehaltung der Reihenfolge der anderen Zeilen
ganz nach oben schieben. Da det fiir Matrizen der Grofle n — 1 nach Induktionsvoraussetzung eine
Determinante ist, andern sich dadurch die Vorzeichen von detA]; und detA’;; wie in Bemerkung
18.4 (d): Da wir in A§.1 die Zeile mit der Nummer j, in A’j,] jedoch die Zeile mit der Nummer i — 1
nach oben schieben (im letzteren Fall fehlt ja die Zeile a;- oberhalb von d}), ist also

detA}; = (1) ' detA" und detA; = (—1)"* detA’

und damit nach (x)
detA = (—1)"V a; detA + (—1)"/"1a; | detA’ =0

wegenda; 1 =dj 1.

det ist normiert: In der ersten Spalte der Einheitsmatrix sind natiirlich der erste Eintrag gleich 1 und
alle anderen gleich 0. Weiterhin ist die Streichungsmatrix des Eintrags links oben gerade E,,_1. Also
folgt sofort

detE, = (1) . 1.detE,_; = 1.
Damit ist alles gezeigt. O
Insgesamt haben wir jetzt also gesehen, dass es fiir alle Korper K und n € N genau eine Determi-

nante det: K"*" — K gibt. In Zukunft werden wir daher immer von der Determinante quadratischer
Matrizen sprechen.
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18.B Eigenschaften der Determinante

Im letzten Abschnitt haben wir die Determinante quadratischer Matrizen definiert und auch bereits
ihre ersten wichtigen Eigenschaften gesehen. Wir wollen diese Untersuchung der Determinante jetzt
fortsetzen und uns dabei als Erstes um ihre praktische Berechnung kiimmern. In der Tat ist hierfiir
die rekursive Formel aus Satz 18.12 bereits sehr niitzlich. Wir konnen sie allerdings noch etwas
erweitern, denn dort ist ja momentan die erste Spalte der Matrix ausgezeichnet — obwohl aufgrund
von Definition 18.2 natiirlich klar sein sollte, dass die erste Spalte der Matrix keine besondere Rolle
spielt. Wir sollten eine dhnliche Rekursionsformel also auch fiir die anderen Spalten (und aufgrund
von Folgerung 18.9 in der Tat auch fiir die Zeilen) erwarten konnen. Dies besagt der folgende Satz.

Satz 18.15 (Laplacescher Entwicklungssatz). Es sei A € K"*".
(a) Fiirallel € {1,...,n} giltdetA=Y"_ (—1)*".q, -detA} .
(b) Fiiralle k € {1,...,n} gilt detA =Y (—1)**.q; ;- detAy .

Benutzt man diese Formeln, so sagt man auch, dass man die Determinante von A nach der [-ten
Spalte bzw. k-ten Zeile entwickelt.

Beweis.

(a) Essei B= (b, ;) die Matrix, die man aus A erhilt, indem man die Spalte / unter Beibehal-
tung der Reihenfolge der anderen Spalten ganz nach links schiebt. Nach den Bemerkungen
18.4 (d) und 18.10 ist dann detA = (—1)/~! detB. Andererseits ist natiirlich b1 = ax,; und
By, = A, fir alle k € {1,...,n}. Damit folgt wie behauptet nach Satz 18.12 angewendet
auf B

n
(—l)k+] bk,l detB;{J = Z(—l)k+l Ag., dCtA;{J.
1 k=1

ngE

detA = (—1)"!detB = (—1)""!

k
(b) Dies ergibt sich mit Bemerkung 18.10 sofort aus (a). ]

Beispiel 18.16 (Berechnung von Determinanten). Die Entwicklung nach Laplace ist oft die ge-
schickteste Art, die Determinante einer Matrix A konkret zu berechnen — insbesondere wenn man
nach einer Spalte oder Zeile entwickeln kann, in der bereits viele Eintrige gleich O sind, so dass die
entsprechenden Terme in der Summe wegfallen. In der Praxis empfiehlt es sich daher, zunéchst mit
elementaren Spalten- oder Zeilenumformungen eine Spalte oder Zeile zu erzeugen, in der nur ein
Eintrag ungleich Null ist, und dann nach dieser Spalte bzw. Zeile zu entwickeln. Beachte, dass die
Determinante dabei nach Lemma 18.5 ...

e mit A multipliziert wird, wenn wir eine Spalte oder Zeile mit A multiplizieren; und

e unverindert bleibt, wenn wir ein Vielfaches einer Spalte bzw. Zeile zu einer anderen addie-
ren.

Hier ist ein Beispiel, bei dem wir der Reihe nach die erste von der dritten Spalte subtrahieren, nach
der dritten Spalte entwickeln, und noch einmal nach der zweiten Zeile entwickeln: Es ist

det =det

1 1101 L1
0 1000 :(—1)3+3~2~det 100 :2'(71)2+1.1' 11 —_a
1 0120 013 I3

I 0103

w o o =

1 1
1 1
0 2
0 0

Ein besonders einfacher Fall — der aber dennoch héufig vorkommt — sind die sogenannten Dreiecks-
matrizen, bei denen oberhalb oder unterhalb der Diagonale nur Nullen stehen.
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Definition 18.17 (Dreiecksmatrizen). Eine quadratische Matrix A = (; j);; € K™*" heil}t obere
Dreiecksmatrix, falls a; ; = O fiir alle i > j gilt, und untere Dreiecksmatrix, falls a; ; = O fiir alle
i < j gilt. Obere bzw. untere Dreiecksmatrizen haben also die Form

ah,n %k ap O

bzw.

Sind zusétzlich noch alle Eintridge a;; auf der Diagonale gleich Null, so heifit A echte (obere bzw.
untere) Dreiecksmatrix.

Folgerung 18.18 (Determinante von Dreiecksmatrizen). Ist A = (a; ;)i ;j € K"*" eine (obere oder
untere) Dreiecksmatrix, so ist ihre Determinante gleich dem Produkt ihrer Eintrige auf der Diago-
nale

detA:aLl---- “Apn-

9

Beweis. Da untere Dreiecksmatrizen beim Transponieren in obere iibergehen, reicht es nach Folge-
rung 18.9, die Aussage fiir obere Dreiecksmatrizen zu zeigen. Wir beweisen die Aussage in diesem
Fall mit Induktion tiber n; der Fall n = 1 ist dabei trivial. Fiir n > 1 entwickeln wir detA gemal
Satz 18.15 nach der 1. Spalte: Da hier nur der erste Eintrag ungleich Null ist, ergibt sich sofort nach
Induktionsvoraussetzung

detA = (=)' detA] | = a1y (a2 - anp),

da auch A,1‘1 e Kn=1)x(n=1) ¢ine obere Dreiecksmatrix (mit Diagonaleintrigen as s, ... ,a,,) ist. [
Aufgabe 18.19.
(a) Berechne det(A3) und det(5A) fiir die Matrix
1 0 2
A=|2 —1 3] eR¥.
4 1 8

(b) Fiiray,...,a, € K\{0} zeige man

0 1 | |
1 ¢4 0 -+ O
. . n n 1
detf1 0 a o |=—(]]a) (X =]
. . i=1 i=1 %i
o - ~ 0
1 0 - 0 a,

Wir wollen nun noch zwei Ergebnisse zu Determinanten beweisen, die mehr aus theoretischer als aus
rechentechnischer Sicht interessant sind. Das erste betrifft inverse Matrizen: Ist A eine invertierbare
Matrix, so haben wir in Algorithmus 14.12 ja bereits gesehen, wie man A~! konkret numerisch
berechnen kann. Mit Hilfe von Determinanten kénnen wir nun auch eine explizite Formel fiir A~!
angeben — die allerdings den Nachteil hat, dass sie bei konkreten Berechnungen relativ aufwendig
ist, weil fiir jeden Eintrag von A~! eine eigene Determinante berechnet werden muss.

Satz 18.20 (Explizite Formel fiir die inverse Matrix). Es sei A = (a; ;)i j € K™".
(@) Ist C = (cij)i,j € K"™" die Matrix mit Eintrcigen
Cij= (—I)Hj detA}ﬁi

(beachte die Vertauschung von Spalten- und Zeilenindizes bei der Streichungsmatrix!), so ist
CA=AC = (detA) - E,,.
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(b) Ist A invertierbar, so ist die inverse Matrix von A gegeben durch

1 . detA’. .
Al — o= (=1t =
detA <( ) detA

Beweis. Fiir alle i,k = 1,...,n tiberpriifen wir den (i, k)-Eintrag des Matrixprodukts CA: Nach De-
finition 13.9 ist dies

2y)

mit C wie in (a).

Spalte i
" n al,l al,k al,n
o i+ j y 18.15 . . .
Z Cijajk = Z (—1)l /ajﬁk detAj_’l- =" det : : : s
J=1 Jj=1 Ani 0 Gk Gnp

wobei die zweite Gleichung genau die Entwicklung nach Spalte i ist, und die Matrix auf der rechten
Seite aus A entsteht, indem die Eintrdge aus Spalte k£ auch in Spalte i geschrieben werden. Die
Determinante dieser Matrix ist aber O fiir i # k (da dann zwei gleiche Spalten existieren) und detA
fiir i = k (denn dann ist diese Matrix gleich A). Damit ist CA = (detA) E,,. Analog zeigt man auch
AC = (detA) E,, und damit Teil (a). Die Formel in (b) folgt daraus natiirlich sofort mit Division durch
detA. O

a a
A= (@1 12
a1 a2

hat die Matrix C aus Satz 18.20 die Eintréige

Beispiel 18.21. Fiir eine 2 x 2-Matrix

c1,1 = (—1)1—H det(azg) =dazp, Clp = (_1)1+2 det(al_rz) = —ai 2,

und genauso c¢2,; = —ap 1 und ¢z = ay 1. Damit ist nach Satz 18.20 (b) im Fall einer invertierbaren

Matrix also
Al = 1 o a2 —aip
detA \—az1 a1 )’

Eine konkrete Anwendung von Satz 18.20 ergibt sich bei der Losung linearer Gleichungssysteme:
Sind A € GL(n,K) eine invertierbare Matrix und b € K", so wissen wir bereits, dass das Gleichungs-
system Ax = b fiir x die eindeutige Losung x = A~'b hat. Da wir gerade mit Hilfe von Determinanten
eine explizite Formel fiir die inverse Matrix Al gefunden haben, liberrascht es nicht, dass wir auch
fiir die Koordinaten dieses Losungsvektors x = A~!b eine dhnliche explizite Formel herleiten kon-
nen:

Satz 18.22 (Cramersche Regel). Es seien A € GL(n,K) und b € K". Wir bezeichnen die Spalten von
Amitay,...,a, € K". Dann ist die (nach Bemerkung 14.26 (b) eindeutige) Losung des Gleichungs-
systems Ax = b der Vektor x € K" mit den Komponenten

o det(ar | ---|ai1|blai1] - |ay)
! detA

fiiri=1,...,n.

Beweis. Nach Satz 18.20 (b) und Definition 13.9 der Matrixmultiplikation ist x;, also die i-te Kom-
ponente des Matrixprodukts A~ !5, gleich
n .. detA’. 1
NV ()it R 185 et v lai g |blai | -
o= Y Gt b gt | e [ | )

wobei die zweite Gleichheit die Entwicklung nach der i-ten Spalte ist. 0
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Beispiel 18.23. Wir wollen mit der Cramerschen Regel das lineare Gleichungssystem

xl+x2:21"nl 1 1.x1_ 2
xp—2xy = —1 oS aso gy ol ) T )

Dies ist sehr einfach: Es ist
2 1 1 2
det (_1 _2> 3 det(1 _1> 3
_— L = =1 und x=—F——% = 1.

1 1\ -3 1 1\ -3
det(l _2) det(] _2)

Beachte jedoch, dass es fiir konkrete Gleichungssysteme mit mehr als zwei Variablen meistens sehr
rechenaufwendig ist, die Cramersche Regel zu verwenden. Man wird diese Regel daher meistens nur
fiir theoretische Uberlegungen verwenden, in denen man eine konkrete Formel fiir die Losung (und
nicht nur ein Losungsverfahren) braucht. Fiir numerische Berechnungen ist das Gaul3-Verfahren in
Satz 14.25 wesentlich effizienter.

X1 =

Aufgabe 18.24. Es sei A € K"*" eine quadratische Matrix, die eine Blockgestalt der Form

B | x
A= (1)
hat, wobei B € K™*™ und C € Kn=m)>(n=m) qe]pgt quadratische Matrizen sind. Zeige, dass dann

detA = detB-detC gilt.

Aufgabe 18.25. Es sei A € K"*" eine invertierbare Matrix mit ganzzahligen Eintrégen.

Zeige, dass A~! genau dann ebenfalls nur ganzzahlige Eintriige hat, wenn detA = +1 gilt.
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