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14. Der GauB-Algorithmus fiir lineare Gleichungssysteme

Im letzten Kapitel haben wir lineare Gleichungssysteme
ar X1+ -+ aypx, = by

ax1x1+ -+ aypx, = by

ey
Am X1+ -+ AppXn = by
iber einem gegebenen Korper K betrachtet und sie zunichst einmal in Matrixform als
Ax=b mit AcK™" xcK"undbc K" 2)

umgeschrieben, um leichter mit ihnen umgehen zu konnen. Wir wollen nun untersuchen, wie die
Losungsmengen solcher Gleichungssysteme aussehen, und dabei auch Algorithmen (d. h. Rechen-
verfahren) entwickeln, um diese Losungsmengen auch konkret berechnen zu kénnen. Auflerdem
werden wir mit diesen Verfahren auch bestimmen konnen, ob eine gegebene quadratische Matrix im
Sinne von Definition 13.15 invertierbar ist, und in diesem Fall ihre inverse Matrix berechnen konnen.

14.A Elementarmatrizen und Zeilenstufenformen

Die Idee fiir die Losung linearer Gleichungssysteme ist sehr naheliegend: Wir wollen die gegebenen
Gleichungen in (1) oben so umformen und miteinander kombinieren, dass die neuen Gleichungen im
Idealfall nur noch jeweils eine Variable beinhalten und ihre Losung damit leicht abgelesen werden
kann. Dies kénnen wir z. B. tun, indem wir auf geschickte Art mehrfach hintereinander ein geeig-
netes Vielfaches einer Gleichung zu einer anderen addieren, so dass dabei moglichst viele Variablen
herausfallen.

Beachte, dass in der Matrixschreibweise (2) des Gleichungssystems jede Gleichung aus (1) einer
Zeile der Matrix entspricht. Umformungen, die in (1) Gleichungen miteinander kombinieren, werden
in (2) also Zeilen der Matrix miteinander kombinieren. Wie wir jetzt sehen werden, lassen sich solche
Zeilenumformungen sehr effizient als Matrixprodukte schreiben.

Konstruktion 14.1 (Elementarmatrizen). Es seien m,n € Nund A = (q; ;); j € K™*".

(a) Firke {1,...,m} und A € K\{0} setzen wir

1 0 v «-n 0
0. - :

F(A):= S T e K™,
Q v v 0 1

wobei der Eintrag A in Zeile und Spalte k steht. Die Matrix Fj(A) ist also nichts weiter als
die Einheitsmatrix, bei der der Eintrag 1 in der k-ten Zeile und Spalte durch ein A # 0 ersetzt
wurde. Mit dieser Matrix ist

1 0 ,,,,,, 0 0171 [N al,}’l a171 e al"n

FO)-Aa=| 10 i a o a [ = | A Aa |

0-- - 0 1 A1 - Amnp Am1 ° Amn
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d. h. die Multiplikation von A mit F;(A) von links entspricht genau der Multiplikation der
k-ten Zeile von A mit A.

(b) Firk,l € {1,...,m} mitk # [ und A € K setzen wir

10 --- --. 0
0 g
Fk,z(l) N e e Kmxm,
: L0
0o... ... 01

wobei der Eintrag A in Zeile k und Spalte [ steht, d. h. diesmal haben wir in der Einheitsma-
trix den Eintrag 0 in Zeile k und Spalte [ durch A ersetzt. (Beachte, dass der Eintrag A fiir
k < I oberhalb und fiir £ > [ unterhalb der Diagonale steht; wir haben in der Matrix oben der
Einfachheit halber nur den Fall k < [ dargestellt.) In diesem Fall ist

10 oo .. 0 : : : :
0" A a1 *++ Qkp ax1+Aagy - apa+Aap,
Fa(R)-A=| 7 : = : : ;
.0 a1l Ay a1 arn
0. ... 0 1

d. h. die Multiplikation von A mit F; ;(A) von links entspricht der Addition des A-fachen von
Zeile | zu Zeile k.

Die Matrizen Fi(A) fiir A € K\{0} sowie Fy;(A) fiir k # [ und A € K heifien Elementarmatrizen.
Es gibt sie in jeder (quadratischen) GroBe m x m; zur Vereinfachung der Schreibweise deuten wir
diese Grofe in der Notation Fi(A) bzw. Fj ;(A) aber nicht an.

Man sagt, dass Fi(4)-A und F;(1)-A aus A durch eine elementare Zeilenumformung entstehen.

Bemerkung 14.2.

(a) Die Elementarmatrizen sind invertierbar mit

()" =R(3) wnd (By(2) = Fu(-A).

Dies folgt direkt aus Konstruktion 14.1: Wenn wir z. B. das Matrixprodukt

B(3) R =R (7)) F)E

bilden, multiplizieren wir die k-te Zeile in der Einheitsmatrix zuerst mit A und dann mit
%, d. h. es kommt insgesamt wieder die Einheitsmatrix heraus — also ist Fk(%) -Fr(A)=E.
Genauso ergibt sich auch Fi (1) -Fk(%), und damit ist Fk(%) das Inverse von F(A).

Analog zeigt man die Aussage iiber das Inverse von Fi ;(1).

(b) Das Vertauschen von zwei Zeilen k,/ € {1,...,m} mit k # [ in einer Matrix A € K"™*" lisst
sich als Folge von elementaren Zeilenumformungen realisieren: Sind ay,...,a,, die Zeilen
von A, so erhalten wir

O I TCV I I PTG DR It ICRTCORNN IO A TCR VA I
A= : — : — : — : —
a a —dag —ay Ay

(c) Fiihren wir mit einer Matrix A € K™*" mehrere elementare Zeilenumformungen aus, so
ist das Ergebnis nach Konstruktion 14.1 eine Matrix Fj - --- - F. - A mit Elementarma-
trizen Fi,...,F,. Da diese Elementarmatrizen nach (a) invertierbar sind, ist das Produkt
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F:=F;-----F, nach Lemma 13.16 ebenfalls wieder invertierbar. Das Ergebnis der Zei-
lenumformungen ist also die Matrix FA, d. h. wir haben A von links mit einer invertierbaren
Matrix multipliziert. In der Tat werden wir in Lemma 14.11 noch sehen, dass jede Multipli-
kation mit einer invertierbaren Matrix von links als Abfolge von elementaren Zeilenumfor-
mungen geschrieben werden kann.

Mit derartigen Zeilenumformungen wollen wir jetzt eine Matrix bzw. ein lineares Gleichungssystem
auf eine moglichst einfache Form bringen. Die folgende Form wird dabei herauskommen.

Definition 14.3 (Zeilenstufenform). Es seien m,n,r € Nund A = (a; ;); j € K™*".

(a) Wir sagen, dass A in Zeilenstufenform mit r Stufen ist, wenn

ky ko ky
3 \ 3

R
0

ist, wobei das Symbol ,x* fiir beliebige Eintrige steht. Mit anderen Worten gibt es also
Spalten 1 < k| < --- < k, < n (die sogenannten Stufenspalten), so dass gilt:

e a;, = 1firallei=1,...,r;
e rechts hiervon stehen beliebige Eintriige (d. h. a; ; ist beliebig falls i < r und j > k;);
e alle anderen Eintrige sind 0.

(b) Sind zusitzlich noch auer den geforderten Einsen alle anderen Eintréige in den Stufenspal-
ten gleich Null, ist A also sogar von der Form

1 %% 0 %% 0
1

0 Ui s

)

(d.h.ist a;;, = O fiir alle / < i < r), so sagt man, dass A in reduzierter Zeilenstufenform
ist.

(c) Ist S € GL(m,K) eine invertierbare Matrix, so dass SA in (reduzierter) Zeilenstufenform ist,
so heifit SA eine (reduzierte) Zeilenstufenform von A.

Der wesentliche Satz in diesem Abschnitt besagt nun, dass jede Matrix eine (reduzierte) Zeilenstu-
fenform besitzt. Dabei sind beide Formen in der Praxis wichtig: Die reduzierte Zeilenstufenform
wird sich in Satz 14.6 als eindeutig herausstellen und ist damit aus theoretischer Sicht natiirlich
deutlich schoner — andererseits werden wir aber auch sehen, dass die normale, nicht-reduzierte Zei-
lenstufenform fiir viele Zwecke ausreichend und mit weniger Rechenaufwand zu erzielen ist. In der
Tat ist der Beweis des folgenden Satzes konstruktiv in dem Sinne, dass er auch ein Verfahren angibt,
wie eine (reduzierte) Zeilenstufenform mit elementaren Zeilenumformungen erreicht werden kann.
Dieser Algorithmus im Beweis ist mindestens genauso wichtig wie die eigentliche Aussage:

Satz 14.4 (GauB-Algorithmus). Jede Matrix A € K™ " lisst sich mit elementaren Zeilenumfor-
mungen auf (reduzierte) Zeilenstufenform bringen.

Insbesondere besitzt A im Sinne von Definition 14.3 (c) also eine (reduzierte) Zeilenstufenform.
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Beweis. Wir beweisen den Satz mit Induktion iiber die Anzahl n der Spalten von A. Da fiir n =0
nichts zu zeigen ist, miissen wir nur den Induktionsschritt durchfiithren. Es sei also A € Kmx(nt1)
beliebig vorgegeben. Wir wollen A mit elementaren Zeilenumformungen auf (reduzierte) Zeilenstu-
fenform bringen und nehmen nach Induktionsvoraussetzung an, dass wir dies fiir alle Matrizen mit
n Spalten bereits konnen. Wir unterscheiden dabei zwei Fille:

Fall 1: Alle Eintrdge in der ersten Spalte von A sind O, d. h. A hat die Form

O/
a=[ 1 A

0

fiir eine Matrix A’ € K™*", Nach Induktionsvoraussetzung knnen wir A’ dann durch elemen-
tare Zeilenumformungen auf (reduzierte) Zeilenstufenform bringen. Da diese Zeilenumfor-
mungen an der ersten Nullspalte aber nichts dndern, haben wir damit auch A auf (reduzierte)
Zeilenstufenform gebracht.

Fall 2: Es sind nicht alle Eintrdge in der ersten Spalte von A gleich 0.

(a) Falls der Eintrag a;; links oben in A gleich Null ist, vertauschen wir zwei Zeilen von
A so, dass dieser Eintrag nicht mehr gleich 0 ist (nach Bemerkung 14.2 (b) ist dies
durch elementare Zeilenumformungen machbar).

(b) Wir dividieren die erste Zeile durch a;,; und erhalten eine Matrix der Form

1
as

am,1

(c) Wir subtrahieren von jeder Zeile k € {2,...,m} das ay-fache der ersten Zeile und
bekommen dadurch

mit einer Matrix A’ € K(m—Dxn,

(d) Nach Induktionsvoraussetzung kénnen wir jetzt A’ durch elementare Zeilenumfor-
mungen auf Zeilenstufenform bringen. Damit hat aber auch die gesamte Matrix be-
reits Zeilenstufenform — wollen wir also nur diese normale, nicht-reduzierte Zeilen-
stufenform erreichen, so sind wir damit fertig. Andernfalls bringen wir A’ gemiB der
Induktionsvoraussetzung sogar auf reduzierte Zeilenstufenform und bekommen eine
Matrix der Form

0

Subtrahieren wir nun geeignete Vielfache der Zeilen 2,...,m von der ersten Zeile, so
konnen wir damit dann noch die Eintrdge in den Stufenspalten der ersten Zeile zu Null
machen und erhalten so auch die reduzierte Zeilenstufenform. U
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Beispiel 14.5. Wir wollen die Matrix

-1 2 4
A=[-1 3 7 c R33
1 15

mit elementaren Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform bringen. Dazu konnen wir nach dem
Algorithmus im Beweis von Satz 14.4 wie folgt vorgehen (die Notation Z3 —3Z2 — Z3 bedeutet
z.B., dass wir das Dreifache der zweiten Zeile von der dritten subtrahieren):

22471 =272

-1 2 4 71571 I -2 -4 737173 I -2 -4
-1 3 7 — -1 3 7 — 0 1 3
1 1 5 1 1 5 0 3 9
73-37273 1 -2 —4

— 0] 1 3

0O O 0

Mochten wir eine reduzierte Zeilenstufenform, so addieren wir schlieBlich noch das Doppelte der
zweiten Zeile zur ersten und erhalten
1 0 2
0|1 3
0 0 0

Satz 14.6 (Eindeutigkeit der reduzierten Zeilenstufenform). Die reduzierte Zeilenstufenform einer
Matrix A € K™*" ist eindeutig.

Beweis. Wie in Satz 14.4 zeigen wir diese Aussage wieder mit Induktion iiber die Anzahl n der
Spalten von A, wobei auch hier der Induktionsanfang fiir n = O trivial ist.

Fiir den Induktionsschritt sei n € N so, dass die reduzierte Zeilenstufenform jeder Matrix in K™*"
eindeutig ist. Wir betrachten nun eine Matrix in K"*("+1) die wir als (A|b) mit A € K”*" und
b € K™ schreiben konnen. Es seien

S(A|b) = (SA|Sb) und S(A|b)= (SA|Sh)
mit §,§ € GL(m, K) zwei reduzierte Zeilenstufenformen dieser Matrix. Wir miissen zeigen, dass sie
ibereinstimmen.

Da eine reduzierte Zeilenstufenform durch Streichen der letzten Spalte wieder in eine reduzierte
Zeilenstufenform tibergeht, sind SA und SA damit reduzierte Zeilenstufenformen von A € K"™*".
Nach Induktionsvoraussetzung gilt also bereits SA = SA, d. h. wir miissen nur noch Sb = Sb zeigen.

Es sei dazu r die Anzahl der Stufen in der Zeilenstufenform SA = SA. Insbesondere enthiilt diese
Matrix dann die Einheitsvektoren eq,...,e, in den Stufenspalten ki, ...,k wie in Definition 14.3;
nach Beispiel 13.10 (d) gilt also

SAey, :S’Aeki:ei = Sle=8l¢ firallei=1,...,r. (%)
Wir unterscheiden nun zwei Fille:
(a) Hat die reduzierte Zeilenstufenform (SA|Sh) ebenfalls nur r Stufen, so hat Sb die Form
Aej + -+ Ave, fiir gewisse Ap, ..., A, € K. Wir erhalten dann wie behauptet

Sh=385"1spb=_35"" (1161 + - -lre,) ® 5§51 ()qel + - -),,er) = Mey+---Ae, = Sh.
Analog folgt dies natiirlich, wenn die reduzierte Zeilenstufenform (SA|Sh) aus r Stufen
besteht.

(b) Haben beide reduzierten Zeilenstufenformen (SA|Sb) und (SA|Sb) mehr als r Stufen, so
muss die letzte Spalte dieser Matrizen eine Stufenspalte sein. Nach Definition 14.3 (b) ist
dies nur moglich fiir Sb = Sb = e, . ]
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Bemerkung 14.7 (Die reduzierte Zeilenstufenform als Normalform). Oft betrachtet man in der li-
nearen Algebra Matrizen mit einer bestimmten Art erlaubter Umformungen (in unserem Fall Multi-
plikationen mit invertierbaren Matrizen von links) und versucht damit, eine eindeutig bestimmte und
in gewissem Sinne moglichst einfache Form der Matrix zu erreichen. Eine solche Form bezeichnet
man dann als Normalform.

In dieser Sprechweise ist die reduzierte Zeilenstufenform nach Satz 14.4 und Satz 14.6 also eine
Normalform beziiglich der Multiplikation mit invertierbaren Matrizen von links. Wir werden in die-
ser Vorlesung noch einige weitere Normalformen beziiglich anderer Umformungen kennenlernen
(siehe ??).

14.B Der Rang von Matrizen

Da jede Matrix A nach Satz 14.4 und Satz 14.6 eine eindeutig bestimmte reduzierte Zeilenstufenform
besitzt, ist insbesondere natiirlich auch die Anzahl der Stufen in dieser Form eindeutig durch A
festgelegt. Diese Zahl, die fiir die Untersuchung von A ganz besonders wichtig ist, wollen wir in
diesem Abschnitt nun genauer betrachten.

Definition 14.8 (Rang einer Matrix). Fiir eine Matrix A € K"™*" heit die Anzahl der Stufen in der
reduzierten Zeilenstufenform von A der Rang von A. Wir schreiben ihn als rkA.

Bemerkung 14.9. Es sei A € K™*",

(a) OffensichtlichistrkA < m und auch rkA < n, da nicht mehr Stufen in einer Matrix der Grof3e
m X n Platz haben.

(b) Wenden wir den Gaul3-Algorithmus an, um eine Matrix in Zeilenstufenform auf eine Matrix
in reduzierter Zeilenstufenform zu bringen, so wird die Matrix im Beweis von Satz 14.4 nur
noch in Schritt (d) umgeformt, der die Anzahl der Stufen aber nicht mehr veridndert.

Wollen wir den Rang einer Matrix A berechnen, geniigt uns also schon eine beliebige Zeilen-
stufenform von A: Thre Anzahl Stufen ist ebenfalls gleich rkA. Wir werden dies im Folgenden
oft verwenden, ohne jedes Mal explizit darauf hinzuweisen.

Beispiel 14.10.

(a) Fiiralle m,n € N sind sowohl die Nullmatrix 0 € K™*" als auch die Einheitsmatrix E, € K"*"
bereits in (reduzierter) Zeilenstufenform mit O bzw. n Stufen. Also ist tkO =0 und rk E,, = n.

(b) Fiir die Matrix

-1 2 4
A=|-1 3 7 e R3:3
1 15

aus Beispiel 14.5 gilt rkA = 2, da die dort berechnete Zeilenstufenform zwei Stufen hat.

(c) Hat A € K™ nur r Zeilen, in denen ein Eintrag ungleich 0 vorkommt, so ist rkA < r:
Wir konnen dann diese r Zeilen nach oben tauschen und den GaufB-Algorithmus nur mit
diesen obersten r Zeilen durchfiihren, wodurch sich natiirlich auch eine Zeilenstufenform
mit hochstens r Stufen ergibt.

Mit Hilfe des Rangs einer Matrix kdnnen wir nun bereits das Problem aus Kapitel 13 16sen, wie
man von einer quadratischen Matrix bestimmen kann, ob sie invertierbar ist, und in diesem Fall die
inverse Matrix berechnen kann.

Lemma 14.11 (Aquivalente Kriterien fiir Invertierbarkeit). Fiir eine quadratische Matrix A € K™"
sind dquivalent:

(a) A € GL(n,K), d. h. A ist invertierbar.
(b) kA =n.

(c) Die reduzierte Zeilenstufenform von A ist E,,.
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(d) A ist ein Produkt von Elementarmatrizen.

Beweis.

(a) = (b): Mit dem GauB-Algorithmus finden wir ein Produkt F von Elementarmatrizen, so
dass FA in Zeilenstufenform ist. Aber FA ist auch invertierbar (da F' und A es sind) und kann
damit nach Beispiel 13.18 (c) keine Zeile haben, deren Eintréige alle O sind. Also muss es n
Stufen in der Zeilenstufenform FA geben, d. h. es ist tkA = n.

(b) = (c): Dies ist klar, da E,, die einzige n x n-Matrix in reduzierter Zeilenstufenform mit »
Stufen ist.

(c) = (d): Nach Voraussetzung konnen wir A mit dem GauB3-Algorithmus auf die Einheitsma-
trix bringen, d. h. es gibt Elementarmatrizen F, ..., F; mit Fj - - - F; A = E,,. Nach Bemerkung
14.2 (a) sind Elementarmatrizen aber invertierbar und ihre Inversen wieder Elementarma-
trizen, und damit ist A = Fk’l . ~F1*1 ein Produkt von Elementarmatrizen.

(d) = (a): Da Elementarmatrizen invertierbar sind, sind nach Lemma 13.16 auch Produkte von
Elementarmatrizen wieder invertierbar. ]

Algorithmus 14.12 (Inverse Matrix). Gegeben sei eine quadratische Matrix A € K"*". Wir wollen
iberpriifen, ob A invertierbar ist, und in diesem Fall die inverse Matrix A~ berechnen. Dazu star-
ten wir mit der n x (2n)-Matrix (A|E,), in der wir A und die Einheitsmatrix der gleichen GroBe
nebeneinander schreiben. Wir bringen dann die Matrix A mit dem GaufB-Algorithmus auf reduzier-
te Zeilenstufenform, machen die dafiir benétigten Zeilenumformungen aber in allen 2n Spalten der
Matrix. Ist F € GL(n,K) das Produkt der Elementarmatrizen, das den durchgefiihrten Umformun-
gen entspricht, so erhalten wir also die Matrix (FA|FE,) = (FA|F), wobei in der linken Hilfte die
reduzierte Zeilenstufenform FA von A steht.

Nach Lemma 14.11 ist A genau dann invertierbar, wenn fiir diese reduzierte Zeilenstufenform die
Einheitsmatrix herausgekommen ist, wenn also FA = E,, ist. In diesem Fall ist aber offensichtlich
F = A~! die gesuchte inverse Matrix — und diese steht nach den Umformungen genau in der rechten
Hilfte unseres Diagramms.

Als konkretes Beispiel wollen wir die Matrix

(11 2x2
() e

wihlen. Wir wenden also wie gewohnt den Gauf3-Algorithmus auf die Matrix A an, fithren aber alle
Umformungen mit der 2 x 4-Matrix (A | E>) durch:

1 111 0 Z2-37Z1—-272 1 1 1 0 Z1-72—71 1 0 4 -1
(3 40 1> - <o 1| -3 1> - <o 1| -3 1)'

Da die herausgekommene reduzierte Zeilenstufenform von A (die linke Hilfte dieser Matrix) die
Einheitsmatrix ist, ist A invertierbar. Die inverse Matrix steht nun in der rechten Hilfte des Dia-

gramms: Es ist
4 -1
-1 _
=4 ).

Bisher haben wir mit einer gegebenen Matrix A € K" nur Zeilenumformungen durchgefiihrt, weil
wir damit — wie wir am Anfang von Abschnitt 14.A schon gesehen hatten und gleich noch genauer
untersuchen werden — gerade die moglichen Umformungen eines linearen Gleichungssystems der
Form Ax = b mit x € K" und b € K™ beschreiben konnen. Diese Umformungen konnten wir durch
Multiplikation mit einer invertierbaren Matrix S € GL(m, K) von links erreichen, ndmlich mit einem
Produkt von Elementarmatrizen.

Natiirlich kdnnen wir mit A aber analog auch Spaltenumformungen durchfiihren, was dann wie in
Konstruktion 14.1 einer Multiplikation mit einem Produkt von Elementarmatrizen bzw. einer inver-
tierbaren Matrix T € GL(n, K) von rechts entspricht. Erlauben wir sowohl Zeilen- als auch Spalten-
umformungen, wiirden wir vermutlich erwarten, dass wir A auf eine noch einfachere Form als eine
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reduzierte Zeilenstufenform bringen konnen, da wir ja mehr Moglichkeiten fiir die Umformungen
haben. In der Tat wollen wir jetzt sehen, dass wir dann eine noch viel einfachere Normalform im
Sinne von Bemerkung 14.7 erhalten konnen: Der Rang kann durch diese Umformungen zwar nicht
gedndert werden, aber fiir einen gegebenen Rang erhalten wir immer dieselbe Normalform.

Diese Umformung von Matrizen durch Multiplikation mit invertierbaren Matrizen von links und
rechts hat iibrigens eine besondere Bedeutung, die wir in ?? noch sehen werden. Sie hat daher einen
speziellen Namen.

Definition 14.13 (Aquivalente Matrizen). Es seien m,n € N. Zwei Matrizen A,B € K" heien
dquivalent zueinander, wenn es invertierbare Matrizen S € GL(m,K) und T € GL(n,K) gibt mit
B = SAT.

Man priift leicht nach, dass dies in der Tat eine Aquivalenzrelation auf K" gemif Definition 2.27
ist.

Lemma 14.14. Fiir jede Matrix A € K™*" gilt:

(a) Fiir alle S € GL(m,K) gilt tk(SA) = rkA.
(b) Fiiralle T € K™ gilt tk(AT) < 1k A, mit Gleichheit falls T € GL(n,K).

Insbesondere haben dquivalente Matrizen also denselben Rang.

Beweis. Es sei F € GL(m,K) ein Produkt von Elementarmatrizen, so dass FA in Zeilenstufenform
mit r :=rkA Stufen ist.

(a) Wegen F S—1.SA = FA ist die Matrix FA auch eine Zeilenstufenform von SA, es ist also auch
tk(SA) = r =1kA.

(b) Da die unteren m — r Zeilen von FA nur Nullen enthalten, gilt dies nach Definition der
Matrixmultiplikation auch fiir das Matrixprodukt FA - T. Nach Beispiel 14.10 (c) ist damit
tk(AT) &tk (FAT) < r = tkA.

Ist T sogar invertierbar, folgt daraus auch rkA = rk(AT - T~') < rk(AT), und damit die
Gleichheit tk(AT) = rkA. O

Satz 14.15 (Normalform von Matrizen beziiglich Aquivalenz). Zu jeder Matrix A € K™" gibt es
ein r € N und invertierbare Matrizen S € GL(m,K) und T € GL(n,K) mit

0

SAT:(B 8>: 0 1 c g

0 0

Dabei ist r eindeutig bestimmt als r = rk A.

Analog zu Bemerkung 14.7 sagt man, dass eine solche Matrix in Normalform beziiglich der Aqui-
valenz von Matrizen ist.

Beweis. Nach Lemma 14.14 ist r = rk(SAT) = rk A; eine Normalform wie im Satz ist also hdchstens
fiir r = rkA moglich.

Andererseits konnen wir eine solche Normalform aber auch einfach durch Zeilen- und Spaltenum-
formungen erreichen: Dazu bringen wir dei Matrix A zunichst mit elementaren Zeilenumformungen
auf ihre reduzierte Zeilenstufenform. Da bei dieser Zeilenstufenform genau die Einheitsvektoren
eq,...,er in den Stufenspalten stehen, konnen wir nun durch Subtraktion geeigneter Vielfacher die-
ser Stufenspalten von den anderen Spalten alle iibrigen Eintrige der Matrix zu 0 machen. Durch
Spaltenvertauschung kénnen wir schlieBlich noch die Stufenspalten ganz nach links schieben und so
die gewiinschte Normalform erreichen. g
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Beispiel 14.16. Da die Matrix

-1 2 4
A=|-1 3 7| eRrR™
1 15
aus Beispiel 14.5 den Rang 2 hat, gibt es nach Satz 14.15 invertierbare Matrizen S,T € GL(3,R) mit
1 00
SAT=10 1 O
0 0 0

Eine wichtige Folgerung aus Satz 14.15 ist, dass sich der Rang einer Matrix durch Transponieren
nicht dndert: Fiir Matrizen in einer solchen Normalform ist dies ndmlich offensichtlich, und jede
andere ist ja dquivalent dazu. Exakt aufgeschrieben sieht dieser Beweis dann wie folgt aus.

Folgerung 14.17. Fiir jede Matrix A € K"™" gilt tk(AT) = rkA.

Beweis. Nach Satz 14.15 gibt es S € GL(m,K) und T € GL(n,K), so dass

- (54)

mit r = rkA. Mit Lemma 13.11 (d) gilt dann auch

(wobei sich beim letzten Gleichheitszeichen die Grofie der Matrix von m X n auf n X m dndert). Nach
Folgerung 13.17 (d) sind mit S und T ferner auch ST und 77 invertierbar, d. h. TTATST ist diquivalent
zu AT. Damit ergibt sich aus Lemma 14.14

kAT = rk(TTATST) = 1k <%) — r = 1kA. O

Eine weitere Folgerung hieraus ist die in Beispiel 13.18 (a) schon angekiindigte Aussage, dass es fiir
die Bestimmung der Invertierbarkeit einer quadratischen Matrix ausreicht, eine links- oder rechtsin-
verse Matrix zu finden.

Folgerung 14.18 (Rang eines Matrixprodukts). Es seien A € K™*" und B € K"*P.

(a) Es gilt tk(AB) < rkA und rk(AB) < rkB.
(b) Fiir quadratische Matrizen (also m = n = p) geniigt bereits eine der beiden Gleichungen
AB = E, und BA = E,, dafiir, dass A invertierbar ist mitA~! =B.
Beweis.

(a) Die erste Ungleichung ist genau Lemma 14.14 (b). Die zweite erhalten wir daraus nun ein-
fach mit Folgerung 14.17 durch Transponieren, denn

14.14 (b)
<

rk(AB) =tk (AB)T) = tk(B"AT) rk(B") = rkB.

(b) Es sei zunichst AB = E,,. Nach (a) ist dann n = rk E,, = tk(AB) < rkA, also tkA = n. Nach
Lemma 14.11 ist A damit invertierbar, und Multiplikation der Gleichung AB = E,, mit A~
von links liefert sofort B=A""1.

Den Fall BA = E,, zeigt man natiirlich analog mit der zweiten Ungleichung aus (a). ]
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14.C Losungsmengen linearer Gleichungssysteme

Nach unseren Vorarbeiten in diesem Kapitel konnen wir jetzt untersuchen, wie die Losungsmen-
gen linearer Gleichungssysteme aussehen und konkret berechnet werden konnen. Dazu fithren wir
zundchst ein paar niitzliche Notationen ein.

Definition 14.19 (L(A, b), Bild und Kern einer Matrix). Es seien A € K"™*" eine Matrix und b € K.
(a) Wir bezeichnen die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems Ax = b mit

L(A,b) :={xeK":Ax=b} CK"

(b) Das Bild von A ist definiert als
ImA:={Ax:x€ K"} CK"

(die Schreibweise kommt vom englischen Wort ,,image*). Nach Definition ist das Glei-
chungssystem Ax = b also genau dann 15sbar, d. h. L(A,b) # 0, wenn b € ImA.

(c) Der Kern von A ist definiert als
KerA:={xeK":Ax=0} CK"
(die Schreibweise kommt vom englischen Wort , kernel*). Offensichtlich ist KerA = L(A, 0).

Bemerkung 14.20. Schreiben wir in Definition 14.19 die Matrix A spaltenweise als A = (a1 | - - | an)
mitay,...,a, € K™, sowie den Vektor x € K" als x = (4;) j, so ist das dort auftretende Matrixprodukt
Ax nach Definition gleich

A
Ax=(ar|--lan)- | ¢ [ =har+-+ day.
A
Formulieren wir die Konzepte vom Bild und Kern einer Matrix mit Hilfe dieser Spaltenvektoren
ai,...,an, so erhalten wir die folgenden sehr wichtigen Begriffe.
Definition 14.21 (Linearkombinationen und lineare Abhingigkeit). Es seien ay,...,a, € K™ gege-
bene Vektoren und A := (a; | -+ |a,) € K™*".

(a) Fiir A4,...,A, € K heiBt der Vektor
Mai+--+Aa, €K"

eine Linearkombination von ay,...,a,. Die Menge aller dieser Linearkombinationen be-
zeichnen wir mit Lin(ay, ... ,a,); nach Definition 14.19 (b) und Bemerkung 14.20 ist offen-
sichtlich Lin(ay,...,a,) = ImA.

(b) Die Vektoren ay,...,a, heillen linear abhéngig, wenn man aus ihnen eine Linearkombina-
tion des Nullvektors

Mai+-+Aa, =0 (*)

bilden kann, in der mindestens ein Ay,. .., A4, ungleich 0 ist (man nennt dies auch eine nicht-
triviale Linearkombination des Nullvektors).

Ist das Gegenteil der Fall, folgt aus der Linearkombination (x) des Nullvektors also bereits,
dass A; = --- = A, = 0 gelten muss, so heiBen die Vektoren ay,...,a, linear unabhingig.
In der Matrixschreibweise von Definition 14.19 (¢) und Bemerkung 14.20 bedeutet dies
offensichtlich genau KerA = {0}.
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Beispiel 14.22.
(a) Die Einheitsvektoren e,...,e, € K" sind linear unabhingig: Sind ndmlich A4,...,4, € K
mit
M 0
AMep+---+Ae, =0, also =1,
An 0
so folgt daraus natiirlich sofort A; = --- = 4, = 0.

(b) Enthalten die Vektoren ay,...,a, € K™ den Nullvektor, also ist a; =0 fiirein i € {1,...,n},
so sind diese Vektoren immer linear abhingig, denn dann ist ja 1-a; = 0 eine nicht-triviale
Linearkombination des Nullvektors.

Ebenso sind die Vektoren ay,...,a, immer linear abhingig, wenn ein Vektor unter ihnen
mehrfach vorkommt, also wenn a; = a; fiir gewisse i, j € {1,...,n} mit i # j gilt: Dann ist
ndmlich 1-a; —1-a; = 0 eine nicht-triviale Linearkombination des Nullvektors.

(c) Esseiena; = (i) Lay) = (?) a3 = (?) e R2.

Dann sind a; und a; linear unabhéngig, denn aus
Mai+Xa =0 = l1(1>+12<%>=<8> = M+2h=A4+4 =0

folgt sofort A; = A; = 0. Genauso sieht man, dass a; und a3 linear unabhéngig sind, und
ebenso a; und as.

Aber alle drei Vektoren a;,a;,a3 zusammen sind linear abhéngig, denn es gilt

vz (1) 2 (2) ()< (9).

Die lineare Unabhingigkeit von Vektoren ay,...,a, ist also eine Eigenschaft aller dieser
Vektoren zusammen — wir konnen sie nicht tiberpriifen, indem wir uns die Vektoren nach-
einander einzeln oder in Paaren anschauen.

Bemerkung 14.23 (Untervektorrdume und Dimension). Die Mengen Lin(a, ..., a,) aus Definition
14.21 (a) bestehen nach Definition aus allen skalaren Vielfachen und Summen der gegebenen Vek-
toren ay,...,a,. GemaB Beispiel 13.4 (b) konnen wir sie uns damit vorstellen als Geraden, Ebenen
oder entsprechende ,,htherdimensionale Mengen* durch den Nullpunkt. Solche Mengen werden wir
in ?? als Untervektorrdume kennenlernen und noch genau untersuchen.

Sind die Vektoren ay,...,a, dabei linear unabhiingig, so bedeutet dies anschaulich, dass sie ,,in un-
abhingige Richtungen zeigen* und damit ,,einen n-dimensionalen Raum aufspannen® — auch diesen
Dimensionsbegriff werden wir in ?? noch exakt einfithren. Fiir den Moment wollen wir nur festhal-
ten, dass jeder Vektor in Lin(ay, .. .,a,) dann auf eindeutige Art eine Linearkombination der gegebe-
nen Vektoren ay,...,a, ist, so dass wir uns Lin(ay, .. .,a,) also als eine ,,Menge mit n unabhéngigen
Parametern® vorstellen konnen:

Lemma 14.24 (Eindeutigkeit von Linearkombinationen). Es seien ay,...,a, € K™ linear unabhdn-
gige Vektoren. Dann gibt es zu jedem Vektor v € Lin(ay, ... ,a,) eindeutig bestimmte Ay, ..., A, € K
mitv = Aa; +---+ Aap,.

Beweis. Esseien Aq,...,A, € K sowie il,...,i,, € K mit
v=2Mar+ -4 dptn = May + - + Ay
Daraus folgt natiirlich sofort
(M —A)ar++++ (A — An)an =0,

wegen der linearen Unabhingigkeit der Vektoren also A; — 1,' = 0 und damit auch A; = Zi fiir alle
ie{l,...,n}. O
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Wir kommen nun wie angekiindigt zur Hauptaussage iiber die Losungsmengen linearer Gleichungs-
systeme. Genau wie beim Gauf3-Algorithmus ist auch der Beweis dieses Satzes konstruktiv — er gibt
also auch an, wie die dort mit vy,...,v,_, und v bezeichneten Vektoren konkret berechnet werden
konnen.

Satz 14.25 (Losungsmengen linearer Gleichungssysteme). Es seien A € K™*" eine Matrix vom Rang
r:=rkA und b € K".

(a) Es gibt n—r linear unabhdingige Vektoren vy, ..., v,_, € K" mit
L(A,0) = KerA =Lin(vy,...,vy—y).
(b) Das Gleichungssystem Ax = b hat genau dann eine Losung v € L(A,b), wenn die sogenannte
erweiterte Koeffizientenmatrix (A |b) € K™ "+1) ebenfalls den Rang r hat.
(c) Istv € L(A,b) eine Losung des Gleichungssystems Ax = b, so ist die gesamte Losungsmenge

gegeben durch L(A,b) = v+ KerA.

Insbesondere ist das lineare Gleichungssystem Ax = b also genau dann eindeutig losbar, wenn
k(A |b) =1kA = n gilt.

Beweis. Wir bringen die erweiterte Koeffizientenmatrix (A |b) mit dem GauB-Algorithmus auf re-
duzierte Zeilenstufenform S(A|b) = (SA|Sb) mit S € GL(m,K). Dies #ndert weder den Rang
der betrachteten Matrizen (sieche Lemma 14.14 (a)) noch die gesuchten Losungsmengen (wegen
Ax =b & SAx = Sb). Das neue Gleichungssystem hat nun die erweiterte Koeffizientenmatrix

ki ka ky
A \ 2
1 %x--%x 0 *x---x 0 =x * | by
1 % % 0 =x * | by
O 1 % * | b, ’ 1)
b

wobei (b;); := Sbist und ,,x“ die Eintrige von (g; j); j := SA bezeichnet, die ungleich 0 sein konnen.
Wir bezeichnen die Stufenspalten von SA mit k; < --- < k., und die Nichtstufenspalten von SA mit
jl S Sjnfw

(a) Ist b =0, so ist die i-te Zeile des umgeformten Gleichungssystems fiiri € {1,...,r}

n—r n—r

X+ Y aijxy =0 & X =—) X @)
=1 =1

Die Gleichungen bestimmen also die Stufenvariablen xg,,...,x;, eindeutig aus den Nicht-
stufenvariablen x;,,...,x;, .. Wir konnen daher 4; := —x;, € K fiir [ = 1,...,n — r als freie
Parameter wihlen, und erhalten damit aus (2) als Vektor geschrieben die allgemeine Losung
x=Awvi+-+ A Vnr, (3)
wobei v; der Vektor ist mit j;-ter Koordinate —1 und k;-ter Koordinate a; j, firi =1,...,r
(alle anderen Koordinaten sind 0).
Damit ist also L(A,0) = Lin(vy,...,v,—,). AuBerdem ergibt sich in (3) fiir x nur dann der
Nullvektor, wenn alle A; = —x j, gleich 0 sind. Damit sind vy, ..., v, auch linear unabhén-
gig.
(b) Die Matrix (SA | Sb) in reduzierter Zeilenstufenform in (1) kann nur Rang r oder r+ 1 haben.

Hat sie Rang r+ 1, so ist b,4+1 = 1, und die (r + 1)-te Zeile des umgeformten Gleichungs-
systems liefert den Widerspruch 0 = 1. In diesem Fall ist also L(A,b) = 0.
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©

Hat sie Rang r, so erhalten wir offensichtlich eine Losung, indem wir die Nichtstufenvaria-
blen x;,,...,x;,_, gleich 0 setzen, und die Stufenvariablen gleich x;, = b; firi e {1,...,r}.

Ist Av = b, so ist fiir ein x € K" genau dann Ax = b, wenn A(x —v) = 0 gilt, also x —v € KerA
und damit x € v+ KerA ist. O

Bemerkung 14.26.

()

(b)

(©)

Die konkrete Form der Vektoren vi,...,v,_, und v in Satz 14.25 ldsst sich gut zu ei-
ner Merkregel zusammenfassen: Nach der Berechnung der reduzierten Zeilenstufenform
(SA|Sb) € K™ ("+1) bilden wir eine neue Matrix C € K"*("*1) bei der wir fiir alle
ie€{l,...,r} die Zeile i von (SA|Sb) in die Zeile k; von C schreiben. Die iibrigen Eintriige
von C setzen wir gleich —1 auf der Diagonalen und O sonst.

Nach dem Beweis von (a) stehen dann in den Spalten ji, ..., j,—, von C, die den Nichtstu-
fenspalten von SA entsprechen, die Vektoren vy,...,v,_,: In Spalte j; steht in Zeile k; der
Eintrag a; j,, in Zeile j; der Eintrag —1, und sonst iiberall 0.

In der letzten Spalte steht nach dem Beweis von (b) auSerdem der Vektor v.

Falls wir nur ein Gleichungssystem Ax = 0 mit rechter Seite 0 16sen (also KerA bestimmen)
wollen, miissen wir in (a) die rechte Spalte fiir b gar nicht erst hinschreiben, da die Eintrége
dort ohnehin alle gleich 0 sind und wihrend des Verfahrens auch bleiben. In diesem Fall ist
das Gleichungssystem natiirlich auch in jedem Fall 16sbar mit x = 0.

Alternativ zum Verfahren im Beweis des Satzes kann man die erweiterte Koeffizientenma-
trix (A|b) auch nur auf nicht notwendig reduzierte Zeilenstufenform bringen (was natiirlich
weniger Rechenarbeit ist). Im Fall der Losbarkeit bestimmt dann die i-te Gleichung des um-
geformten Gleichungssystems fiir i € {1,...,r} die Stufenvariable x;, aus den Nichtstufen-
variablen und den weiter rechts stehenden Stufenvariablen xy, ,,...,x;,. Wir miissen diese
Gleichungen dann also von unten nach oben durchgehen und so der Reihe nach xg,, ..., x,
aus den freien Variablen und den bereits bestimmten Stufenvariablen berechnen (was dann
wieder etwas mehr Arbeit ist).

Beispiel 14.27. Wir wollen KerA = L(A,0) und L(A, b) fiir

bestim

1 4 0 5 1
A=|2 8 1 7 |eR* und b=|3]|cR?
0 0 2 —6 2
men. Dazu bringen wir (A | b) auf reduzierte Zeilenstufenform:
140 5 |1\ oz (140 5 |1\ z3onszzf|]l 4 05
281 7 1|3 — 001 -3]|1 — 0O 0|1 -3
002 —6]2 002 —6]2 00 0 0|0

Das gegebene Gleichungssystem ist also dquivalent zu

Offens
x4 kon
X3.

X1 + 4xp +5x4 =1,
X3 —3X4= l7
0=0.

ichtlich ldsst sich dieses umgeformte Gleichungssystem nun leicht 16sen: Die Variablen x, und
nen wir frei wihlen; die erste Gleichung bestimmt daraus dann eindeutig x| und die zweite

Um die so entstehende Losung mit dem Verfahren aus Bemerkung 14.26 (a) direkt hinschreiben zu
konnen, schreiben wir die beiden Zeilen der umgeformten Matrix wie unten grau hinterlegt in die

Zeilen

1 und 3 einer 4 x 5-Matrix C (da die Stufen in den Spalten 1 und 3 liegen), und fiillen die

restlichen Eintrige mit —1 auf der Diagonalen und O sonst. Da die Nichtstufenspalten der obigen
Zeilenstufenform die zweite und vierte sind, lesen wir dann die Vektoren vy, v, und v in Satz 14.25
direkt in der Matrix C in den eingekreisten Spalten 2 und 4 bzw. der letzten Spalte ab: Mit
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1(4]0(5)1 4 5 1
C— 0/—-1/0{ 010 o oy = -1 by = 0 by 0
0] 0 1|=3|]|1 0]’ =3 1
0l0)0(-1)|0 0 —1 0

ist KerA = Lin(v;,v;) (mit linear unabhingigen Vektoren v; und v) und L(A,b) = v+ Lin(v,v2).

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir noch einige einfache, aber sehr wichtige Folgerungen
aus unseren Ergebnissen festhalten. Die erste betrifft die sogenannte universelle Losbarkeit linearer
Gleichungssysteme — d. h. die Frage nach der Losbarkeit eines solchen Gleichungssystems Ax = b
fiir eine beliebige rechte Seite b.

Folgerung 14.28 (Universelle Losbarkeit linearer Gleichungssysteme). Fiir jede Matrix A € K™*"
gilt:

(a) tkA =n & Fiir alle b € K™ hat das Gleichungssystem Ax = b hochstens eine Losung.
(b) tkA =m < Fiir alle b € K™ hat das Gleichungssystem Ax = b mindestens eine Losung.

Beweis.

(a) Nach Satz 14.25 (a) ist tkA = n genau dann, wenn KerA = {0} gilt, also wenn das Glei-
chungssystem Ax = 0 genau die Losung x = 0 hat. Nach Satz 14.25 (c) hat dann auch jedes
Gleichungssystem Ax = b hochstens eine Losung.

(b) .= Ist kA = m, so ist wegen (A |b) € K"*("+1) auch rk(A | b) = m nach Bemerkung 14.9
(a). Damit ist L(A, D) # @ nach Satz 14.25 (b).

<" Ist kA < m, so hat die reduzierte Zeilenstufenform SA von A unten (mindestens) eine
Nullzeile. Damit hat das Gleichungssystem SAx = e,, < Ax = S~ 'e,, dann keine Losung. [

Bemerkung 14.29. Nach Folgerung 14.28 hat das Gleichungssystem Ax = b mit A € K™*" und
b € K™ genau dann fiir alle b eine eindeutige Losung, wenn tkA = m = n, also wenn A quadratisch
und invertierbar ist (siche Lemma 14.11). Diesen einfachen Fall hatten wir schon in Folgerung 13.17
(d) betrachtet: Die eindeutige Losung ist dann x = A~ 5.

Unsere Ergebnisse zeigen auch, dass die lineare Unabhéngigkeit von Vektoren ay,...,a, € K™ eng
mit dem Rang der daraus gebildeten Matrix (a;]|--- |a,) € K™ zusammenhingt. In der Tat lie-
fert Folgerung 14.31 zusammen mit der geometrischen Interpretation der linearen Unabhéngigkeit
aus Bemerkung 14.23 vermutlich eine der anschaulichsten Arten, sich den Rang einer Matrix (ohne
Bezug auf algorithmische Konzepte wie den GauB3-Algorithmus oder eine Zeilenstufenform) an-
schaulich vorzustellen.

Folgerung 14.30 (Rangkriterium fiir lineare Unabhéngigkeit). Es seien ay,...,a, € K™.

(a) Die Vektoren ay,...,ay, sind genau dann linear unabhiingig, wenn tk(ay | -+ |a,) = n gilt.
(b) Fiir n > m sind die Vektoren ay,...,a, in jedem Fall linear abhdngig.

Beweis. Essei A= (aj|---|ay) € K™*" mit Rang r := rkA.
(a) Die Vektoren ay,...,a, sind nach Definition 14.21 (b) genau dann linear unabhingig, wenn

KerA = {0}. Dies ist nach Satz 14.25 (a) dquivalent zu r = n.
(b) Aus n > m folgt mit Bemerkung 14.9 (a) sofort tkA < m < n. Nach (a) sind ay,...,a, dann
also linear abhéngig. O

Folgerung 14.31 (Rang = Maximalzahl linear unabhingiger Spalten). Fiir jede Matrix A € K™*"
ist /KA die Maximalzahl linear unabhdngiger Spalten in A.

Beweis. Fiir beliebige Spalten 1 <k; < --- <k, <nseiAd = (ag, | -~ |ax,) € K™ die Teilmatrix
von A, die durch Auswahl dieser s Spalten entsteht.
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Wir bringen A nun auf Zeilenstufenform SA = (Sa; | --- | Sa,) mit r := rkA Stufen, und betrachten
die Matrix
SA" = (Sag, |-+ |Sar,) € K™,

die ebenfalls durch Auswahl der entsprechenden s Spalten in SA entsteht:

e Ist s = r und withlen wir fiir ky,...,k, genau die Stufenspalten, so ist SA’ ebenfalls in Zei-
lenstufenform mit » Stufen. Also ist dann tkA’ = r = s, und damit sind die s ausgewihlten
Spalten von A nach Folgerung 14.30 (a) linear unabhiingig.

e Ist s > r, so hat SA’ genau wie SA hochstens r Zeilen mit Eintriigen ungleich 0, und da-
mit folgt tkA’ < r < s aus Beispiel 14.10 (c). Also sind die s ausgewihlten Spalten nach
Folgerung 14.30 (a) diesmal linear abhéngig.

Insgesamt ist r damit die Maximalzahl linear unabhingiger Spalten in A. g

Bemerkung 14.32. Der Beweis von Folgerung 14.31 ist in dem Sinne konstruktiv, dass er auch
angibt, wie man r linear unabhéngige Spalten aus einer Matrix A vom Rang r auswéhlen kann:
Man bringt A auf Zeilenstufenform und wihlt dann die Spalten der Ausgangsmatrix A, die zu den
Stufenspalten gehoren. So haben wir z. B. fiir die Matrix

-1 2 4 -1 2 4
A=1|-1 3 7 :(a1|a2|a3)€R3X3 mit aj=|—-1|,ao=|3],a3=1{7
1 1 5 1 1 5

in Beispiel 14.5 eine Zeilenstufenform mit 2 Stufen und Stufenspalten 1 und 2 (und damit rkA = 2)
bestimmt. Dementsprechend sind die Vektoren a; und a; also nach Folgerung 14.31 linear unabhin-
gig, wihrend alle drei Vektoren ay,a»,a3 linear abhédngig sind.

Wir haben in Folgerung 14.30 (b) auch gesehen, dass in K bis zu maximal m Vektoren linear
unabhingig sein konnen. Wenn wir also n < m linear unabhingige Vektoren ay,...,a, in K™ haben
(so wie hier im Beispiel a; und a; in K 3), konnen wir uns daher fragen, ob wir diese Vektoren immer
zu m linear unabhingigen Vektoren ergénzen konnen. Wie wir jetzt sehen werden, ist dies in der Tat
immer moglich — sogar mit Einheitsvektoren, und wiederum mit einem konstruktiven Verfahren.

Lemma 14.33 (Ergiinzung linear unabhingiger Vektoren). Es seien ay,...,a, € K™ linear un-
abhdingige Vektoren. Dann gibt es Einheitsvektoren ej,,... e, . € K™, so dass die m Vektoren
ayy...,an,€j, ..., €}, , linear unabhiingig sind.

Beweis. Wir setzen wieder A = (ay|--- |a,) € K™*"; nach Folgerung 14.30 (a) ist also kA = n.
Diesmal bringen wir A mit elementaren Spaltenumformungen auf eine Spaltenstufenform mit n
Stufen. Sind nun jy,..., j,—, die Nichtstufenzeilen dieser Spaltenstufenform, so konnen wir aus A
durch Hinzufiigen von Spalten mit den Einheitsvektoren ¢;j,,...,ej,_, €ine m X m-Matrix in Spal-
tenstufenform mit m Stufen erzeugen. Da diese Matrix dann Rang m hat, sind die m Vektoren
ai,...,an,€j,,...,ej, , damit nach Folgerung 14.30 (a) linear unabhingig. O

Beispiel 14.34. Wir hatten in Bemerkung 14.32 gesehen, dass die dort angegebenen Vektoren
ay,a; € R3 linear unabhingig sind. Wollen wir a; und a; durch Hinzunahme eines weiteren Vektors
zu drei linear unabhingigen Vektoren erginzen, bringen wir die Matrix A = (a | a2) wie in Lemma
14.33 auf Spaltenstufenform mit 2 Stufen:

—1 2\ _siss1 {1 2\ ;2051552 (1 | O
A=|-1 3| — 1 3 o 1 1
1 1 -1 1 -1 3

Da die dritte Zeile hierbei keine Stufenzeile ist, sind die Vektoren ay,a;,e3 linear unabhéngig.

Beachte, dass dies nicht die einzige Moglichkeit wire: In diesem Beispiel konnte man leicht nach-
rechnen, dass auch aj,as,e; und ay,as,e; linear unabhingig sind. Der Algorithmus aus Lemma
14.33 liefert nur eine mogliche Art, die gegebenen linear unabhéngigen Vektoren mit Einheitsvek-
toren zu maximal vielen linear unabhingigen Vektoren zu ergidnzen.



