14. Basen und Dimension 43

14. Basen und Dimension

Im letzten Kapitel haben wir in Lemma 13.11 viele Beispiele von Vektorrdumen konstruiert, indem
wir zu einer (endlichen) Familie B in einem gegebenen Vektorraum den davon erzeugten Unterraum
LinB gebildet haben. In der Tat haben sehr viele in der Praxis auftretende Vektorrdume die Eigen-
schaft, dass ihre Elemente als Linearkombinationen endlich vieler gegebener Vektoren geschrieben
werden konnen — z. B. alle Unterrdume von K" fiir beliebige n € N, wie wir in Bemerkung ?? noch
sehen werden. Wir wollen uns daher zur Vereinfachung oft auf solche gemif} der folgenden Defini-
tion endlich erzeugten Vektorrdaume beschrinken. Wie man auch ohne diese Bedingung auskommen
kann, werden wir kurz am Ende dieses Kapitels in Bemerkung ?? diskutieren.

Definition 14.1 (Erzeugendensysteme und endlich erzeugte Vektorrdume). Es sei V ein Vektorraum.

(a) Eine (endliche) Familie B = (xj,...,x,) von Vektoren in V heift ein Erzeugendensystem
von V, wenn LinB =V gilt, d.h. wenn es zu jedem x € V Skalare 4,,...,4, € K gibt mit
xX=Mx1 4+ + A,

(b) Der Vektorraum V heif3t endlich erzeugt, wenn er ein solches endliches Erzeugendensystem

besitzt.
Beispiel 14.2.
(a) Fir ein gegebenes n € N bilden die sogenannten Einheitsvektoren
1 0 0
0 1 0
er:=|.|,e=].],;e=|. eK"
0 0 1
ein Erzeugendensystem von K", denn jedes x € K" mit Komponenten xy,...,x, € K hat die
Form
X1
X2
X = . =xie1+---+x,e,.
Xn

Insbesondere ist K" damit ein endlich erzeugter Vektorraum.

(b) Fiir den Vektorraum R2 ist auch die Familie

=(()-(4))

ein Erzeugendensystem: Um dies zu zeigen, miissen wir zu jedem x € R? mit Komponenten
x1 und x, Skalare 41,4, € R finden mit

xi\ 1 1 X1=M+2
()Q)_l](l)_'_/lz(—l) < und xZZ)q—)Q.

Dieses Gleichungssystem ldsst sich aber leicht nach A; und A, auflésen; wir erhalten

_xi+x XX x1) _x+x (1 xX1—x2 (1
A= 5 und A, = 7 also (xz) 5 <l)+ > (_1).

(c¢) Fiir alle n € N ist die Familie B = (x°,...,x") aller Potenzfunktionen R — R, x — x' fiir
i =0,...,n (die wir hier kurz als x’ schreiben) ein Erzeugendensystem des Vektorraums
Pol,(R,R) aller reellen Polynome vom Grad héchstens n aus Beispiel 13.12 (c), denn jedes
solche Polynom ist nach Definition eine Linearkombination dieser Potenzfunktionen.
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Insbesondere ist Pol,(R,R) also endlich erzeugt. Der Vektorraum Pol(R,R) aller reellen
Polynome ohne Gradbeschrinkung ist dagegen nicht endlich erzeugt: In einer (endlichen)
Familie B von Polynomen in Pol(R,R) gibt es ndmlich zwangsliufig einen groRten auftre-
tenden Grad; Polynome in Pol(R,R) von hoherem Grad kénnen dann also nicht in LinB
liegen.

(d) Jedes Erzeugendensystem eines Vektorraums V bleibt natiirlich ein Erzeugendensystem von
V, wenn man beliebige Vektoren von V hinzufiigt. So ist z. B. nicht nur wie in (a) die Familie
der beiden Einheitsvektoren ein Erzeugendensystem von R?, sondern auch die Familie

#=((0) (1))

Diese Erweiterungsmoglichkeit mit beliebigen Vektoren kann Erzeugendensysteme natiirlich unno-
tig grofl machen. Wir sollten daher vor allem nach Erzeugendensystemen suchen, die keine iiber-
fliissigen Vektoren mehr beinhalten. In diesem Fall kann man dann anschaulich erwarten, dass die
Anzahl der Vektoren in einem Erzeugendensystem als ,,.Dimension* des Vektorraums interpretiert
werden kann — so wie in Beispiel 13.12 (a) ein einzelner Vektor eine (eindimensionale) Gerade
und in Bemerkung 13.6 (c) zwei Vektoren eine (zweidimensionale) Ebene aufgespannt haben. Das
Ziel dieses Kapitels ist es, diese Idee genau zu untersuchen und damit insbesondere auch den sehr
wichtigen Dimensionsbegriff mathematisch exakt einzufiihren.

14.A Lineare Unabhiingigkeit und Basen

In Beispiel 14.2 (d) haben wir schon einen Fall eines Erzeugendensystems B mit iiberfliissigen Vek-
toren gesehen, ndmlich

B= ((é) , (?) . (;)) fiir den Vektorraum V = R?.

Dass hier gar nicht alle drei Vektoren von B benétigt werden, um V' zu erzeugen, liegt einfach daran,
dass sich einer von ihnen schon als Linearkombination der beiden anderen darstellen ldsst: Es ist

()2 (3) ()

so dass wir diesen Vektor im Erzeugendensystem nicht benotigen. Alternativ konnten wir diese
Gleichung auch nach einem der anderen Vektoren auflosen und so sehen, dass man stattdessen auch
einen der anderen beiden Vektoren aus B weglassen konnte. Um hier keine Wahl treffen zu miissen,
nach welchem Vektor aufgelost werden soll, schreibt man die obige Gleichung aber in der Regel als

(o) (7)) - o)

also als eine Linearkombination des Nullvektors aus den gegebenen Vektoren. Um Erzeugendensys-
teme ohne iiberfliissige Vektoren zu finden, sollten wir also fordern, dass sie keine solchen Linear-
kombinationen des Nullvektors zulassen. Solche Erzeugendensysteme bezeichnet man als Basen:

Definition 14.3 (Basen). Es sei B = (xj,...,x,) eine Familie von Vektoren in einem Vektorraum V.

(a) Die Familie B heiBt linear abhéngig, wenn es eine Linearkombination Ajxq +- -+ A,x, =0
des Nullvektors gibt, in der mindestens ein A; ungleich 0 ist (man nennt dies auch eine nicht-
triviale Linearkombination des Nullvektors).

Ist das Gegenteil der Fall, folgt aus einer Linearkombination A;x; + - - - + A,,x,;, = 0 des Null-
vektors mit zundchst beliebigen A1,..., 4, € K also bereits, dass A} = --- = 4, = 0 gelten
muss, so heif3t B linear unabhéngig.

(b) Die Familie B heif3it eine Basis von V, wenn B ein linear unabhingiges Erzeugendensystem
von V ist.

Bemerkung 14.4. Es sei B = (x|,...,x,) eine Familie von Vektoren in einem Vektorraum V.



(@)

(b)
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Enthilt B den Nullvektor, d. h. gilt x; = O fiir ein i, so ist B in jedem Fall linear abhingig,
denn dann ist ja 1 - x; = O eine nicht-triviale Linearkombination des Nullvektors.

Ebenso ist B immer linear abhédngig, wenn die Familie einen Vektor mehrfach enthilt, also
wenn x; = x; fiir gewisse i # j gilt, da dann 1-x; — 1 -x; = 0 eine nicht-triviale Linearkom-
bination des Nullvektors ist.

Beispiel 14.5.

(a)

(b)

(©)

(d)

Das Erzeugendensystem B = (ey,...,e,) der Einheitsvektoren von K" aus Beispiel 14.2 (a)
ist linear unabhéngig, denn sind A, ...,A, € K mit
M
A
0=Aer+---+ e, = : )
A
so folgt daraus natiirlich sofort A; = --- = A, = 0. Damit ist B also eine Basis von K"; man

nennt sie die Standardbasis von K".

Als Spezialfall davon fiir n = 0 ist die leere Familie eine Basis des Nullvektorraums (siehe

Definition 13.5 (b)).
1 1
o= ((1)-(4))

Auch das Erzeugendensystem
von R? aus Beispiel 14.2 (b) ist linear unabhiingig und damit eine Basis von R?: Sind namlich

A1, A € R mit
1 1) _ (0 M+ =0
M<1)+M<—1)<o) < und A -4 =0,

so folgt aus diesem Gleichungssystem natiirlich sofort A = A, = 0.

Neben der Standardbasis aus (a) haben wir damit also noch eine weitere Basis von R? ge-
funden und sehen damit schon, dass Basen von Vektorrdumen nicht eindeutig bestimmt sind.
Allerdings werden wir in Folgerung ?? noch zeigen, dass alle Basen eines endlich erzeugten
Vektorraums zumindest gleich viele Elemente haben. Dass unsere gerade gefundene Basis B
genau wie die Standardbasis von R? aus zwei Vektoren besteht, ist also kein Zufall.

Ebenfalls in R? ist wie in der Einleitung zu diesem Abschnitt die Familie

w () ()-B)) v 2 () o)1) 0)

linear abhiingig, und damit auch keine Basis von R2.

Beachte aber, dass mit einer Rechnung analog zu (b) je zwei der drei Vektoren dieser Familie
B stets linear unabhingig sind. Die lineare Unabhéngigkeit einer Familie kann also nicht
iberpriift werden, indem man immer nur zwei ihrer Vektoren miteinander vergleicht!

Wir betrachten noch einmal den Vektorraum Pol, (R, R) aller reellen Polynome vom Grad
hochstens # mit dem Erzeugendensystem B = (x°,...,x") der Potenzfunktionen aus Bei-
spiel 14.2 (c). Da eine nicht-triviale Linearkombination dieser Potenzfunktionen nach dem
Koeffizientenvergleich aus Lemma 3.22 nie die Nullfunktion sein kann, ist dieses Erzeugen-
densystem auch linear unabhéngig, und damit eine Basis von Pol,(R,R).

Aufgabe 14.6. Untersuche die Familie B in den folgenden Fillen auf lineare Unabhédngigkeit im
Vektorraum V:

(a)

V=R3B= 201,15].(8

w
(@)}
O
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(b) V ein beliebiger Vektorraum; B = (x+y,x+z,y + z) fiir drei linear unabhéngige Vektoren
x7y e

(c) V= Abb(R\{0},R); B= (91, ®2, ¢3) mit
1 fallsx >0,

1
'R R 'R R - ‘R R
¢r: R\{0} =R, x—=x, ¢ R\{0} >R, x—= PR MO} =R, x> {O falls x < 0.

Aufgabe 14.7. Es seien n € Nog und (x1,...,x,) eine Basis eines Vektorraums V. Wir setzen

k
Vi i= in furallek=1,...,n.
i=1

4

Zeige, dass die Familie (yi,...,y,) dann ebenfalls eine Basis von V ist.

Oft ist die folgende dquivalente Umformulierung der Basiseigenschaft niitzlich:

Lemma und Definition 14.8 (Alternatives Kriterium fiir Basen). Eine Familie B = (x1,...,x,) von
Vektoren in einem Vektorraum V ist genau dann eine Basis von V, wenn es zu jedem Vektor x € V
eindeutig bestimmte Skalare A1, ..., A, € K gibt mit x = A1 x1 + - - - + AyXp.

In diesem Fall nennt man Ay, ..., A, die Koordinaten von x beziiglich B.
Beweis. Wir zeigen beide Richtungen der behaupteten Aquivalenz:

=" Es sei B eine Basis von V. Da B dann ein Erzeugendensystem von V ist, gibt es zu jedem
x €V Skalare A,..., A, mit x = A1x1 + -+ + A%,

Diese Koordinaten sind auch eindeutig bestimmt: Sind namlich py,..., 1, weitere Skalare
mit x = Ujx; + - - - + UpXy, SO gilt

x:zflxl'i‘""i‘)vnxn:N1x1+"'+“nxn = (Al_.ul)xl"""'f'(zfn_,un)xn:07
und damit folgt wegen der linearen Unabhéngigkeit von B sofort A; — u; = 0, also A; = y; fiir

allei=1,...,n.

»<=" Ist jeder Vektor in V eine Linearkombination der Vektoren aus B, so bedeutet dies natiirlich
LinB=V. AuBlerdem ist | = - -- = A,, = 0 nach Voraussetzung die einzige Moglichkeit, den
Nullvektor als Linearkombination A;x; + - -- + A,.x, zu schreiben. Damit ist B auch linear
unabhingig. O

Beispiel 14.9.

(a) Die Komponenten eines Vektors x € K" sind genau seine Koordinaten beziiglich der Stan-
dardbasis aus Beispiel 14.5 (a). Auch ohne Erwédhnung einer Basis werden wir sie daher in
Zukunft oft einfach seine Koordinaten nennen.

(b) Analog sind die Koeffizienten eines Polynoms in Pol,(R,R) gerade seine Koordinaten be-
ziiglich der Basis (x°,...,x") aus Beispiel 14.5 (d).

Bemerkung 14.10.
(a) Lemma 14.8 besagt anschaulich, dass wir einen Vektor in einem Vektorraum V bei gegebener
Basis B genauso gut auch durch den Vektor in K" seiner Koordinaten Ay,..., A, beziiglich B

beschreiben konnen. Wir werden dies in den Abschnitten ?? und ?? noch genau untersuchen.

(b) Um einen Vektor wie in (a) durch seine Koordinaten beziiglich einer Basis B beschreiben zu
konnen, ist es wichtig, dass wir Basen als Familien und nicht als Mengen definiert haben,
da die Elemente einer Menge keine vorgegebene Reihenfolge haben und wir somit bei einer
Menge B keine Moglichkeit hitten, die Koordinaten Ay, ..., A, eindeutig den Vektoren in B
zuzuordnen.



