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(1) Es seien U1, . . . ,Un Unterräume eines K-Vektorraums V mit V = U1 + · · ·+Un. Zeige, dass die fol-
genden Aussagen äquivalent sind:

(a) V =U1 ⊕·· ·⊕Un.

(b) Sind ui ∈Ui für i = 1, . . . ,n so dass u1 + · · ·+un = 0, so gilt bereits u1 = · · ·= un = 0.

(c) Ui ∩ (U1 + · · ·+Ui−1 +Ui+1 + · · ·+Un) = {0} für alle i = 1, . . . ,n.

(d) Ui ∩ (Ui+1 + · · ·+Un) = {0} für alle i = 1, . . . ,n−1.

(2) Die Spur einer quadratischen Matrix A = (ai, j)i, j ∈ Kn×n ist definiert als

SpurA :=
n

∑
i=1

ai,i ∈ K,

also als die Summe ihrer Diagonaleinträge. Man zeige:

(a) Für alle A,A′ ∈ Kn×n gilt Spur(AA′) = Spur(A′A).

(b) Sind V ein endlich erzeugter Vektorraum und f : V →V eine lineare Abbildung, so ist SpurAB,B
f

für jede Basis B von V die gleiche Zahl. Wir bezeichnen sie daher auch mit Spur f .

(c) Ist f : V →V wie in (b) und U := Im f , so ist Spur( f |U) = Spur f , wobei f |U : U →U, x 7→ f (x)
die Einschränkung von f auf U im Start- und Zielbereich bezeichnet.


