Andreas Gathmann und Oliver Bachtler Wintersemester 2024/25
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Grundlagen der Mathematik 1: Analysis — Blatt 9

Abgabe: Donnerstag, 9. Januar bis 16:00 Uhr

(a) Zeige durch direktes Nachpriifen der Definition, dass die Funktion f: [0,1] = R, x — /1 —x?
stetig ist.

(b) Zeige, dass die Funktion
X falls x € Q,

f01] = [0,1], x — {l—x falls x € R\Q

genau im Punkt a = % stetig ist.

(a) Esseien D C R, a € Dund f: D — R eine Funktion. Zeige, dass f genau dann in a stetig ist,
wenn f in a ,.linksseitig und rechtsseitig stetig* ist, also dass

lim f(x) = f(a) & limf(x) = f(a) und Jim £(x) = f(a).

(b) Beweise, dass jede bijektive, monoton wachsende Funktion f: [a,b] — [c,d] zwischen abge-
schlossenen reellen Intervallen stetig ist.

oo 2 oo
(a) Es sei |g| < 1. Berechne das Cauchy-Produkt ( Z q") , und damit den Wert der Reihe Z ng".

n=0 n=0
(b) Fiir alle n € N sei a, = % Zeige in diesem Fall, dass die Reihe Z a, zwar konvergiert, aber
n=0

dass ihr Cauchy-Produkt mit sich selbst
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divergiert.

Es sei f: R — R eine stetige Funktion, fiir die die Funktionalgleichung

Jx+y)=fx)+f(y)  firallex,yeR
gilt. Zeige, dass es ein a € R gibt mit f(x) = ax fiir alle x € R, d. h. dass f eine lineare Funktion ist.

(Hinweis: Zeige die Aussage zunéchst fiir alle x € N, dann fiir x € Z, dann fiir x € @, und schlie8lich
firx e R.)

Bleibt diese Aussage richtig, wenn man iiberall R durch C ersetzt?

Das Team der Analysis
wiinscht euch frohe Weihnachten
und einen guten Rutsch

ins neue Jahr!



