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5. Folgen und Grenzwerte

Nachdem wir die reellen Zahlen vollständig charakterisiert haben, wollen wir jetzt zur eigentlichen
Analysis kommen. Der zentrale Begriff ist dabei der des Grenzwerts, den ihr ja sicher in der Schule
schon in der einen oder anderen Form kennengelernt habt und den wir jetzt exakt einführen wollen.
Wir beginnen dabei mit Grenzwerten von Folgen, da sie für den Anfang einfacher sind als die später
auch noch wichtigen Grenzwerte von Funktionen.

5.A Grenzwerte von Folgen
Zur Untersuchung des Grenzwertbegriffs müssen wir als Erstes exakt definieren, was wir damit
meinen, dass sich eine (unendlich lange) Folge reeller Zahlen einem Wert beliebig genau annähert.

Definition 5.1 (Folgen und Grenzwerte).
(a) Eine Folge in einer Menge M ist eine Abbildung

N→ M, n 7→ an.

Man schreibt eine solche Folge als (an)n∈N, einfach nur als (an)n, oder durch Aufzählen
der Folgenglieder als (a0,a1,a2, . . .). Hin und wieder ist in der Literatur auch die noch wei-
ter verkürzte Schreibweise (an) zu finden, die wir hier allerdings nicht verwenden wollen,
um Verwechslungen der Folge (an)n mit einem zufällig eingeklammerten Folgenglied an zu
vermeiden.
Manchmal ist es bequem, Folgen nicht beim Index 0, sondern bei einem anderen Startindex
n0 ∈Z beginnen zu lassen – wenn man dies in der Notation deutlich machen möchte, schreibt
man derartige Folgen als (an)n≥n0 .
In diesem Kapitel werden wir nur den Fall M =R, also sogenannte reelle Folgen betrachten.
Wir werden daher oft nur von einer Folge sprechen und damit dann immer eine reelle Folge
meinen. Später werden wir auch noch andere Folgen kennenlernen, z. B. Folgen komplexer
Zahlen in Abschnitt ?? oder Folgen von Funktionen in Abschnitt ??.

(b) Eine Zahl a ∈ R heißt Grenzwert einer (reellen) Folge (an)n, wenn

∀ε ∈ R>0 ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 : |an −a|< ε.

Wir werden gleich in Lemma ?? sehen, dass eine Folge höchstens einen solchen Grenzwert
besitzen kann. Wenn ein solches a existiert, können wir also sagen, dass a der Grenzwert der
Folge (an)n ist. Man nennt die Folge in diesem Fall konvergent (gegen a) und schreibt dies
als

lim
n→∞

an = a

(die Bezeichnung kommt vom englischen Wort „limit“ bzw. dem lateinischen „limes“), oder
manchmal auch als an → a (für n → ∞). Existiert ein solcher Grenzwert nicht, so heißt die
Folge divergent.

Bemerkung 5.2 (Anschauliche Deutung des Grenzwertbegriffs). Um die Definition des Grenzwer-
tes in leicht verständliche Worte zu fassen, führen wir ein paar intuitive Notationen ein. Für a ∈ R
und ε ∈ R>0 heißt das offene Intervall

Uε(a) := {x ∈ R : |x−a|< ε}= (a− ε,a+ ε)

die ε-Umgebung von a. Die Grenzwertbedingung besagt nun genau, dass in jeder solchen ε-Um-
gebung von a – egal wie klein das ε gewählt ist – alle Folgenglieder ab einem gewissen n0 liegen,
wobei dieses n0 natürlich von dem gewählten ε abhängen darf. Im Beispielbild unten wäre das z. B.
für n0 = 3 der Fall, denn a3,a4,a5, . . . liegen alle in Uε(a).
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Man kann diese Tatsache auch so ausdrücken, dass in jeder ε-Umgebung alle bis auf endlich viele
Folgenglieder liegen müssen (nämlich alle bis auf evtl. a0, . . . ,an0−1). In der Analysis verwendet
man gerne den Buchstaben ε für eine kleine positive Zahl und die Sprechweise „fast alle“ für „alle
bis auf endlich viele“, und kann damit die Grenzwertbedingung auch in Worten formulieren:

Eine Zahl a ist genau dann Grenzwert einer Folge, wenn in jeder ε-Umgebung von a
fast alle Folgenglieder liegen.

Anschaulich bedeutet das natürlich einfach, dass sich die Folgenglieder immer mehr dem Grenzwert
annähern. Beachte auch, dass dies insbesondere bedeutet, dass das Abändern oder Weglassen endlich
vieler Folgenglieder nichts daran ändert, ob und gegen welchen Grenzwert eine Folge konvergiert.
Der Startindex einer Folge wie in Definition 5.1 (a) ist für ihre Konvergenz also irrelevant.

Beispiel 5.3. Hier sind ein paar sehr wichtige Beispiele von Grenzwerten:

(a) Es ist offensichtlich, dass eine konstante Folge, in der alle Folgenglieder den gleichen Wert
a ∈ R haben, gegen eben dieses a konvergiert, d. h. dass lim

n→∞
a = a gilt: Hier liegen ja sogar

alle Folgenglieder in jeder beliebigen ε-Umgebung von a.

(b) Wir behaupten, dass lim
n→∞

1
n = 0 gilt.

Um dies mit Hilfe der Definition 5.1 (b) zu beweisen, sei zunächst ein ε ∈ R>0 beliebig
vorgegeben; wir müssen zeigen, dass fast alle Glieder der Folge

( 1
n

)
n≥1 in der ε-Umgebung

von 0 liegen. Dies ist aber sehr einfach: Nach der archimedischen Ordnung von R wie in
Bemerkung 4.31 (a) gibt es ein n0 ∈ N mit 1

n0
< ε . Mit einem solchen n0 gilt dann für alle

n ≥ n0 ∣∣∣∣1
n
−0

∣∣∣∣= 1
n
≤ 1

n0
< ε,

wobei wir die Rechenregeln für Ungleichungen aus Lemma 4.16 verwendet haben. Fast alle
Folgenglieder, nämlich alle 1

n für n ≥ n0, liegen also in der ε-Umgebung von 0. Damit gilt
nach Definition lim

n→∞

1
n = 0.

Beachte, dass wir hierbei zu unserem ε gar kein konkretes n0 angegeben haben, das die
Grenzwertbedingung erfüllt. Wir hätten dies hier leicht tun können, z. B.

n0 :=
⌊

1
ε
+1

⌋
mit der Gaußklammer aus Bemerkung 4.34, denn dann ist n0 eine natürliche Zahl größer als
1
ε

, und damit wie oben 1
n0

< ε . Aber zur Überprüfung der Grenzwertbedingung ist es nicht
nötig, ein konkretes n0 anzugeben – erst recht nicht das kleinste (also „beste“) mögliche n0.
In der Tat wäre eine solche Bestimmung des kleinstmöglichen n0 für die allermeisten Folgen
auch sehr aufwendig oder sogar gar nicht praktisch durchführbar.

(c) (Geometrische Folge) Es sei q ∈ R mit |q|< 1; wir behaupten, dass dann lim
n→∞

qn = 0 gilt.

Für q= 0 ist dies natürlich klar, da wir dann eine ab dem ersten Glied konstante Folge haben.
Ansonsten sei wie in (b) wieder ε ∈ R>0 beliebig vorgegeben. Wir setzen x := 1

|q| −1, also

|q|= 1
1+x ; wegen |q|< 1 ist natürlich x > 0. Nach Bemerkung 4.31 (a) gibt es nun ein n0 ∈N
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mit 1
n0

< ε x. Es gilt dann für alle n ≥ n0

|qn −0|= |q|n (1)
=

1
(1+ x)n

(2)
≤ 1

1+nx
(mit x > 0 nach der Bernoulli-Ungleichung aus Satz 4.20)

(3)
<

1
nx

(wegen 1 > 0)

(4)
≤ 1

n0 x
(wegen n ≥ n0)

(5)
< ε,

(
wegen

1
n0

< ε x
)

woraus die Behauptung folgt.

Bemerkung 5.4 (Rückwärtsrechnen). Wenn ihr euch die Rechnung in Beispiel 5.3 (c) angeschaut
habt, werdet ihr vermutlich keine Probleme haben, sie nachzuvollziehen – aber euch sicher auch
fragen, wie ihr darauf jemals selbst hättet kommen sollen. Insbesondere die Festlegungen von x und
n0 vor Beginn der Rechnung fallen ja doch sehr vom Himmel.
Die Antwort hierauf ist einfach, dass ich den Beweis zunächst „rückwärts“ durchgeführt habe, bevor
ich angefangen habe, ihn aufzuschreiben. Ich habe also mit der Rechnung oben begonnen, bevor ich
wusste, was z. B. n0 später einmal sein würde, und mir etwa folgendes gedacht:

Okay, wir müssen sehen, dass |qn| für n → ∞ kleiner als das gegebene ε wird. Nehmen wir
der Einfachheit halber erst einmal q > 0 an, dann müssen wir also eine Ungleichungskette
qn < · · · < ε finden. Bisher wissen wir nichts darüber, wie sich Potenzen mit wachsendem
Exponenten verhalten . . . aber wir hatten die Bernoulli-Ungleichung (1+ x)n ≥ 1+ nx ge-
zeigt, die Potenzen durch lineare Funktionen abschätzen kann. Um die anwenden zu können,
könnten wir vielleicht q = 1+ x setzen? Nein, das hilft nicht, denn dann würde die Unglei-
chung qn = (1+ x)n ≥ 1+ nx ja in die falsche Richtung gehen. Also versuchen wir lieber
q = 1

1+x , das dreht „≥“ zu „≤“ um. Moment, gibt es so ein x überhaupt und erfüllt das die
Voraussetzungen der Bernoulli-Ungleichung? Ja, die Gleichung ist ja äquivalent zu x = 1

q −1,
und es ist q < 1, also x > 0, das passt. Damit haben wir die Schritte (1) und (2) oben.

Jetzt müssen wir also 1
1+nx weiter abschätzen und sehen, warum dieser Term gegen 0 geht.

Die 1 im Nenner stört. Wir könnten sicher auch mit ihr weiter rechnen, aber einfacher wäre
der Ausdruck ohne sie. Es ist ja auch 1

1+nx < 1
nx , d. h. die Abschätzung geht in die richtige

Richtung, und der neue Ausdruck 1
nx geht immer noch gegen 0. Also lassen wir die 1 in (3)

einfach weg. Wie wir jetzt weiter machen können, wissen wir aus Beispiel 5.3 (b): Ist nun
n ≥ n0 und 1

n0
< ε x, so erhalten wir in (4) und (5) die gewünschte Abschätzung.

Nachdem wir diese Überlegungen durchgeführt haben, können wir schließlich noch die Beträge
wieder einarbeiten und den Beweis dann so aufschreiben wie oben.
Beachte, dass es natürlich viele verschiedene Arten gibt, derartige Abschätzungen durchzuführen.
Aber nicht jede Abschätzung, die richtig ist, ist auch zielführend: So hätten wir z. B. in (3) oben auch
versuchen können, den Term nx wegzulassen und die Abschätzung mit 1

1+nx <
1
1 fortzusetzen. Diese

Ungleichung ist genauso richtig wie (3), aber der neue Ausdruck 1
1 = 1 geht offensichtlich mit n→∞

nicht mehr gegen 0, so dass wir die gewünschte Folgerung · · ·< ε jetzt nicht mehr erreichen können.
Man muss beim Abschätzen also stets einen geeigneten Mittelweg finden und aufpassen, dass man
weder zu wenig noch zu viel abschätzt. Dadurch erfordern derartige Rechnungen oft eine geschickte
und vielleicht nicht ganz offensichtliche Idee. Am Anfang ist das sicher ungewohnt, aber im Laufe
der Zeit werdet ihr ein gewisses Gefühl dafür entwickeln, welche Art von Abschätzung in welchen
Fällen sinnvoll sein könnte. Aber so oder so – für das reine Nachvollziehen einer Abschätzung, die
jemand anders gefunden hat (wie z. B. wenn ihr den Beweis in Beispiel 5.3 (c) lest und verstehen
wollt), sind solche Ideen natürlich nicht notwendig.
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