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0. Einleitung und Motivation

In diesem Skript — so verspricht es der Titel — wollen wir uns die Grundlagen der Mathematik
erarbeiten. Aber was ist das iiberhaupt, die ,,Grundlagen der Mathematik*“? Es handelt sich hierbei
um die Kombination zweier Themengebiete, die in der Tat das grundlegende Handwerkszeug fiir
nahezu die gesamte Mathematik darstellen, ndmlich

e der Analysis, d.h. der Untersuchung von Folgen und Grenzwerten, Stetigkeit, sowie der
Differential- und Integralrechnung (zunéchst in einer und im zweiten Semester dann auch in
mehreren Variablen), und

e der linearen Algebra, d.h. der Theorie der Vektorrdume, linearen Abbildungen und Glei-
chungssysteme.

Von beiden Gebieten habt ihr ja aus der Schule wahrscheinlich schon eine ungefdhre Vorstellung.
In der Analysis geht es grob gesagt darum, reelle Funktionen Iokal, also in der Umgebung eines
gewihlten Punktes, zu untersuchen, und aus diesen Untersuchungen dann wieder Aussagen iiber die
gesamte Funktion zuriickzugewinnen. Betrachten wir z. B. ein Auto, das sich entlang einer geraden
Strecke bewegt. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass die Position x des Autos nach der
Zeit t (in geeigneten Einheiten) durch die Gleichung x = ¢> beschrieben werden kann, so dass die
Bewegung durch die Kurve im folgenden Bild links dargestellt wird:

X x=1?

f t
1

Wir wollen diese Bewegung nun nur in einer kleinen Umgebung eines fest gewihlten Zeitpunkts,
z.B. des Zeitpunkts r = 1 (und damit auch x = 1) betrachten. Im Bild oben haben wir diese Umge-
bung grau markiert und in der Mitte stark vergroBert dargestellt. Wir sehen, dass die Kurve in dieser
Umgebung fast wie eine Gerade aussieht; wir haben diese Gerade gestrichelt eingezeichnet und im
Bild rechts auch auflerhalb der gewihlten Umgebung fortgesetzt. Geometrisch ist diese Gerade na-
tirlich einfach die Tangente an die Kurve an der Stelle r = 1. Physikalisch reprisentiert die Steigung
dieser Geraden die Geschwindigkeit des Autos zum betrachteten Zeitpunkt, denn sie gibt ja gerade
an, in welchem Verhiltnis sich dort die Strecke x mit der Zeit ¢ verindert. Aus der Schule wisst ihr
auch schon, wie man diese Steigung ausrechnet: Man muss dazu die gegebene Funktion > differen-
zieren — so dass man die Ableitung 2¢ erhilt — und dort die betrachtete Stelle # = 1 einsetzen. Die
Steigung ist in unserem Fall also gerade 2 - 1 = 2, und man rechnet sofort nach, dass x = 2t — 1 die
Gleichung der oben eingezeichneten Tangente ist. Man sagt, dass die Gerade x = 2t — 1 eine lineare
Approximation der urspriinglich gegebenen Funktion x = 7% im Punkt 7 = 1 ist.

Wir konnen aus der Kenntnis der zuriickgelegten Strecke zu jedem Zeitpunkt also die Geschwin-
digkeit des Autos durch Differenzieren bestimmen. Man kann sich natiirlich auch die umgekehrte
Frage stellen: Angenommen, der Kilometerzédhler eures Autos ist kaputt, aber ihr beobachtet auf
eurer Fahrt stindig eure Geschwindigkeit. Konnt ihr dann am Ende der Fahrt trotzdem ausrechnen,
wie weit ihr gefahren seid? Dies ist offensichtlich die ,,Umkehrung* des Differenzierens — und auch
hier wisst ihr aus der Schule natiirlich schon, dass dies auf die Integralrechnung fithren wird.
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In der Praxis bewegt man sich mit dem Auto aber nicht immer nur auf einer geraden Strecke, und
demzufolge braucht man fiir die Beschreibung solch einer Bewegung (und natiirlich auch vieler
anderer natiirlich auftretender Prozesse) mehrere Variablen. Wir werden daher auch Abbildungen
betrachten, die mehrere Variablen auf mehrere andere abbilden, wie z. B. die folgende Vorschrift,
die zwei reelle Zahlen y; und y, in Abhingigkeit von zwei anderen x| und x, ausdriickt:

V1 = 2x1 + X3 COSX]
ya=x1€2 —x;

Genau wie oben werden wir uns auch hier wieder die Frage stellen, ob wir diese (in diesem Fall recht
komplizierte) Funktion in der Nihe eines gegebenen Punktes nicht vielleicht durch eine einfache
lineare Abhingigkeit annidhern konnen. In der Tat ist dies moglich: Wir werden sehen, dass z. B. in
einer kleinen Umgebung des Nullpunkts (xj,x;) = (0,0) die obige Vorschrift niherungsweise die
gleichen Ergebnisse liefert wie das lineare Gleichungssystem

y1=2x1+x
Y2 =X1 —X2.

Auch wenn diese Gleichungen natiirlich viel einfacher als die urspriinglichen sind, sollte offensicht-
lich sein, dass auch solche linearen Gleichungssysteme bei wachsender Zahl von Variablen (und in
der Praxis sind Hunderte oder Tausende von Variablen keine Seltenheit) recht kompliziert werden
konnen. Wir werden daher einen wesentlichen Teil dieser Vorlesung mit der linearen Algebra, also
dem Studium derartiger linearer Gleichungssysteme, verbringen. Um dabei iiberhaupt erst einmal
den Notationsaufwand in Grenzen zu halten, tut man dabei gut daran, die Start- und Zielvariablen
nicht alle einzeln hinzuschreiben, sondern sie zu sogenannten Vektoren zusammenzufassen. In der
Tat kann man in dieser Sichtweise die lineare Algebra als das Studium von linearen Abbildungen
zwischen Vektorrdumen beschreiben.

Wenn wir dann die linearen Abbildungen zwischen mehreren Variablen gut genug verstanden ha-
ben, konnen wir uns im zweiten Teil der Analysis schlieBlich daran machen, die Differential- und
Integralrechnung auf den Fall von mehreren Variablen auszuweiten.

Wir haben damit jetzt relativ kurz umrissen, welcher mathematische Stoff uns in dieser Vorlesung
erwartet. Es wird in diesem Skript aber nicht nur darum gehen, mathematische Resultate kennen-
zulernen. Mindestens ebenso wichtig ist es, das ,,mathematische Denken‘ zu lernen, d.h. die Fa-
higkeit zu entwickeln, mit abstrakten Konzepten umzugehen, exakte logische Schliisse zu ziehen
und Beweise zu fithren. Anders als in der Schule oder im Studium z. B. ingenieurswissenschaftli-
cher Fiacher werden wir genau darauf achten, eine ,,wasserdichte* Theorie aufzubauen: Jeder neue
Begriff bzw. jeder neue Satz wird nur unter Verwendung des bisher Bekannten exakt definiert bzw.
bewiesen. So sind z. B. Formulierungen in dem Stil ,,eine Funktion wird durch eine Gerade ange-
nihert” oder ,,eine Funktion heifit stetig, wenn man sie zeichnen kann, ohne den Stift abzusetzen*
als Veranschaulichung unserer Ideen zwar sehr sinnvoll, als exakte mathematische Formulierung je-
doch schlichtweg unbrauchbar. Wir werden daher in dieser Vorlesung viel exakter arbeiten als ihr
es wahrscheinlich aus der Schule gewohnt seid, und es ist wichtig, dass ihr diese exakte Denkweise
verinnerlicht und anzuwenden lernt. Die Mathematik ist ein riesiges Gebdaude — viel grofler und kom-
plexer als ihr es euch wahrscheinlich im Moment vorstellen konnt — das stindig hoher gebaut wird,
indem schon bewiesene Sitze auf neue Fille angewendet oder wieder fiir neue Beweise verwendet
werden. Wir starten gerade beim Fundament dieses Gebédudes und konnen es uns da wirklich nicht
leisten herumzupfuschen.

Diese konsequent logische und exakte Herangehensweise ist zwar am Anfang wahrscheinlich un-
gewohnt, hat jedoch fiir euch auch einen Vorteil: Etwas iiberspitzt formuliert erzidhlen wir euch
wihrend des gesamten Studiums eigentlich nur Dinge, die logisch aus dem folgen, was ihr ohnehin
schon wusstet. Dadurch ist die Mathematik wahrscheinlich das Studienfach, in dem man am we-
nigsten auswendig lernen muss — in dem es aber im Gegenzug auch am meisten auf das Verstindnis
des Stoffes ankommt. Je besser euer Verstidndnis fiir die Mathematik wird, um so mehr Dinge wer-
den euch letztlich einfach ,klar werden, so dass es euch dann auch viel leichter fillt, sie zu lernen.
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Dieses Verstindnis fiir die Mathematik bekommt man aber natiirlich nur durch intensiven und akti-
ven Umgang mit dem Stoff, weswegen neben dem Studium der Vorlesung auch die Bearbeitung der
Ubungsaufgaben besonders wichtig ist.

Heift das alles nun, dass wir nur mit logischen Argumenten die Mathematik sozusagen ,,aus dem
Nichts* aufbauen konnen? Nein, das geht natiirlich nicht ... von nichts kommt nichts. Man muss am
Anfang immer gewisse Dinge als gegeben annehmen, also Aussagen als wahr voraussetzen, die man
nicht mehr beweist bzw. beweisen kann, und auf denen dann die gesamte Theorie beruht. Derartige
Annahmen bezeichnet man als Axiome. Natiirlich versucht man in der Mathematik, mit moglichst
wenigen und sehr elementaren Axiomen auszukommen, die hoffentlich niemand anzweifeln wiir-
de. In der modernen Mathematik ist es iiblich, hierfiir die grundlegenden Prinzipien der Logik und
Mengenlehre zu verwenden (zu denen wir auch gleich in Kapitel 1 Genaueres sagen werden).

In dieser Vorlesung wollen wir uns das Leben allerdings etwas leichter machen und zusétzlich auch
die Existenz und elementaren Eigenschaften der reellen Zahlen axiomatisch voraussetzen (um wel-
che Eigenschaften es sich hierbei handelt, werden wir natiirlich genau angeben). Man kann zwar nur
aus den Axiomen der Logik und Mengenlehre beweisen, dass die reellen Zahlen existieren und dass
sie die erwarteten Eigenschaften haben, der Beweis wire zu diesem frithen Zeitpunkt im Studium
aber sehr verwirrend und wiirde euch auch keine groBartigen neuen Erkenntnisse bringen. In diesem
Sinne starten wir also sozusagen doch nicht ganz beim Fundament unseres ,,Gebdudes Mathematik®,
sondern bereits im ersten Stock.

Im weiteren Verlauf ist dieses Skript dann wie im Inhaltsverzeichnis angegeben in mehrere Teile
gegliedert. Diese bauen der Reihe nach aufeinander auf, mit einer Ausnahme: Nach den in jedem Fall
benotigten grundlegenden Anfangskapiteln 1 bis 3 sind die Teile ,,Grundlagen der Mathematik 1:
Analysis®™ (Kapitel 4 bis 12) und ,,Grundlagen der Mathematik 1: Lineare Algebra“ (Kapitel ?? bis
??) unabhingig voneinander und konnen somit in beliebiger Reihenfolge oder auch parallel studiert
werden.

Aber jetzt genug der Vorrede ... beginnen wir nun also unser Studium der Mathematik mit den
,»Grundlagen der Grundlagen®, den fiir uns wesentlichen Prinzipien der Logik und Mengenlehre.
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1. Etwas Logik und Mengenlehre

Bevor wir mit dem eigentlichen Inhalt der Vorlesung beginnen, miissen wir in diesem Kapitel kurz
die exakte mathematische Sprache beschreiben, in der wir unsere Ergebnisse formulieren werden:
die der Logik und Mengenlehre. Zentral hierbei sind die Begriffe der Aussage (in der Logik) und
der Menge (in der Mengenlehre).

Da wir es hier mit den ersten beiden Begriffen {iberhaupt zu tun haben, die in der Mathematik vor-
kommen, konnen wir sie natiirlich nicht durch bereits bekannte Dinge definieren oder mit bereits
bekannten Resultaten ihre Eigenschaften herleiten. Wir miissen sie daher (wie schon in der Einlei-
tung erwihnt) axiomatisch voraussetzen. Wir miissen voraussetzen, dass es sinnvoll ist, iiber logische
Aussagen und deren Wahrheit zu reden, dass Mengen iiberhaupt existieren, dass man Mengen ver-
einigen und schneiden kann, aus ihnen Elemente auswihlen kann, und noch einiges mehr. Wenn
ihr euch zum Beispiel auf den Standpunkt stellt, dass ihr nicht an die Existenz von Mengen glaubt,
wird euch niemand widerlegen konnen. Allerdings zweifelt ihr damit dann auch die Existenz der ge-
samten Mathematik an, wie sie heutzutage betrieben wird — und aus der Tatsache, dass ihr in dieser
Vorlesung sitzt, schlieBe ich einmal, dass das nicht der Fall ist.

Gliicklicherweise sind die Dinge, die wir bendtigen, jedoch allesamt anschaulich sofort einleuchtend
und euch natiirlich aus der Schule auch schon hinldnglich bekannt. Ich mochte es euch (und mir) da-
her ersparen, an dieser Stelle eine vollstindige und prézise axiomatische Formulierung der Logik
und Mengenlehre hinzuschreiben, zumal das momentan sicher mehr verwirren als helfen wiirde und
aullerdem gerade im Bereich der Logik auch zu sehr in die Philosophie abdriften wiirde. Stattdessen
wollen wir uns hier damit begniigen, die fiir uns wichtigsten Prinzipien und Notationen sowie be-
liebte Fehlerquellen in verstdndlicher Sprache zu erklédren, auch wenn ein paar Dinge (insbesondere
die Begriffsfestlegung — ,,Definition” mochte ich es eigentlich gar nicht nennen — einer Aussage und
einer Menge) dadurch recht schwammig klingen werden. Auflerdem werden wir in Beispielen zur
besseren Verdeutlichung bereits hier die reellen Zahlen und ihre einfachsten Eigenschaften (die euch
sicherlich bekannt sein werden) benutzen, auch wenn wir diese erst spéter formalisieren werden. Da
es sicher niemanden von euch verwirren wird, werden wir auch die Schreibweise ,,x € R fiir ,,x ist
eine reelle Zahl*“ schon verwenden, bevor sie in den Notationen 1.12 und 1.14 offiziell eingefiihrt
wird.

1.A  Logik

Beginnen wir also mit der Logik. Unter einer Aussage verstehen wir (grob gesagt) ein sprachliches
Gebilde, das entweder wahr oder falsch ist (wobei wir in der Mathematik natiirlich letztlich daran
interessiert sind, wahre Aussagen herzuleiten). Wichtig sind auch solche sprachlichen Gebilde, in
denen freie Variablen, also Platzhalter, vorkommen, und die erst beim Einsetzen von Werten fiir
diese Variablen Aussagen liefern. Man bezeichnet sie als Aussageformen.

Beispiel 1.1.
(a) 14+ 1 =2isteine wahre, 1+ 1 = 3 eine falsche, und 1 + 1 iiberhaupt keine Aussage.

(b) x+ 1 =2 isteine Aussageform, die beim Einsetzen von x = 1 in eine wahre, beim Einsetzen
jeder anderen reellen Zahl in eine falsche Aussage iibergeht.

Bemerkung 1.2. Als Variablen in Aussageformen kann man beliebige Symbole benutzen. Ublich
sind neben den normalen lateinischen Klein- und Gro3buchstaben auch die griechischen Buchstaben,
die wir zur Erinnerung hier auflisten:
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A o B B ry A O E ¢ VANS H n 0 v
alpha beta gamma delta epsilon zeta eta theta
I1 K x A A M u N v E & O o nnz
iota kappa | lambda my ny xi omikron pi

Pp Y o T Y v D ¢ X x vy Q o
rho sigma tau ypsilon phi chi psi omega

Oft verziert man Buchstaben auch noch mit einem Symbol oder versieht sie mit einem Index, um
neue Variablen zu erhalten: So sind z.B. x,x', %, %,x1,x2,... alles Symbole fiir verschiedene Varia-
blen, die zunichst einmal nichts miteinander zu tun haben (aber tunlichst fiir irgendwie miteinander
zusammenhingende Objekte eingesetzt werden sollten, wenn man den Leser nicht vollends verwir-
ren will).

Notation 1.3 (Zusammengesetzte Aussagen). Sind A und B Aussagen, so lassen sich daraus wie
folgt neue bilden:

Symbol || Wahrheitstafel | Bedeutung
A w|f|w]|f
B w|w|f]|f
-A flw nicht A
AANB ||w| f | f | f|AundB
AVB ||w|w|w]| f | AoderB (oder beides): ,,nicht-ausschlieSendes Oder*
AsB|w| f | f|w]|AundB sind gleichbedeutend/ dquivalent, bzw. A genau dann, wenn B
A=B| w|w| f|w]|ausA folgt B, bzw. wenn A dann B

Die sogenannte Wahrheitstafel in den mittleren vier Spalten ist dabei die eigentliche Definition der
neuen zusammengesetzten Aussagen. Sie gibt in Abhéngigkeit der Wahrheit von A und B (in den
ersten beiden Zeilen) an, ob die zusammengesetzte Aussage wahr oder falsch ist.

Bemerkenswert ist hierbei wohl nur die Folgerungsaussage A = B, die keine Aussage iiber die Rich-
tigkeit von A oder B separat macht, sondern nur sagt, dass B wahr ist, wenn auch A es ist. Ist hingegen
A falsch, so ist die Folgerungsaussage A = B stets wahr (,,aus einer falschen Voraussetzung kann man
alles folgern®). Soistz.B.0 =1 = 2 = 3 eine wahre Aussage. In der Regel wollen wir uns in der
Mathematik aber natiirlich mit wahren Aussagen beschéftigen, und neue wahre Aussagen aus alten
herleiten. Gerade in Beweisen ist die iibliche Verwendung der Notation A = B daher, dass A eine
bereits als wahr erkannte Aussage ist, und wir damit nun schlieBen wollen, dass auch B wahr ist.

Bemerkung 1.4 (Beweise mit Wahrheitstafeln). Wollen wir kompliziertere zusammengesetzte Aus-
sagen miteinander vergleichen, so konnen wir dies auch mit Hilfe von Wahrheitstafeln tun. So ist fiir
zwei Aussagen A und B z. B.

A= B idquivalentzu (—A)VB,

denn wenn wir in der Wahrheitstafel

A w|f|w]|f
B wlw|f]|f
-A flw|f|w
(mA)VB||w|w|f|w

mit Hilfe der Definitionen von — und V aus Notation 1.3 zunéchst —A und dann (—A) V B berechnen,
sehen wir, dass das Ergebnis mit A = B iibereinstimmt. Nach der Bemerkung aus Notation 1.3 ist
dies auch anschaulich klar: Die Folgerungsaussage A = B ist ja genau dann wahr, wenn A falsch
(also = A wabhr) ist, oder wenn B wahr ist (oder beides).

Genauso zeigt man die ebenfalls einleuchtende Aussage, dass

A< B aquivalentzu (A= B) A (B=A)
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ist — was auch die iibliche Art ist, wie man eine Aquivalenz zeigt: Man zeigt separat die beiden
Folgerungen A = B und B = A.

Notation 1.5. Folgerungen (,,=) und Aquivalenzen (,,&) sind natiirlich zwei verschiedene Din-
ge, die man nicht durcheinanderwerfen darf (auch wenn das in der Schule wahrscheinlich manchmal
nicht so genau genommen wird). Es hat sich jedoch in der Mathematik eingebiirgert, bei Definitio-
nen von Begriffen durch eine dquivalente, definierende Eigenschaft die Sprechweise ,,wenn* anstatt
des eigentlich korrekten ,,genau dann, wenn* zu verwenden: So wiirde man z. B. als Definition des
Begriffs einer geraden Zahl hinschreiben

,,Eine ganze Zahl x heifit gerade, wenn ’2—‘ eine ganze Zahl ist®,
obwohl man genau genommen natiirlich meint

»Eine ganze Zahl x heift genau dann gerade, wenn 3 eine ganze Zahl ist*.
Eine gewohnliche Folgerungsaussage wie z. B. die wahre Aussage

»Wenn eine ganze Zahl x positiv ist, dann ist auch x + 1 positiv*

ist dagegen immer nur in einer Richtung zu verstehen; hier wird also nicht behauptet, dass mit x + 1
auch x immer positiv sein muss (was ja auch falsch wire).

Notation 1.6 (Quantoren). Ist A eine Aussageform, in der eine freie Variable x vorkommt — wir
schreiben dies dann auch als A(x) — so setzen wir

Symbol | Bedeutung
Vx:A(x) | fiir alle x gilt A(x)
Jx:A(x) | es gibt ein x mit A(x)

Die beiden Symbole V und 3 bezeichnet man als Quantoren. Beachte, dass diese beiden Quantoren
nicht miteinander vertauschbar sind: So besagt z. B. die Aussage

VxeRdJdyeR:y>x

,.zu jeder reellen Zahl x gibt es eine Zahl y, die groBer ist* (was offensichtlich wahr ist), wihrend die
Umkehrung der beiden Quantoren die Aussage

JyeRVxeR:y>x

s gibt eine reelle Zahl y, die groBer als jede reelle Zahl x ist* liefern wiirde (was ebenso offen-
sichtlich falsch ist). Der Unterschied besteht einfach darin, dass im ersten Fall zuerst das x gewéhlt
werden muss und dann ein y dazu existieren muss (das von x abhéngen darf), wihrend es im zweiten
Fall dasselbe y fiir alle x sein miisste.

Bemerkung 1.7. Jede Aussage ldsst sich natiirlich auf viele Arten aufschreiben, sowohl als deut-
scher Satz als auch als mathematische Formel. Die gerade eben betrachtete Aussage konnte man
z. B. auf die folgenden (absolut gleichwertigen) Arten aufschreiben:

(@ VxeRdyeR:y>ux.
(b) Esseix € R. Dann gibteseiny € R mity > x.

(c) Zu jeder reellen Zahl gibt es noch eine grofere.

Welche Variante man beim Aufschreiben wihlt, ist weitestgehend Geschmackssache. Die Formu-
lierung einer Aussage als deutscher Satz hat den Vorteil, dass wir sie oft leichter verstehen konnen,
weil wir die deutsche Sprache schon ldnger kennen als die mathematische. Wenn wir uns jedoch
erst einmal an die mathematische Sprache gewohnt haben, wird auch sie ihre Vorziige bekommen:
Sie ist deutlich kiirzer und besser logisch strukturiert. Wir werden im Folgenden beide Schreibwei-
sen mischen und jeweils diejenige wéhlen, mit der unsere Aussagen (hoffentlich) am einfachsten
verstdandlich werden.

Wenn wir mathematische Symbole verwenden, miissen wir diese aber auch stets in ihrer korrekten
Notation und nicht als ,,Abkiirzungen* fiir deutsche Worter verwenden: Man wiirde die Aussage
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,»2 und 4 sind gerade Zahlen* sicher niemals schreiben als ,,2 A4 sind gerade Zahlen®, und analog
genauso wenig ,.Es gilt n > 0 fiir alle n € N* als ,,Es giltn > 0 Vn € N*

Bemerkung 1.8 (Negationen). Es ist wichtig zu wissen, wie man von einer Aussage das Gegenteil,
also die ,,Verneinung* bildet. Da hierbei oft Fehler gemacht werden, wollen wir die allgemeinen Re-
geln hierfiir kurz auflisten (die man wie in Bemerkung 1.4 auch wieder schnell mit Wahrheitstafeln
zeigen konnte):
(a) =(—A) & A: Istes falsch, dass A falsch ist, so bedeutet dies genau, dass A wahr ist.
(b) = (AAB) < (—A)V (—B): Das Gegenteil von ,,A und B sind richtig* ist ,,A oder B ist falsch®.
() =(AVB) < (—A)A(—B): Das Gegenteil von ,,A oder B ist richtig* ist ,,A und B sind falsch*.
(d) = (Vx:A(x)) & Jx:—A(x): Das Gegenteil von ,fiir alle x gilt A(x)“ ist ,,es gibt ein x, fiir
das A(x) falsch ist*.
(e) = (Ix:A(x)) & Vx:—A(x): Das Gegenteil von ,.es gibt ein x, fiir das A(x) gilt“ ist , fiir alle
xist A(x) falsch®.

Man kann also sagen, dass eine Verneinung dazu fiihrt, dass ,,und* mit ,,oder* sowie ,,fiir alle” mit
,,es gibt™ vertauscht werden. So ist z. B. das Gegenteil der Aussage

,.In Frankfurt haben alle Haushalte Strom und flieBendes Wasser*
die Aussage
,In Frankfurt gibt es einen Haushalt, der keinen Strom oder kein flieBendes Wasser hat*.

Beispiel 1.9.

(a) Wollen wir eine Folgerung A = B verneinen, so konnen wir sie zunéchst mit Bemerkung
1.4 zu (—A) V B umformen, und erhalten nach Bemerkung 1.8 als Umkehrung dann A A —B.
Dies ist auch anschaulich einleuchtend: Die Folgerungsaussage ,,wenn A dann B* ist genau
dann falsch, wenn die Voraussetzung A zwar gilt, die Behauptung B aber nicht. Wir sehen
also:

Die Verneinung einer Folgerung A = B ist AA—B

(und nicht etwa A = — B, wie man vielleicht denken konnte).

(b) Eine oft vorkommende Anwendung der Regeln fiir die Verneinung von Aussagen ist der
sogenannte Widerspruchsbeweis bzw. Beweis durch Kontraposition. Nach Bemerkung
1.4 gesehen ist die Folgerung A = B (,,aus A folgt B*) gleichbedeutend mit (—A) V B. Damit
ist diese Aussage nach Bemerkung 1.8 (a) auch &quivalent zu (—(=B)) V (—A), also zu
—B = —A. Mit anderen Worten: Haben wir eine Schlussfolgerung A = B zu beweisen,
so koénnen wir genauso gut (—B) = (—A) zeigen, d.h. wir kénnen annehmen, dass die zu
zeigende Aussage B falsch ist und dies dann zu einem Widerspruch fiihren bzw. zeigen, dass
dann auch die Voraussetzung A falsch sein muss.

Beispiel 1.10. Hier sind zwei Beispiele fiir die Anwendung der Prinzipien aus Bemerkung 1.8 und
Beispiel 1.9 — und auch unsere ersten Beispiele dafiir, wie man Beweise von Aussagen exakt auf-
schreiben kann.

(a) Einen Beweis durch Widerspruch kénnte man z. B. so aufschreiben:
Behauptung: Fiir alle x € R gilt 2x+1 > 0 oder 2x—1 < 0.

Beweis: Angenommen, die Behauptung wére falsch, d. h. (nach Bemerkung 1.8
(c) und (d)) es gébe ein x € R mit

2x+1<0 (1) und 2%—1>0 (2).

Fiir dieses x wiirde dann folgen, dass

(1) (2)
0>2x+1=2x—142>0+2=2.
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Dies ist aber ein Widerspruch. Also war unsere Annahme falsch und somit die zu
beweisende Aussage richtig. O

Das dabei verwendete Symbol ,,[1* ist die iibliche Art, das Ende eines Beweises zu kenn-
zeichnen. Zur Verdeutlichung haben wir die beiden Ungleichungen mit (1) und (2) markiert,
um spéter angeben zu kdonnen, wo sie verwendet werden.

(b) Manchmal wei3 man von einer Aussage aufgrund der Aufgabenstellung zunidchst einmal
noch nicht, ob sie wahr oder falsch ist. In diesem Fall muss man sich dies natiirlich zuerst
iiberlegen — und, falls die Aussage falsch ist, ihre Negation beweisen. Als Beispiel dafiir
betrachten wir die Aufgabe

Man beweise oder widerlege: Fiir alle x € R gilt 2x+1 < 0 oder 2x—1 > 0.

In diesem Fall merkt man schnell, dass die Aussage falsch sein muss, weil die Ungleichungen
schon fiir den Fall x = 0 nicht stimmen. Man konnte als Losung der Aufgabe unter Beachtung
der Negationsregeln aus Bemerkung 1.8 also aufschreiben:

Behauptung: Die Aussage ist falsch, d.h. es gibt ein x € R mit 2x+ 1 > 0 und
2x—1<0.

Beweis: Firx=0ist2x+1=1>0und2x—1= -1 <0. O

Beachte, dass dies ein vollstindiger Beweis ist: Um eine allgemeine Aussage zu widerlegen,
gentigt es, ein Gegenbeispiel dafiir anzugeben.

Bemerkung 1.11. Bevor wir unsere kurze Auflistung der fiir uns wichtigen Prinzipien der Logik
beenden, wollen wir noch kurz auf ein paar generelle Dinge eingehen, die man beim Aufschreiben
mathematischer Beweise oder Rechnungen beachten muss.

Dass wir bei unseren logischen Argumenten sauber und exakt arbeiten — also z. B. nicht Folgerungen,
die keine Aquivalenzen sind, in der falschen Richtung verwenden, ,.fiir alle mit ,,es gibt™ verwech-
seln oder dhnliches — sollte sich von selbst verstehen. Die folgende kleine Geschichte hilft vielleicht
zu verstehen, was damit gemeint ist.

Ein Ingenieur, ein Physiker und ein Mathematiker fahren mit dem Zug nach Frankreich
und sehen dort aus dem Fenster des Zuges ein schwarzes Schaf.

Da sagt der Ingenieur: ,,Oh, in Frankreich sind die Schafe schwarz!*

Darauf der Physiker: ,,Nein ... wir wissen jetzt nur, dass es in Frankreich mindestens ein
schwarzes Schaf gibt.*

Der Mathematiker: ,,Nein ... wir wissen nur, dass es in Frankreich mindestens ein Schaf
gibt, das auf mindestens einer Seite schwarz ist.*

Es gibt aber noch einen weiteren sehr wichtigen Punkt, der leider oft nicht beachtet wird: In der
Regel werden wir beim Aufschreiben sowohl Aussagen notieren wollen, die wir erst noch zeigen
wollen (um schon einmal zu sagen, worauf wir hinaus wollen), als auch solche, von denen wir
bereits wissen, dass sie wahr sind (z. B. weil sie fiir die zu zeigende Behauptung als wahr vorausge-
setzt werden oder weil sie sich logisch aus irgendetwas bereits Bekanntem ergeben haben). Es sollte
offensichtlich sein, dass wir Aussagen mit derartig verschiedenen Bedeutungen fiir die Argumenta-
tionsstruktur nicht einfach kommentarlos nebeneinander schreiben diirfen, wenn noch jemand in der
Lage sein soll, die Argumente nachzuvollziehen. Betrachten wir z. B. noch einmal unseren Beweis
aus Beispiel 1.10 (a) oben, so wire eine Art des Aufschreibens in folgendem Stil (wie man es leider
oft sieht)

2x+1>0 oder 2x—1<0
2x+1<0 2x—1>0
0>2x+1=2x—14+2>04+2=2

vollig inakzeptabel, obwohl hier natiirlich letztlich die gleichen Aussagen stehen wie oben. Kurz
gesagt:
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Von jeder aufgeschriebenen Aussage muss fiir den Leser sofort und ohne eigenes
Nachdenken ersichtlich sein, welche Rolle sie in der Argumentationsstruktur spielt:
Ist es z. B. eine noch zu zeigende Behauptung, eine Annahme oder eine Folgerung
(und wenn ja, aus was)?

Dies bedeutet allerdings nicht, dass wir ganze Aufsitze schreiben miissen. Eine (schon recht platz-
optimierte) Art, den Beweis aus Beispiel 1.10 (a) aufzuschreiben, wire z. B.

Angenommen, es gibe einx € Rmit 2x+1 <0und 2x—1 > 0.

Dann wire 0 > 2x+1=2x— 142 > 0+ 2 =2, Widerspruch. U

1.B  Mengenlehre

Nachdem wir die wichtigsten Regeln der Logik behandelt haben, wenden wir uns jetzt der Men-
genlehre zu. Die gesamte moderne Mathematik basiert auf diesem Begriff der Menge, der ja auch
schon aus der Schule hinldnglich bekannt ist. Zur Beschreibung, was eine Menge ist, zitiert man
iiblicherweise die folgende Charakterisierung von Georg Cantor (1845—-1918):

,,Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterschiedenen Objek-
ten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen.*

Die in einer Menge zusammengefassten Objekte bezeichnet man als ihre Elemente.

Notation 1.12.
(a) Wir schreiben x € M, falls x ein Element der Menge M ist, und x ¢ M andernfalls.
(b) Die einfachste Art, eine Menge konkret anzugeben, besteht darin, ihre Elemente in ge-
schweiften Klammern aufzulisten, wobei es auf die Reihenfolge und Mehrfachnennungen

nicht ankommt. So sind z. B. {1,2,3} und {2,3, 1,3} zwei Schreibweisen fiir dieselbe Men-
ge mit den drei Elementen 1, 2 und 3.

Beachte, dass die Elemente einer Menge nicht unbedingt Zahlen sein miissen — so ist z. B.
M = {{2,3},{1,3}} eine Menge mit zwei Elementen, die selbst wieder Mengen sind, nim-
lich {2,3} und {1,3}. Mit der Notation aus (a) ist also z. B. {1,3} € M. Insbesondere ist M
nicht dasselbe wie die Menge {1,2,3}.

(c) Man kann die Elemente einer Menge auch durch eine beschreibende Eigenschaft angeben:
{x:A(x)} bezeichnet die Menge aller Objekte x, fiir die die Aussage A(x) wahr ist, wie z. B.
in{xeR:x>2=1}={-1,1}.

(d) Die Menge {} ohne Elemente, die sogenannte leere Menge, bezeichnen wir mit 0.

(e) Eine Menge M heiflit Teilmenge einer Menge N (geschrieben M C N), wenn jedes Element
von M auch Element von N ist, bzw. in der Quantorenschreibweise von Notation 1.6 wenn

Vx:xeM=x€eN.
Man sagt in diesem Fall auch, dass N eine Obermenge von M ist (geschrieben N D M).
Beachte, dass M und N dabei auch gleich sein konnen; in der Tat ist offensichtlich
M =N genaudann, wenn M CNund N C M.

Oft wird man eine Gleichheit M = N von Mengen auch so beweisen, dass man separat M C N
und N C M zeigt.

Wenn wir ausdriicken wollen, dass M eine Teilmenge von N und nicht gleich N ist, so schrei-
ben wir dies als M C N und sagen, dass M eine echte Teilmenge von N ist. Es ist wichtig,
dies von der Aussage M ¢ N zu unterscheiden, die bedeutet, dass M keine Teilmenge von N
ist.

Achtung: Manchmal wird in der Literatur das Symbol ,,C* fiir echte Teilmengen und ,,C*
fiir nicht notwendig echte Teilmengen verwendet.

01
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(f) Hat eine Menge M nur endlich viele Elemente, so nennt man M eine endliche Menge und
schreibt die Anzahl ihrer Elemente als |M|. Andernfalls setzt man formal [M| = eo.

Bemerkung 1.13 (Russellsches Paradoxon). Die oben gegebene Charakterisierung von Mengen von
Cantor ist aus mathematischer Sicht natiirlich sehr schwammig. In der Tat hat Bertrand Russell kurz
darauf bemerkt, dass sie sogar schnell zu Widerspriichen fiihrt. Er betrachtet dazu

M ={A:Aisteine Menge mitA ¢ A}, (*)

also ,,die Menge aller Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten®. Sicherlich ist es eine
merkwiirdige Vorstellung, dass eine Menge sich selbst als Element enthalten konnte — im Sinne von
Cantors Charakterisierung wire die Definition (x) aber zuldssig. Fragen wir uns nun allerdings, ob
sich die so konstruierte Menge M selbst als Element enthilt, so erhalten wir sofort einen Wider-
spruch: Wenn M € M gilt, so wiirde das nach der Definition (*) ja gerade bedeuten, dass M ¢ M ist
—und das wiederum, dass doch M € M ist. Man bezeichnet dies als das Russellsche Paradoxon.

Die Ursache fiir diesen Widerspruch ist, dass die Definition (x) riickbeziiglich ist: Wir wollen eine
neue Menge M konstruieren, verwenden dabei aber auf der rechten Seite der Definition alle Mengen,
also u. a. auch die Menge M, die wir gerade erst definieren wollen. Das ist in etwa so, als wiirdet
ihr im Beweis eines Satzes die Aussage des Satzes selbst verwenden — und das ist natiirlich nicht
zuldssig.

Man muss bei der Festlegung, was Mengen sind und wie man sie bilden kann, also eigentlich viel
genauer vorgehen, als es Cantor getan hat. Heutzutage verwendet man hierzu in der Regel das im
Jahre 1930 aufgestellte Axiomensystem von Zermelo und Fraenkel, das genau angibt, wie man aus
bekannten Mengen neue konstruieren darf: z. B. indem man sie schneidet oder vereinigt, oder aus
bereits bekannten Mengen Elemente mit einer bestimmten Eigenschaft auswihlt. Wir wollen dies
hier in dieser Vorlesung aber nicht weiter thematisieren und uns mit der naiven Mengencharakteri-
sierung von Cantor begniigen (sowie der Versicherung meinerseits, dass schon alles in Ordnung ist,
wenn wir neue Mengen immer nur aus alten konstruieren und keine riickbeziiglichen Definitionen
hinschreiben). Genaueres zum Zermelo-Fraenkel-Axiomensystem konnt ihr z. B. in [E, Kapitel 13]
nachlesen.

Notation 1.14 (Reelle Zahlen). Unser wichtigstes Beispiel fiir eine Menge ist die Menge der reellen
Zahlen, die wir mit R bezeichnen werden. Wir wollen die Existenz der reellen Zahlen in dieser
Vorlesung axiomatisch voraussetzen und begniigen uns daher an dieser Stelle damit zu sagen, dass
man sie sich als die Menge der Punkte auf einer Geraden (der ,,Zahlengeraden®) vorstellen kann.
Zusitzlich werden wir in den nichsten beiden Kapiteln die mathematischen Eigenschaften von R
exakt angeben (und ebenfalls axiomatisch voraussetzen) — und zwar geniigend viele Eigenschaften,
um R dadurch eindeutig zu charakterisieren.

Ich mochte hier noch einmal betonen, dass man die Existenz und die Eigenschaften der reellen
Zahlen eigentlich nicht voraussetzen miisste: Man kann das auch allein aus den Axiomen der Logik
und Mengenlehre herleiten! Dies wire jedoch relativ aufwendig und wiirde euch im Moment mehr
verwirren als helfen, daher wollen wir hier darauf verzichten. Wer sich trotzdem dafiir interessiert,
kann die Einzelheiten hierzu in [E, Kapitel 1 und 2] nachlesen.

Aufer den reellen Zahlen sind vor allem noch die folgenden Teilmengen von R wichtig:
(a) die Menge N=1{0,1,2,...} der natiirlichen Zahlen (Achtung: Es gibt Biicher, in denen die
0 nicht mit zu den natiirlichen Zahlen gezéhlt wird!);
(b) dieMengeZ ={...,—2,—1,0,1,2,...} der ganzen Zahlen;
(c) die Menge Q = {g : p,q € Z,q # 0} der rationalen Zahlen.
Offensichtlich sind diese Mengen ineinander enthalten: Es gilt N C Z C Q@ C R. Teilmengen von R,
die durch Ungleichungen gegeben sind, schreiben wir in der Regel, indem wir die Ungleichungs-

bedingung als Index an das Symbol R schreiben, z. B. Rx fiir die Menge {x € R : x > 0} aller
nicht-negativen Zahlen.

Notation 1.15. Sind M und N Mengen, so bezeichnen wir mit ...
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(@) MNN :={x:x€ Mundx € N} die Schnittmenge von M und N. Gilt M NN = 0, so sagen
wir, dass M und N disjunkt sind.

(b) MUN :={x:x € M oder x € N} die Vereinigungsmenge von M und N. Im Fall einer dis-
junkten Vereinigung mit M NN = () schreiben wir statt M UN auch M UN.

(¢) M\N :={x:x €M und x ¢ N} die Differenzmenge von M und N.

(d) M x N :={(x,y) : x € M,y € N} die Produktmenge bzw. das Produkt von M und N. Die
Schreibweise (x,y) steht hierbei fiir ein geordnetes Paar, d. h. einfach fiir die Angabe ei-
nes Elements aus M und eines aus N (wobei es auch im Fall M = N auf die Reihenfolge
ankommt, d. h. (x,y) ist genau dann gleich (x’,y’) wenn x =x' und y = y'). Im Fall M = N
schreibt man M x N = M x M auch als M?.

(e) P (M) :={A: A ist Teilmenge von M} die Potenzmenge von M.

Das Symbol ,,:=* bedeutet hierbei, dass der Ausdruck auf der linken Seite durch die rechte Seite
definiert wird. D1e Konstruktionen (a) bis (d) konnen durch die folgenden Bilder veranschaulicht

werden. Natiirlich sind sie auch fiir mehr als zwei Mengen moglich; aus der Schule kennt ihr zum
Beispiel sicher den Fall R* =R x R x R.

@@@

MNN MUN M xN

M

Die Potenzmenge (M) aller Teilmengen einer gegebenen Menge M ldsst sich dagegen nicht so
einfach durch ein Bild darstellen. Es ist z. B.

2({0,1}) = {0.{0},{1}.{0, 1} }.

Aufgabe 1.16. Wie lautet die Negation der folgenden Aussagen? Formuliere auf3erdem die Aussage
(a) in Worten (also analog zu (b)) sowie die Aussage (b) mit Quantoren und anderen mathematischen
Symbolen (also analog zu (a)).

(@ VneNdImeN:n=2m.
(b) Zwischen je zwei verschiedenen reellen Zahlen gibt es noch eine weitere reelle Zahl.
(c) Sind M,N,R Mengen mitR C N C M,soist M\ N C M\R.
Aufgabe 1.17. Es seien A, B, C Aussagen und M, N, R Mengen. Man zeige:
(@) AV(BAC) < (AVB)A(AVC)und AN (BVC) < (AAB)V(ANC).
(b) MU(NNR)=(MUN)N(MUR)und MN(NUR) = (MNN)U(MNR).
Aufgabe 1.18. Welche der fo}'genden Aussagen sind fiir beliebige gegebene x und M &dquivalent
zueinander? Zeige jeweils die Aquivalenz bzw. widerlege sie durch ein Gegenbeispiel.
(a) xeM b) {x}cM © {x}nM#£0
) {x}eM ) {x}\M=0 () M\{x} =0

Aufgabe 1.19. Man beweise oder widerlege: Fiir alle Mengen A C M und A’ C M’ gibt es Teilmen-
gen B und C von M sowie B’ und C’ von M’, so dass

(MxM)\(AxA)=BxB)J(CxC).

Konnt ihr die Aussage durch eine Skizze veranschaulichen?
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2. Relationen und Funktionen

Nachdem wir Mengen eingefiihrt haben, wollen wir nun auch mehrere von ihnen miteinander in
Beziehung setzen konnen. Das Grundkonzept hierfiir ist das einer Relation.

Definition 2.1 (Relationen). Es seien M und N zwei Mengen. Eine Relation zwischen M und N ist
eine Teilmenge R des Produkts M x N. Fiir x € M und y € N mit (x,y) € R sagen wir dann ,,x steht
(beziiglich R) in Relation zu y*“. Ist M = N, so nennen wir R auch eine Relation auf M.

Bemerkung 2.2. Um eine Relation R anzugeben, also eine Teilmenge R C M X N zu definieren,
miissen wir demzufolge einfach fiir alle Paare (x,y) mit x € M und y € N festlegen, ob (x,y) € R
gelten, also ob x in Relation zu y stehen soll.

Wie wir in diesem Kapitel sehen werden, werden Relationen in der Mathematik fiir sehr unterschied-
liche Konzepte verwendet — z. B. um Zahlen miteinander zu vergleichen wie in Beispiel 2.3, um eine
Menge auf eine andere abzubilden wie in Abschnitt 2.A, oder um die Elemente einer Menge nach
bestimmten Kriterien zu Klassen zusammenzufassen wie in Abschnitt 2.B. Dementsprechend sind
fiir die Aussage ,,x steht beziiglich R in Relation zu y* auch je nach Anwendung ganz unterschiedli-
che Notationen iiblich. Fiir allgemeine, nicht ndher spezifizierte Relationen schreibt man hierfiir oft
XRy.

Beispiel 2.3 (Kleiner-Relation). Fiir M = N = R betrachten wir die Relation
R={(x,y):x,y e Rmitx <y},

fiir die x also genau dann in Relation zu y steht, wenn x < y gilt. Man nennt R deshalb auch die
Kleiner-Relation auf R. Die Notation ,.x Ry aus Bemerkung 2.2 stimmt in diesem Fall also mit der
Schreibweise ,,x < y* liberein, wenn man die Relation R direkt mit dem Symbol ,,<* bezeichnet. In
der Tat ist es aus diesem Grund bei manchen Relationen iiblich, sie gleich mit Symbolen statt mit
Buchstaben zu benennen.

2.A Funktionen

Die mit Abstand wichtigsten Relationen sind ohne Zweifel die Funktionen, die ihr natiirlich bereits
hinlénglich aus der Schule kennt. Wir wollen sie hier nun exakt einfiihren und ihre ersten Eigen-
schaften untersuchen.

Definition 2.4 (Funktionen). Es seien M und N zwei Mengen.

(a) Eine Funktion oder Abbildung f von M nach N, geschrieben f: M — N, ist eine Relation
zwischen M und N, beziiglich der jedes Element x von M zu genau einem Element y von N
in Relation steht. Wir schreiben dies dann als x — y oder y = f(x) und sagen, y ist das Bild
von x unter f bzw. der Wert von f in x.

(b) Fir eine Funktion f: M — N bezeichnet man die Menge M als Definitionsmenge, Start-
menge oder Startraum von f. Die Menge N heif3t Zielmenge oder Zielraum von f.

Bemerkung 2.5.

(a) Um eine Funktion komplett festzulegen, miissen wir zuerst einmal den Start- und Zielraum
angeben, und dann schlieflich noch von jedem Element des Startraums sagen, auf welches
Element des Zielraums es abgebildet wird. In welcher Form wir diese Zuordnung angeben
— ob durch eine Formel, durch explizites Auflisten der Funktionswerte aller Elemente des
Startraums, oder irgendwie anders — spielt dabei keine Rolle. So sind z. B.

0 firx=0,

f:{0,1} R, x—2x% g {0,1} >R, x—2x>, h:{0,1} =R, x— }
2 firx=1
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trotz ihrer ganz verschieden aussehenden Vorschriften dieselbe Funktion, da alle drei den
gleichen Start- und Zielraum haben und aus den gleichen Zuordnungen 0 — O und 1 + 2
bestehen. Mit anderen Worten sind zwei Funktionen f,g: M — N also genau dann gleich,
wenn sie an jedem Punkt die gleichen Werte besitzen, also wenn gilt

VxeM: f(x)=g(x).

(b) Man sieht leider oft, dass eine Funktion f: M — N als f(x) geschrieben wird. Es ist wichtig
zu verstehen, dass diese Notation gemiB Definition 2.4 falsch ist: Mit f(x) wird der Wert
der Funktion f in einem Punkt x € M bezeichnet. Somit ist f(x) (fiir gegebenes x) ein Ele-
ment von N, und damit ein ganz anderes mathematisches Objekt als die Funktion selbst,
die wir nur mit f bezeichnen und die eine Relation zwischen M und N ist. Dies mag auf
den ersten Blick spitzfindig erscheinen — wir werden aber spéter noch oft Mengen sehen,
deren Elemente Funktionen sind, und dann ist es natiirlich wichtig, dies von der Menge ihrer
Funktionswerte zu unterscheiden.

Beispiel 2.6.

(a) Die Zuordnungen

x+1 fiurx<o0

1
TR—=-R, x— — und RS R x—
8
X X fiirx >0

sind in dieser Form keine zulidssigen Funktionsdefinitionen, weil im Fall von f der Zahl O
kein giiltiger Funktionswert zugeordnet wird und im Fall g fiir die Zahl 0 zwei (sich wider-
sprechende) Festlegungen des Funktionswertes gemacht werden. Dies lésst sich jedoch in
beiden Fillen leicht reparieren, z. B. indem man die Festlegungen abéndert in

1 1 firx<0
FIR0} =R, x—~  und g RoR, xms T <Y
X X flirx >0

(b) Zu jeder Menge M gibt es die identische Abbildung
idy: M —M, x+— x,

die jedes Element auf sich selbst abbildet.

(c) Ist f: M — N eine Abbildung und A C M eine Teilmenge des Startraums, so erhélt man
durch die Einschrinkung der Definitionsmenge von M auf A eine neue Abbildung, die wir
mit

flatA—= N, x— f(x)

bezeichnen und die die Einschrinkung von f auf A genannt wird. Genauso kann man na-
tiirlich auch die Zielmenge N auf eine Teilmenge B einschrinken, wenn f nur Werte in B
annimmt. Es ist iiblich, bei einer derartigen Einschrinkung der Zielmenge immer noch den
gleichen Namen fiir die Abbildung zu verwenden, also dann f: M — B zu schreiben (auch
wenn es sich dabei um eine andere Funktion als das urspriingliche f: M — N handelt).

Bemerkung 2.7 (Graph einer Abbildung). Zu einer Abbildung f: M — N heil}t die Menge
{(x,f(x)):xeM} CMxN

der Graph von f. Sind M und N Teilmengen von R, so ist dieser Graph also eine Teilmenge von
R2, und man kann ihn leicht zeichnen und dadurch die Abbildung veranschaulichen. Fiir die Abbil-
dungen aus Beispiel 2.6 (a) sieht dies z. B. so aus:
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Beachte, dass dieser Graph nach den Definitionen 2.1 und 2.4 eigentlich sogar genau das gleiche
ist wie die Funktion selbst, namlich die Teilmenge des Produkts M x N, die aus den Paaren (x,y)
besteht, fiir die x beziiglich f in Relation zu y steht, also y = f(x) gilt. Der Begriff des Graphen soll
hier also nur noch einmal deutlich machen, dass man sich die Funktion gerade wirklich als ein derart
»grafisches® Objekt vorstellt und nicht als eine ,,Zuordnung* von M nach N.

In der Definition 2.4 einer Abbildung f: M — N verlangen wir, dass jedem Element von M genau
ein Element von N zugeordnet wird. Wir fordern jedoch nicht auch umgekehrt, dass jedes Element
des Zielraums N das Bild von genau einem Element von M ist, oder dass es iiberhaupt als Bild eines
Elements von M auftritt. Abbildungen, die diese Eigenschaften dennoch besitzen, haben spezielle
Namen, die wir jetzt einfithren wollen.

Definition 2.8 (Eigenschaften von Abbildungen). Es sei f: M — N eine Abbildung.
(a) Isty € Nund x € M mit f(x) =y, so heiBt x ein Urbild von y unter f.
(b) Hatjedesy e N ...
(i) mindestens ein Urbild, so heilit f surjektiv.
In Quantoren bedeutet dies: Vy € N Ix € M: f(x) =y.
(ii) hochstens ein Urbild, so heifit f injektiv.

In Quantoren bedeutet dies: Vx1,x, € M: f(x1) = f(x2) = x1 =xp. (Also: Haben zwei
Elemente des Startraums das gleiche Bild, so miissen sie bereits dasselbe Element
sein.)

(iii) genau ein Urbild, ist f also surjektiv und injektiv, so heifit f bijektiv.

f f f
:>o o/: ° °

—— — . .

-« ——° *— . ° °

M N M N M N
surjektiv injektiv bijektiv

Beispiel 2.9. Betrachten wir noch einmal die Funktionen aus Beispiel 2.6 (a), so ist die Funktion f
nicht surjektiv (und damit auch nicht bijektiv), da das Element O des Zielraums kein Urbild hat. Sie
ist jedoch injektiv: Sind x1,x2 € R\{0} mit f(x1) = f(x2), also ;- = ., so folgt durch Multiplikation
mit xjxp sofort x; = xp.

Die Funktion g dagegen ist surjektiv: Eine Zahl y € R hat als Urbildx =y fiir y > 0, und x =y — 1
fiir y < 0. Sie ist allerdings nicht injektiv, denn es ist g(—1) = g(0) = 0.

Beachte, dass diese Eigenschaften auch an den Graphen in Bemerkung 2.7 ablesbar sind: Surjekti-
vitdt bzw. Injektivitit bedeuten gerade, dass jede horizontale Gerade auf der Hohe eines Wertes im
Zielraum den Funktionsgraphen in mindestens bzw. hochstens einem Punkt schneidet. Wichtig ist
auch, dass diese Eigenschaften von der Wahl des Start- und Zielraums abhéingen: So wird z.B. f
bijektiv, wenn man den Zielraum R durch R\{0} ersetzt, und g injektiv, wenn man den Startraum
auf R>¢ einschréinkt (in der Notation von Beispiel 2.6 (c) also g|[R<>0 betrachtet).



2. Relationen und Funktionen 17

Aufgabe 2.10. Wie viele Abbildungen gibt es zwischen den Mengen {1,2,3,4} und {1,2,3,4,5,6}?
Wie viele von ihnen sind injektiv?

Bilder und Urbilder unter Abbildungen betrachtet man oft auch von ganzen Mengen statt nur von
Punkten:

Definition 2.11 (Bild und Urbild von Mengen). Es sei f: M — N eine Abbildung.
(a) Fiir A C M heilit die Menge

fA) ={f(x):x€eA} CN
(also die Menge aller Bilder von Punkten in A) das Bild von A unter f. Die Menge (M)
nennt man auch das Bild von f.

(b) Ist B C N, so heiflt die Menge
f'B):={xeM:f(x)eB} M
(also die Menge aller Urbilder von Punkten in B) das Urbild von B unter f.
Bemerkung 2.12. Die Grundidee der Notation in Definition 2.11 (a) ist: Schreiben wir als Argument
einer Funktion f: M — N eine Teilmenge statt einem Element von M, so bedeutet dies, dass wir alle
Werte f(x) fiir x € M zusammen nehmen und diese wieder in einer Menge zusammenfassen. Diese

Schreibweise verwendet man auch oft, wenn die Funktion aus einer Rechenverkniipfung besteht,
wie z.B. in

N+t:={n+1:neN}={],3.3,...} oder 3Z:={3n:neZ}={..,—6,-3,0,3,6,...}.
Beispiel 2.13. Fiir die Funktion f: R\{0} > R, x — % aus Beispiel 2.6 (a) ist f(Rsg) = R>o und
7o} =o.

Beispiel 2.14. Zwischen den Konstruktionen von Bild und Urbild aus Definition 2.11 und den Men-
genoperationen aus Abschnitt 1.B gibt es sehr viele Beziehungen. Um einmal exemplarisch zu sehen,

wie derartige Beziehungen aussehen und bewiesen werden konnen, wollen wir nun zeigen, dass fiir
jede Abbildung f: M — N und zwei beliebige Teilmengen A, B C M stets

FA\f(B) C f(A\B) ©)
gilt.
Zum Beweis miissen wir zeigen, dass jedes Element der linken Menge auch in der rechten Menge
liegt. Es sei also y € f(A)\ f(B) beliebig. Insbesondere ist damit y € f(A), nach Definition 2.11 (a)
also y = f(x) fiir ein x € A. Wiirde nun auch x € B gelten, so hitten wir wegen y = f(x) auch y € f(B),
im Widerspruch zu y € f(A)\ f(B). Also ist x ¢ B, und damit x € A\B. Damit besagt y = f(x) aber
gerade y € f(A\B). Insgesamt haben wir somit die behauptete Teilmengenbeziehung (x) gezeigt.

Beachte allerdings, dass in (x) im Allgemeinen keine Gleichheit gilt: Fiir f: R — R, x — x> mit
A={-1,1}und B={—1}ist

FANF(B) ={1}\{1} =0, aber f(A\B)=f({1})={1}.

Aufgabe 2.15. Beweise die folgenden Teilmengenbeziehungen und untersuche jeweils, ob auch die
Gleichheit gilt.

(a) Fiir alle Mengen M,A, B gilt M\(AUB) C (M\A) N (M\B).
(b) Ist f: M — N eine Abbildung und A C N, soist f (f~'(A)) C A.
Aufgabe 2.16. Essei f: M — N eine Abbildung. Finde fiir das Symbol [J jeweils eine der Mengen-

beziehungen C, =, D, so dass die folgenden Aussagen wahr werden, und beweise die so entstandenen
Aussagen!

(@ f(A)Nf(B)O f(ANB) fiiralle A,B C M.
®) AN Y(B)O f~1(ANB) fiir alle A,B C N.

02
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Als Nichstes wollen wir nun die euch sicher bereits bekannte Verkettung, also die Hintereinander-
ausfithrung von Funktionen einfiithren.

Definition 2.17 (Verkettung von Funktionen). Es seien f: M — N und g: N — R zwei Abbildungen
(also so dass die Zielmenge von f gleich der Startmenge von g ist). Dann heif}t die Abbildung

gof:M—R, x—g(f(x))
die Verkettung von f und g.

Bemerkung 2.18. Bei der Verkettung zweier Funktionen kommt es natiirlich auf die Reihenfolge
an, allein schon weil in der Situation von Definition 2.17 in der Regel der Zielraum von g ja nicht
mit dem Startraum von f {ibereinstimmt und die ,,umgekehrte Verkettung® f o g damit gar nicht
definierbar wire. Beachte dabei, dass die Notation g o f lautet, obwohl wir zuerst f (von M nach N)
und dann g (von N nach R) anwenden — man liest g o f daher manchmal auch als ,,g nach f*. Diese
vielleicht etwas merkwiirdig erscheinende Notation kommt einfach daher, dass die Buchstaben in
der gleichen Reihenfolge stehen sollen wie bei der Abbildungsvorschrift x — g(f(x)).

Wir werden nun unser erstes Lemma beweisen — ,,Lemma“ ist griechisch und bedeutet eigentlich
~Annahme*, aber in der Mathematik wird dieser Begriff fiir einen Hilfssatz verwendet, also fiir
ein kleines Zwischenresultat, das vielleicht fiir sich genommen nicht iibermifig tiberraschend oder
interessant ist, aber das in spéteren Beweisen immer wieder niitzlich sein wird. In unserem momen-
tanen Fall geht es einfach darum, dass die Verkettung von Abbildungen assoziativ ist (siehe auch
Definition 3.1):

Lemma 2.19 (Assoziativitit der Verkettung). Sind f: M — N, g: N — Rund h: R — S drei Abbil-
dungen, so gilt ho (go f) = (hog)o f. (Man schreibt fiir diese Abbildung daher oft auch einfach
hogof.)

Beweis. Nach Definition 2.4 konnen wir die Gleichheit zweier Funktionen zeigen, indem wir fiir

jedes Element der Startmenge nachweisen, dass sein Bild unter beiden Funktionen iibereinstimmt.
Dies rechnen wir nun einfach durch wiederholtes Einsetzen von Definition 2.17 nach: Es gilt

(ho(gof))(x)=h((gof)(x))=h(g(f(x)))
und
((hog)o f)(x) = (hog)(f(x)) =h(g(f(x))).

Da diese beiden Ausdriicke iibereinstimmen, ist das Lemma bewiesen. O

Am Ende dieses Abschnitts wollen wir schlieBlich noch das Konzept von Umkehrfunktionen bijek-
tiver Funktionen einfiihren.

Definition 2.20 (Umkehrfunktionen). Es sei f: M — N eine bijektive Funktion. Dann heif3t
f~' N — M, y— das eindeutige Urbild von y unter f
die Umkehrfunktion bzw. Umkehrabbildung von f.

Bemerkung 2.21. Fiir die Umkehrfunktion f~! einer bijektiven Funktion f: M — N gilt nach Kon-
struktion offensichtlich f~' o f =idy und fo f~! =idy.
Gibt es umgekehrt zu einer Funktion f: M — N eine Abbildung g: N — M mit go f = idy; und
fog=idy, soist f bijektiv:
e f ist surjektiv: Ist y € N beliebig, so ist x := g(y) € M ein Urbild von y unter f, denn es ist
fx)=r(gl) =y
e fistinjektiv: Sind x,x; € M mit f(x;) = f(x2), so folgt durch Anwenden von g sofort auch
g(f(x1)) = g(f(x2)), und damit x; = x,.

Beispiel 2.22. Die Funktion f: R — R, x — x+ 1 ist bijektiv, und ihre Umkehrabbildung ist
'R =R, x— x— 1. In der Tat gilt nimlich fiir alle x € R

(Fof)@W =G+ ~1=x und (fof ) =(-1)+1=x
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Bemerkung 2.23 (Urbilder und Umkehrabbildungen). Beachte, dass wir das Urbild einer Menge
unter einer Abbildung f: M — N in Definition 2.11 (b) mit dem gleichen Symbol f~! bezeichnet
haben wie (im Fall einer bijektiven Abbildung) die Umkehrabbildung aus Definition 2.20. Das ist
vielleicht etwas ungliicklich gewihlt, aber in der Literatur so fest verankert, dass wir hier nicht davon
abweichen wollen. Bei genauem Hinschauen kann man aber auch immer feststellen, was gemeint ist:

Ist f: M — N eine Abbildung, so bezeichnet ...

..f~1(B) fiir eine Menge B C N das Urbild von B wie in Definition 2.11 (b); es
existiert fiir jede Abbildung f.

.. f~!(y) fiir ein Element y € B den Wert der Umkehrabbildung bei y wie in Defini-
tion 2.20; er existiert nur fiir bijektives f.

Letztlich hiangen diese beiden Notationen aber auch eng miteinander zusammen: Ist f bijektiv und ist
x € M mit f(x) =y, soist f~(y) = x (mit f~! im Sinne der Umkehrabbildung) und f~!({y}) = {x}
(mit f~! im Sinne des Urbildes).
Aufgabe 2.24.

(a) Untersuche die Abbildung f: Z — Z, x — 3x+ 2 auf Injektivitit und Surjektivitit.

(b) Untersuche die Abbildung f: R? — R?, (x,y) — (xy,x-+ 1) auf Injektivitit und Surjektivitit.

(c) Man zeige: Sind f: M — N und g: N — R surjektiv, so ist auch go f: M — R surjektiv.
Aufgabe 2.25. Es seien f: M — N und g: N — R bijektiv. Zeige, dass dann auch f~': N — M und
go f: M — R bijektiv sind.
Aufgabe 2.26. Man beweise oder widerlege:

(a) Sind f: M — Nund g: N — R zwei Abbildungen und ist g o f injektiv, so ist auch f injektiv.

(b) Sind f: M — Nund g: N — R zwei Abbildungen und ist g o f injektiv, so ist auch g injektiv.
Aufgabe 2.27. Es sei f: M — N eine Abbildung zwischen nicht-leeren Mengen. Man zeige:

(a) f ist genau dann surjektiv, wenn es eine Abbildung g: N — M gibt mit f o g = idy.

(b) f ist genau dann injektiv, wenn es eine Abbildung g: N — M gibt mit go f = idy,.
Aufgabe 2.28. Es sei f: M — N eine Abbildung zwischen zwei Mengen. Man beweise:

fistsurjektiv < fiiralle A,BC N mit f~'(A) = f!(B) gilt A = B.

2.B Aquivalenzrelationen

Am Anfang dieses Kapitels haben wir allgemeine Relationen eingefiihrt, als einzigen Spezialfall
davon aber bisher nur die Funktionen ausfiihrlicher betrachtet. Wir wollen daher nun noch einen
ganz anderen wichtigen Typ von Relationen studieren, die sogenannten Aquivalenzrelationen.

Angenommen, wir mochten eine Menge M untersuchen, die uns zunéchst einmal zu grof3 oder zu
kompliziert erscheint. Es gibt dann zwei prinzipiell verschiedene Moglichkeiten, wie man daraus
eine kleinere bzw. einfachere Menge machen kann:

o Wir konnen uns auf eine Teilmenge von M beschrinken — dann schlieBen wir allerdings
manche Elemente von M von unserer Untersuchung aus.

e Wir konnen zwar alle Elemente von M betrachten, aber manche von ihnen miteinander iden-
tifizieren bzw. zu Klassen zusammenfassen — d. h. sie als gleich bzw. ,,dquivalent ansehen,
wenn sie fiir das zu untersuchende Problem dhnliche Eigenschaften haben.

Diese zweite Idee der Identifizierung dhnlicher Elemente fiihrt zum Begriff der Aquivalenzrela-
tionen. Sie klingt vielleicht zunichst etwas abstrakt, ist euch aber sicher schon an vielen Stellen
begegnet. Hier sind zwei einfache Beispiele dafiir.
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Beispiel 2.29.

(a)

(b)

Eine analoge Uhr vereinfacht die recht grole Menge aller (vergangenen und zukiinftigen)
Zeitpunkte, die wir uns als Zeitachse M = R vorstellen konnen, indem sie nach jeweils 12
Stunden wieder dasselbe anzeigt. Sie identifiziert also zwei Zeitpunkte x,y € R (gemessen in
Stunden) miteinander, wenn x — y ein ganzzahliges Vielfaches von 12 ist. Dadurch ,,verklei-
nert” sie die urspriingliche Zeitachse auf ein gut iiberschaubares Intervall von 12 Stunden
— und wir alle wissen, dass uns ein Blick auf die Uhr in vielen Fillen ausreicht, wenn wir
den aktuellen Zeitpunkt wissen wollen, auch wenn uns das nichts tiber das Datum oder die
Tageszeit (vormittags oder nachmittags) sagt.

Als ,,mathematischeres* Beispiel konnen wir die Menge M aller Dreiecke in der Ebene R2
betrachten.

Bekanntlich heiBen zwei solche Dreiecke D, D’ € M zueinan-
der kongruent, wenn sie wie im Bild rechts durch eine Dre-
hung und / oder Verschiebung auseinander hervorgehen — wir

schreiben dies im Folgenden als D ~ D’. Zueinander kongru-

ente Dreiecke werden oft miteinander identifiziert, nimlich D \ D
immer dann, wenn es uns nur auf die Form bzw. Grofle der 4
Dreiecke, aber nicht auf ihre Lage in der Ebene ankommt.

Wenn wir z. B. sagen, dass die drei Seitenldngen ein Dreieck eindeutig bestimmen, dann
meinen wir damit in Wirklichkeit, dass sie das Dreieck bis auf Kongruenz eindeutig bestim-
men, also nur die Form und Gro3e festlegen, aber nicht die Lage des Dreiecks in R2. Formal
kann man dies so ausdriicken: zu einem Dreieck D nennt man

D:={D' eM:D ~ D},

also die Menge aller zu D kongruenten Dreiecke, die Kongruenzklasse von D. Die Menge
aller dieser Kongruenzklassen bezeichnen wir mit

M/~ = {D:DeM}.

Man kann dann z. B. sagen, dass die Seitenldngen eines Dreiecks ein eindeutiges Element
in M/ ~ bestimmen, also eine eindeutige Kongruenzklasse von Dreiecken festlegen — nicht
aber ein eindeutiges Element von M.

Mit der Idee dieser Beispiele im Kopf wollen wir nun den Begriff der Aquivalenzrelation exakt
definieren.

Definition 2.30 (Aquivalenzrelationen). Es sei ~ wie in Definition 2.1 eine Relation auf einer Men-
ge M. Wie in Bemerkung 2.2 schreiben wir x ~ y, wenn x und y beziiglich ~ in Relation stehen.

Man nennt ~ eine Aquivalenzrelation auf M, wenn die folgenden Eigenschaften gelten:

()
(b)
()

Reflexivitit: Fiir alle x € M gilt x ~ x.
Symmetrie: Sind x,y € M mit x ~ y, so gilt auch y ~ x.

Transitivitit: Sind x,y,z € M mit x ~ yund y ~ z, so gilt auch x ~ z.

In diesem Fall sagt man statt x ~ y auch, dass x (beziiglich dieser Relation) zu y dquivalent ist. Zu
x € M heifit dann die Menge

T:={yeM:y~x}

aller Elemente, die zu x dquivalent sind, die Aquivalenzklasse bzw. einfach Klasse von x; jedes
Element dieser Menge nennt man einen Reprisentanten dieser Klasse. Die Menge aller Aquiva-
lenzklassen schreiben wir als

M/~ = {x:x€M}.
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Beispiel 2.31.

(a) Das Beispiel 2.29 (a) einer analogen Uhr ldsst sich mathematisch exakt wie folgt definieren:
Auf M = R betrachten wir die Relation

x~y & esgibtein k € Z mitx—y = 12k. (%)
Dies ist in der Tat eine Aquivalenzrelation, denn fiir alle x,y,z € R gilt:
o Reflexivitit: Es gilt x —x=12-0= 12k mitk =0 € Z, also x ~ x.

o Symmetrie: Es gelte x ~ y, also x —y = 12k fiir ein k € Z. Durch Multiplikation mit
—1 folgt dann auch y —x = 12- (—k) = 12k’ mit K’ := —k € Z, und damit y ~ x.

o Transitivitit: Es gelte x ~ y und y ~ z, nach Definition der Relation also x —y = 12k
und y —z = 12k fiir gewisse k,k' € Z (beachte, dass der Wert von k in () von x
und y abhiingt und wir daher fiir die Differenz y — z eine neue Variable k" brauchen).
Durch Addition dieser beiden Gleichungen erhalten wir x —z = 12(k+ k") = 12k” mit
k" :=k+k €7Z,und damit x ~ z.

Die Aquivalenzklasse z. B. von 2 € R ist
2={xeR:x~2}={xeR:esgibteink € Zmitx—2 =12k} = {2+ 12k : k € Z},

also die Menge aller Zeitpunkte, zu denen die Uhr auf 2 steht. Jeder beliebige Zeitpunkt
x € R, zu dem die Uhr auf 2 steht, ist ein Reprisentant dieser Klasse, und die Menge M/ ~
entspricht allen moglichen Stidnden der Uhr.

(b) Die Kongruenz von Dreiecken aus Beispiel 2.29 (b) ist ebenfalls eine Aquivalenzrelation (es
ist offensichtlich, dass sie die Eigenschaften aus Definition 2.30 erfiillt). Die Aquivalenz—
klassen sind in diesem Fall genau die Kongruenzklassen.

(c) Die Kleiner-Relation auf R aus Beispiel 2.3, also die Relation, fiir die fiir x,y € R genau
dann x ~ y gilt, wenn x < y ist, ist keine Aquivalenzrelation, da sie weder reflexiv noch
symmetrisch ist.

Beachte, dass bei unseren Aquivalenzrelationen aus Beispiel 2.31 (a) und (b) jedes Element von M
in genau einer Aquivalenzklasse liegt: Zu jedem Zeitpunkt hat eine analoge Uhr genau einen Stand,
und jedes Dreieck in der Ebene liegt in genau einer Kongruenzklasse. Dies beschreibt genau unsere
Idee, dass wir die Elemente von M auf eine bestimmte Art zu Klassen zusammenfassen wollen. All-
gemein sind die Axiome einer Aquivalenzrelation aus Definition 2.30 anschaulich genau diejenigen,
die man braucht, damit die Relation sinnvoll eine solche Identifizierung von Elementen zu Klassen
beschreiben kann. Dies zeigt auch noch einmal der folgende zentrale Satz iiber Aquivalenzrelatio-
nen.

Satz 2.32 (Eigenschaften von Aquivalenzrelationen). Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer
Menge M.

(a) Fiir x,y € M gilt x ~y genau dann, wenn X =Y. (Zwei Elemente sind also genau dann
dquivalent zueinander, wenn sie die gleiche Aquivalenzklasse bestimmen.)

(b) Jedes Element x € M liegt in genau einer Aquivalenzklasse (nimlich in %). Insbesondere ist
M also die disjunkte Vereinigung aller Aquivalenzklassen. Man sagt dafiir auch, dass die
Agquivalenzklassen eine Partition von M bilden.

Beweis.

(a) Esseienx,y e M.

»=" Es gelte x ~ y. Ist dann z € M mit z € X, also z ~ x, so ist nach der Transitivitidt wegen
x ~ yauch z~y, also z € y. Damit gilt X C y. Da mit x ~ y wegen der Symmetrie aber

auch y ~ x gilt, folgt analog auch umgekehrt y C X, und somit insgesamt X = y.

»<=": Es sei nun X =3y. Wegen der Reflexivitit ist x ~ x, also x € X =, und damit x ~ y.
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(b) Wegen der Reflexivitt liegt natiirlich jedes x € M in seiner eigenen Aquivalenzklasse X. Ist
nun auch x € y fiir ein y € M, also x ~ y, so gilt nach (a) bereits y = X. Also liegt x in genau
einer Aquivalenzklasse von ~, nimlich in X. O

Aufgabe 2.33. Essei M = {n € Z: |n| <100} = {—100,—99,...,0,...,99,100}. Welche der fol-
genden Relationen sind Aquivalenzrelationen auf M? Gib im Fall einer Aquivalenzrelation auerdem
die Aquivalenzklasse —34 explizit an.

(@) x~y & esgibteinn € Z mitx =2"y.
(b) x~y = xy>0.

Aufgabe 2.34. Welche der folgenden Relationen sind Aquivalenzrelationen auf R?? Im Fall einer
Aquivalenzrelation berechne und skizziere man auBerdem die Aquivalenzklassen von (0,1) € R?
und (1,1) € R,

@) (x,y) ~ (¥,y) = esgibtein a € R\{0} mit x = a’x’ und y = ay’;

() (x,y) ~(¥,y) & esgibteina € R\{0} mitx=ay’ und y = ax’.
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3. Erste Eigenschaften der reellen Zahlen

In Notation 1.14 haben wir bereits die reellen Zahlen R als ,,Menge der Punkte auf einer Geraden*
eingefiihrt. Man kann aber natiirlich noch viel mehr Dinge mit den reellen Zahlen tun als sie als
eine einfache Punktmenge zu betrachten: Man kann sie addieren, multiplizieren, die Grée von zwei
Zahlen miteinander vergleichen, und noch einiges mehr. Wir wollen die Eigenschaften der reellen
Zahlen in diesem und dem néchsten Kapitel exakt formalisieren, damit wir danach genau wissen,
welche Eigenschaften von R wir in dieser Vorlesung axiomatisch voraussetzen. In der Tat werden
diese Eigenschaften letztlich sogar ausreichen, um die reellen Zahlen eindeutig zu charakterisieren.
Wir beginnen in diesem Kapitel aber zunichst einmal nur mit den ,,Grundrechenarten®, also mit der
Addition und der Multiplikation sowie ihren Umkehrungen, der Subtraktion und Division.

3.A Gruppen und Korper

Die Eigenschaften von Verkniipfungen wie der Addition oder Multiplikation reeller Zahlen werden
mathematisch durch die Begriffe einer Gruppe bzw. eines Korpers beschrieben, die wir jetzt einfiih-
ren wollen.

Definition 3.1 (Gruppen). Eine Gruppe ist eine Menge G zusammen mit einer ,, Verkniipfung®, d. h.
einer Abbildung
x: GXG— G, (x,y) = x*Y,

so dass die folgenden Eigenschaften (auch Gruppenaxiome genannt) gelten:
(a) (Assoziativitit) Fiir alle x,y,z € G gilt (x*y) *z = x* (y*z). Man schreibt diesen Ausdruck
dann in der Regel auch einfach als x *y x z, weil die Reihenfolge der Klammerung ja egal ist.

(b) (Existenz eines neutralen Elements) Es gibt ein e € G, fiir das exx =xxe =xfirallex € G
gilt. Man nennt ein solches e ein neutrales Element, und verlangt davon zusitzlich:

(c) (Existenz von inversen Elementen) Fiir alle x € G gibtes ein X’ € G mit X’ xx = xxx’' = e.
Man nennt x’ dann ein inverses Element zu x.

Wir bezeichnen eine solche Gruppe mit (G, *). Wenn aus dem Zusammenhang klar ist, welche Ver-
kniipfung gemeint ist, schreiben wir oft auch einfach nur G fiir die Gruppe.

Gilt zusétzlich zu den obigen Eigenschaften noch
(d) (Kommutativitit) x«y = y«x fiir alle x,y € G,
so heiBit (G, *) eine kommutative oder abelsche Gruppe.

Bemerkung 3.2. Manchmal wird in der Definition einer Gruppe in Teil (b) lediglich e *x x = x und
in Teil (c) lediglich x’ x x = e gefordert (man spricht dann auch von einem linksneutralen bzw.
linksinversen Element). Man kann jedoch unter Verwendung der iibrigen Gruppenaxiome zeigen,
dass in diesem Fall automatisch auch x* e = x und x *x’ = e gelten muss, also dass linksneutrale
Elemente bereits immer neutrale und linksinverse Elemente immer inverse Elemente sind [G, Satz
1.7]. Die beiden Varianten der Definition einer Gruppe stimmen also letztlich {iberein.

Beispiel 3.3.

(a) (R,+) ist eine abelsche Gruppe, denn die Addition ist (wie wir axiomatisch voraussetzen
werden) eine Verkniipfung auf R mit den Eigenschaften:

o (x+y)+z=x+(y+z) firalle x,y,z € R;
e 0 € R ist ein neutrales Element, denn 0 +x = x + 0 = x fiir alle x € R;

e zujedem x € R ist —x € R ein inverses Element, denn (—x) +x =x+ (—x) =0;
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(b)
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o x+y=y+xfirallex,yeR.

Auf die gleiche Art sind auch (Q,+) und (Z,+) abelsche Gruppen, jedoch nicht (N, +):
Hier existiert zwar noch ein neutrales Element O, aber die Zahl 1 € N hat kein Inverses mehr,
denn es gibt kein x € Nmitx+1 =0.

(R, -) ist keine Gruppe: Die Multiplikation ist zwar assoziativ und kommutativ und hat das
neutrale Element 1, aber die Zahl 0 hat kein Inverses — denn dies miisste ja eine Zahl x € R
sein mitx-0=1.

Nimmt man jedoch die 0 aus R heraus, so erhilt man mit (R\{0}, -) wieder eine abelsche
Gruppe, bei der das neutrale Element 1 und das zu einem x inverse Element % ist. Genauso
funktioniert dies fiir (Q\{0}, - ), aber z. B. nicht fiir (Z\{0}, -): Hier gibt es zwar noch ein
neutrales Element 1, aber die Zahl 2 € Z\{0} hat kein Inverses mehr, denn es gibt kein
x€Z\{0} mit2-x=1.

Hier ist noch ein Beispiel von einem ganz anderen Typ: Es sei M eine beliebige Menge
und G = {f: M — M bijektiv} die Menge aller bijektiven Abbildungen von M nach M. Da
die Verkettung bijektiver Abbildungen nach Aufgabe 2.25 wieder bijektiv ist, definiert sie
eine Verkniipfung auf G. In der Tat wird G damit zu einer Gruppe, denn die Verkettung ist
assoziativ nach Lemma 2.19, die Identitét idy, ist ein neutrales Element, und zu einem f € G
ist die Umkehrabbildung £~ aus Definition 2.20 ein inverses Element: Sie ist nach Aufgabe
2.25 selbst wieder bijektiv (also in G) und erfiillt f~' o f = fo f~! = idy; nach Bemerkung
2.21. Im Allgemeinen ist diese Gruppe jedoch nicht kommutativ.

Wir wollen nun ein paar einfache Eigenschaften von Gruppen beweisen, u. a. dass die in Definition
3.1 geforderten neutralen und inversen Elemente eindeutig sind und wir daher in Zukunft auch von
dem neutralen und dem zu einem gegebenen Element inversen Element sprechen konnen.

Lemma 3.4 (Eigenschaften von Gruppen). Es seien (G,x*) eine Gruppe und x,y € G.

Beweis.

(@)
(b)
()
(d)

(a)

(b)

Es gibt genau ein neutrales Element (wie in Definition 3.1 (b)).
Es gibt genau ein inverses Element zu x (wie in Definition 3.1 (c)).
Sind x' und y' die inversen Elemente zu x bzw. y, so ist y' xx' das inverse Element zu x * .

Ist X' das inverse Element zu x, so ist x das inverse Element zu X' (,,das Inverse des Inversen
ist wieder das Ausgangselement ).

Sind e und é neutrale Elemente, so folgt

e=2¢xe (denn ¢ ist ein neutrales Element)

é (denn e ist ein neutrales Element).

Sind x’ und ¥ inverse Elemente zu x, so gilt
X =exx (e neutrales Element)
= (¥ *x)*x’ (¥ ist ein inverses Element zu x)
=% x(xxx') (Assoziativitiit)
=i xe (&' ist ein inverses Element zu x)

=i (e neutrales Element).

(c) Es gilt

(V*x ) x(xxy) =y x (X xx)xy =y xexy=yxy=e

und analog auch (x*y) x (y' xx’) = e. Damit ist y’ xx” das inverse Element zu x xy.

(d) Die Gleichung x’ % x = x*x’ = e besagt direkt, dass x das inverse Element zu x’ ist. O
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Wie wir in Beispiel 3.3 (a) und (b) gesehen haben, erlauben die reellen Zahlen zwei grundle-
gende Gruppenstrukturen: die Addition und (nach Herausnahme der 0) die Multiplikation. Diese
beiden Strukturen sind jedoch nicht unabhingig voneinander, da sie durch das Distributivgesetz
(x+y)-z=xz+yz fiir alle x, y,z € R miteinander verbunden sind. Eine derartige Kombination zwei-
er Gruppenstrukturen bezeichnet man als einen Korper.

Definition 3.5 (Korper). Ein Korper ist eine Menge K zusammen mit zwei Verkniipfungen
+: KxK— K (genannt Addition) und -: KxK — K (genannt Multiplikation),
so dass die folgenden Eigenschaften (auch Korperaxiome genannt) gelten:

(a) (K,+) ist eine abelsche Gruppe. Wir bezeichnen ihr neutrales Element mit O und das zu
einem x € K inverse Element mit —x.

(b) (K\{0}, -) ist ebenfalls eine abelsche Gruppe. Wir bezeichnen ihr neutrales Element mit 1
1

und das zu einem x € K\{0} inverse Element mit x~'.
(c) (Distributivitit) Fiir alle x,y,z € K gilt (x+y)-z= (x-2) + (y-2).

Mit dieser Definition wollen wir nun also axiomatisch voraussetzen:

\ R ist ein Korper. \

Um Verwirrungen zu vermeiden, werden wir die beiden Verkniipfungen in einem Korper immer mit
den Symbolen ,,+“ und ,,- “ bezeichnen. Ebenso werden wir (wie ihr es natiirlich gewohnt seid) ver-
einbaren, dass man den Punkt bei der Multiplikation auch weglassen darf und bei ungeklammerten
Ausdriicken zuerst die Multiplikationen und dann die Additionen ausgefiihrt werden, so dass man
also z. B. die Distributivitit aus Definition 3.5 (c) auch als (x+y) z = xz+ yz schreiben kann.

Es ist jedoch wichtig zu verstehen, dass wir ab jetzt nicht mehr voraussetzen werden, dass Addition
und Multiplikation in einem Korper wie z. B. R genau die Verkniipfungen sind, ,,an die man als
Erstes denken wiirde* — was auch immer das heilen mag. Stattdessen sind es einfach irgendwelche
zwei Verkniipfungen, die die Eigenschaften aus Definition 3.5 haben. Unsere zukiinftigen Beweise
tiber Korper wie z. B. R miissen wir also ausschlieBlich auf diesen Eigenschaften aufbauen.

Dieser axiomatische Zugang hat zwei Vorteile:

e Zum einen wissen wir dadurch genau, welche Eigenschaften der Grundrechenarten auf den
reellen Zahlen wir eigentlich voraussetzen. Es sollte schlielich klar sein, dass wir eine ex-
akte Mathematik nicht auf einer anschaulichen Vorstellung von R aufbauen konnen. Solltet
ihr euch also z. B. spiter einmal dafiir interessieren, wie man die Existenz der reellen Zah-
len beweisen kann, so wiisstet ihr dann genau, was eigentlich zu beweisen ist: namlich die
Existenz einer Menge mit genau den Eigenschaften, die wir jetzt axiomatisch voraussetzen.

e Zum anderen werdet ihr im Laufe eures Studiums noch viele weitere Korper kennenlernen,
z.B. in Kapitel 6 den sehr wichtigen Korper der komplexen Zahlen. Alle Resultate, die nur
auf den Korperaxiomen aufbauen, iibertragen sich dann also sofort auf diese neuen Fille,
ohne dass man sich dariiber noch einmal neu Gedanken machen muss.

Beispiel 3.6.

(a) Neben R ist auch Q (mit den gleichen Verkniipfungen wie auf R) ein Korper. Die ganzen
Zahlen Z bilden mit diesen Verkniipfungen jedoch keinen Korper, da (Z\{0}, -) nach Bei-
spiel 3.3 (b) keine Gruppe ist. Ebenso ist N mit diesen Verkniipfungen kein Korper, da hier
nach Beispiel 3.3 (a) bereits die Addition keine Gruppenstruktur liefert.

(b) Hier ist ein Beispiel fiir einen Korper, der sich ganz anders verhilt als R und Q. Wir definie-
ren auf der Menge K = {g,u} zwei Verkniipfungen durch die folgenden Tabellen.

+18 u
8|8
u u

< 00| T

8
u und glg
8 ul|g
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Die Idee dieser Verkniipfungen ist, dass g fiir gerade und u fiir ungerade ganze Zahlen steht.
So haben wir in der Tabelle z. B. g + u als u definiert, weil die Addition einer geraden und
einer ungeraden Zahl eine ungerade Zahl ergibt.

Man kann zeigen, dass K mit diesen beiden Verkniipfungen einen Korper bildet. Er wird
in der Literatur mit Z; bezeichnet, da seine Elemente die Reste ganzer Zahlen bei Division
durch 2 beschreiben. Um zu beweisen, dass Z, ein Korper ist, konnte man z. B. einfach die
geforderten Eigenschaften fiir alle Elemente — es gibt ja nur zwei — explizit nachpriifen. In
der Vorlesung ,,Algebraische Strukturen® zeigt man allerdings, dass man die Korperaxiome
hier auch viel eleganter direkt aus den Eigenschaften von Z folgern kann [G, Satz 7.10]. Wir
wollen uns hier damit begniigen, die neutralen und inversen Elemente anzugeben:

e Das additive neutrale Element ist g, wie man leicht aus der Tabelle abliest. Im Sinne
der Notationen von Definition 3.5 ist also 0 = g. Wegen g+g =u+u = g = 0 sind
die additiven inversen Elemente —g = g und —u = u. Dies stimmt natiirlich auch mit
der Interpretation als gerade und ungerade Zahlen iiberein, da das Negative von einer
geraden bzw. ungeraden Zahl ebenfalls wieder gerade bzw. ungerade ist.

e Das multiplikative neutrale Element in Z,\{0} ist u — in der Tat ist es ja auch das
einzige Element in Z,\{0}. Gemif der Notation von Definition 3.5 ist also 1 = u.

Beachte, dass in diesem Korper Z; die Gleichung 141 = u+u = g = 0 gilt. Die Korper-
axiome lassen es also zu, dass man bei fortgesetzter Addition der 1 irgendwann wieder zur O
zuriick kommt. Wir werden in dieser Vorlesung nicht viel mit dem Korper Z, zu tun haben —
wir haben ihn hier nur als Beispiel dafiir angegeben, dass die Korperaxiome noch weit davon
entfernt sind, die rationalen oder reellen Zahlen eindeutig zu charakterisieren.

Anschaulich kann man die Korperaxiome so interpretieren, dass ein Korper eine Menge ist, auf der
»die vier Grundrechenarten existieren und die erwarteten Eigenschaften haben®. Wir wollen nun
noch ein paar weitere dieser erwarteten Eigenschaften zeigen, die bereits aus den Korperaxiomen
folgen und die wir dann beim Rechnen z. B. in R natiirlich stéindig benutzen werden.

Bemerkung 3.7. Es seien K ein Korper und x,y € K.

()

(b)

Wenden wir Lemma 3.4 (c) und (d) auf die (kommutative) Addition und Multiplikation an,
so sehen wir sofort, dass

—(x+y)=(=x)+(-y) und —(-x)=x
sowie fiir x,y # 0

_1:

(xy) P=xty7! und (x71) X.

Etwas versteckt in Definition 3.5 steht in Teil (b) u. a. die Aussage, dass die Multiplikation
iiberhaupt eine Verkniipfung auf K\ {0} ist, also dass fiir x,y € K\ {0} auch xy € K\ {0} gilt.
Aquivalent dazu bedeutet das:

Ist xy =0, so gilt x =0 oder y = 0.

Lemma 3.8 (Eigenschaften von Korpern). In jedem Korper K gilt fiir alle x,y € K:

(@)

(b)

(©
Beweis.

(a)

0-x=0.

x-(=y) = —(xy).

Fiir x # 0 ist —(x~') = (—x) 7.
Es gilt

0-x=(04+0)-x (0ist additives neutrales Element)
=0-x+0-x, (Distributivitit)

woraus durch Addition des additiven Inversen von O - x auf beiden Seiten die gewiinschte
Gleichung 0 = 0 - x folgt.
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Es ist
x-(=y)+xy=x-(—y+y) (Distributivitit)
=x-0 (—y ist additives Inverses zu y)
=0 (nach (a)),
daher ist x- (—y) das additive Inverse zu xy, d. h. es gilt x- (—y) = —(xy).

Doppeltes Anwenden von (b), einmal fiir den linken und einmal fiir den rechten Faktor,
ergibt

3.7(a)

(D) ()=~ () =~ (=) = —(-1) =L

Also ist —(x~!) das multiplikative Inverse zu —x, d. h. es ist —(x~!) = (—x)~'. O

Notation 3.9. In einem Korper K verwendet man iiblicherweise die folgenden Notationen, von
denen euch die meisten sicher bekannt sein werden:

(a)
(b)

()

Fiir x,y € K setzt man x —y :=x+ (—y). Ist y # 0, so setzt man ’y—‘ =x-y L.

Fiir x € K und n € N definiert man die n-te Potenz von x als

x :: x o e e e .X:7
——
n-mal
wobei dieser Ausdruck fiir n = 0 als x° := 1 zu verstehen ist. Insbesondere legen wir also
auch 00 := 1 fest. Beachte, dass aus dieser Definition (und der Kommutativitdt der Multipli-

kation) unmittelbar die Potenzrechenregeln
Yoy = xn1+n und (xy)n =" _yn

fiir alle x,y € K folgen. Ist x # 0, so definiert man zusitzlich Potenzen mit negativen ganz-
zahligen Exponenten durch x™" := (x )",

Beachte, dass auch in einem beliebigen Korper K die Exponenten einer Potenz stets ganze
Zahlen sind und keine Elemente aus K. Eine Potenz x” fiir x,y € K lésst sich im Allgemeinen
nicht definieren (auch wenn dies fiir K = R in vielen Fillen moglich ist, siehe Definition 9.7).

Manchmal méchte man mehrere Elemente x;,,, X+ 1,Xm+2, - - - , X, in einem Korper (oder all-
gemeiner in einer additiv geschriebenen abelschen Gruppe) aufsummieren, die durch eine
ganzzahlige Laufvariable indiziert werden, die von einem m € Z bis zu einem n € Z (mit
n > m) lauft. Man schreibt dies dann als

n

Y xii= XA Xt X2+ X

i=m
(also mit einem groflen griechischen Sigma, das an das Wort ,,Summe* erinnern soll). So
steht z. B.

P=124+2243+. 40’ (%)
i=1

fiir die Summe aller Quadratzahlen bis n2. Natiirlich ist der Name der Laufvariablen dabei
egal, und der Ausdruck (x) hingt nicht von einem i ab (wie man auf der rechten Seite ja auch
sieht). AuBerdem kann man die Laufvariable verschieben, ohne den eigentlichen Ausdruck
zu dndern: Setzt man z. B. i = j+ 1, also j =i — 1, in der obigen Summe (%), so lduft j dort
von 0 bis n— 1, wenn i von 1 bis n lduft, und wir konnen dieselbe Summe auch schreiben als

n

n—1

Y (1) = 124224 3 e,

j=0
Natiirlich kann man diesen Ausdruck nun auch wieder genauso gut mit dem Buchstaben i
statt j als Y7 (i + 1)? schreiben, oder den Index um mehr als 1 in die eine oder andere
Richtung verschieben. Also:
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Der Wert einer Summe édndert sich nicht, wenn man zur Laufvariablen im zu summie-
renden Ausdruck eine Konstante addiert, und dafiir von der Ober- und Untergrenze
der Summe diese Konstante abzieht.

Wir sagen in diesem Fall, dass die neue Darstellung der Summe durch eine Indexverschie-
bung (im Beispiel oben i — i+ 1) aus der alten hervorgeht.

Analog schreibt man

n
Hxi =X Xl Xm0t X
=m
(mit einem groflen griechischen Pi fiir das Produkt), wenn man die Korperelemente mul-
tiplizieren statt addieren mochte. Ist schlieflich die Obergrenze einer Summe oder eines
Produkts kleiner als die Untergrenze (man spricht dann von der leeren Summe bzw. dem
leeren Produkt), so definiert man dies als

n n
Y xi:=0 und J]x:=1 firn<m,
i=m i=m
also als das additive bzw. multiplikative neutrale Element.

(d) Ist n eine natiirliche Zahl, so fasst man diese oft auch als das Element

=

l=1+--+1
i=1 M
n-mal

von K auf. Im Fall K = R ist dies dann einfach die natiirliche Zahl n € N C R und liefert
somit keine neue Notation, aber z. B. in K = Z; aus Beispiel 3.6 (b)ist2=1+1=0.

Aufgabe 3.10. Zeige, dass in jedem Korper K die iiblichen Rechenregeln
X z xw4yz
— = und

x X 1_x
y wo yw y wooyw

fiir Briiche gelten, wobei x,y,z,w € K mit y,w # 0.

Aufgabe 3.11. Es sei a € R fest gegeben. Wir definieren auf R2 eine ,,Addition” und ~Multiplika-
tion‘ durch

(x1,%2) + (v1,32) == (x1+y1,x2+y2) und  (x1,x2) - (y1,¥2) := (x1y1 +ax2y2,x1y2 +x2)1).

Man priift leicht durch explizite Rechnung nach, dass R? mit dieser Addition eine kommutative
Gruppe mit neutralem Element (0,0) ist, dass auch die Multiplikation kommutativ ist, und dass
diese beiden Operationen das Distributivgesetz erfiillen — ihr solltet euch kurz iiberlegen, warum das
so ist, braucht das aber nicht aufzuschreiben. Man zeige stattdessen:

(a) Die Multiplikation ist assoziativ und besitzt ein neutrales Element.
(b) Im Fall a = —1 ist (R?, +, -) ein Korper, im Fall a = 1 jedoch nicht.

(Fiir a = —1 ist (R?,+, - ) der sogenannte Kérper der komplexen Zahlen, den wir in Kapitel
6 noch genau untersuchen werden.)

Aufgabe 3.12. Zu einem Korper K und einer Menge M mit |M| > 2 sei
V ={f: f ist eine Abbildung von M nach K}

die Menge aller reellwertigen Funktionen auf M. Fiir f,g € V definieren wir die Addition f + g und
Multiplikation f - g dieser Funktionen punktweise durch

freM—K x— f(x)+g(x) und f-g:M—K, x— f(x)-g(x).
(a) Zeige, dass V mit dieser Addition eine abelsche Gruppe ist.
(b) Ist V mit dieser Addition und Multiplikation ein Korper?
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3.B Vollstindige Induktion

Hiufig mochte man in der Mathematik Aussagen beweisen, die von einer natiirlichen Zahl abhéingen
— z. B. bei Formeln, die Summen oder Produkte wie in Notation 3.9 mit variablen Unter- oder Ober-
grenzen beinhalten. Die einfachste und bekannteste solcher Aussagen ist vermutlich die folgende
Formel fiir die Summe aller natiirlichen Zahlen bis zu einer gegebenen Obergrenze.

Satz 3.13 (Summenformel von GauB). Fiir alle n € N gilt

i = n(nJrl).
k=1 2

Beispiel 3.14. Fiir n =5 ist z. B.

> 5.6
Z k=14243+4+445=15="—+.
k=1 2

Um derartige Aussagen zu beweisen, ist oft das Beweisverfahren der (vollstindigen) Induktion
niitzlich, das wir jetzt einfithren wollen.

Angenommen, wir wollen (wie z. B. in Satz 3.13) eine Aussage A(n) fiir alle n € N beweisen. Dann
konnen wir dies tun, indem wir die folgenden beiden Dinge zeigen:

(a) (Induktionsanfang) Die Aussage A(0) ist wahr.

(b) (Induktionsschritt) Fiir alle n € N gilt A(n) = A(n+ 1), d.h. wenn die Aussage A(n) fiir
ein gegebenes n € N gilt (die ,,Induktionsannahme* bzw. , Induktionsvoraussetzung*), dann
gilt auch die Aussage A(n+ 1) (der ,Induktionsschluss®).

Haben wir diese beiden Dinge gezeigt, so folgt daraus nimlich die Giiltigkeit von A (n) fiir alle n € N:
Die Aussage A(0) haben wir mit dem Induktionsanfang gezeigt, und durch fortgesetztes Anwenden
des Induktionsschritts A(n) = A(n+ 1) firn =0, 1,2,... erhalten wir dann auch

A0)=A(1)=AQ2)=AQB)= -,
also die Giiltigkeit von A(n) fir allen € N={0,1,2,3,...}.

Derartige Induktionsbeweise sind immer dann sinnvoll, wenn die Aussagen A(n) und A(n+1) ,,dhn-
lich genug® sind, so dass es beim Beweis von A(n + 1) hilft, die Giiltigkeit von A(n) voraussetzen
zu diirfen.

Mit diesem Verfahren konnen wir nun die Summenformel aus Satz 3.13 beweisen:

Beweis von Satz 3.13. Wir zeigen die Formel mit Induktion iiber n.

Induktionsanfang (n = 0): Fiir n = 0 stimmen die beiden Seiten der zu zeigenden Gleichung iiberein,
denn es ist .

Zk _ 0= O-(OZ—H).

k=1
Induktionsschritt (n — n+ 1): Als Induktionsvoraussetzung nehmen wir an, dass die zu beweisende
Formel fiir ein gegebenes n € N richtig ist, d. h. dass

i i — nn+1)
k=1 2
gilt. (Beachte, dass wir diese Gleichung nicht fiir alle n € N voraussetzen — dies wire ja schon die
gesamte zu zeigende Aussage!) Wir miissen zeigen, dass die entsprechende Gleichung dann auch

fiir n+ 1 gilt, also dass

ntl (n+1)(n+2)
k= T IRTE)
L >
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Dies ergibt sich nun leicht aus der folgenden Rechnung:

n+1 n

Z k = Z (n+1) (Abspalten des letzten Summanden fiir k =n—+1)

k=1 k=1
= (n ) +(n+1) (nach Induktionsvoraussetzung)
_ n? + n+2n+2
B 2
_ (n+1)(n+2)
D —

Damit ist der Satz mit vollstdndiger Induktion bewiesen. d

Bemerkung 3.15. Offensichtlich erlaubt das Beweisverfahren der vollstindigen Induktion die fol-
genden Abwandlungen:

(a) Im Induktionsschritt kann man, wenn es hilfreich ist, beim Beweis der Aussage A(n+ 1)
nicht nur die direkt vorangegangene Aussage A(n), sondern alle bereits gezeigten Aussagen
A(0),A(1),...,A(n) voraussetzen.

(b) Mdochte man die Aussage A(n) nicht fiir alle n € N, sondern fiir alle n € Z ab einem gewissen
Startwert ng € Z zeigen, so kann man als Induktionsanfang die Aussage A(ng) zeigen, und
im Induktionsschritt dann die Folgerung A(n) = A(n+ 1) fiir alle n > ny.

Aufgabe 3.16. Zeige fiir alle n € N:
1

n
(@) Z k+1 Tt (b)H(l+):2_n+1'

Aufgabe 3.17. Zeige mit vollstindiger Induktion: Ista € R\{0} mita+ 1 € Z, so gilt fiirallen € N
auch a" + ain cZ.

3.C Polynomfunktionen

Als erste Anwendung der Korpereigenschaften wollen wir zum Abschluss dieses Kapitels die euch
sicher schon aus der Schule bekannten Polynomfunktionen behandeln — also die Funktionen, die
sich aus den grundlegenden Korperoperationen Addition und Multiplikation bilden lassen.

Definition 3.18 (Polynomfunktionen und Nullstellen). Es seien D eine Teilmenge eines Korpers K
und f: D — K eine Funktion.

(a) Ist f von der Form

n
x) = Z ax* =a "+ +ajx+ay firallexeD
k=0
mit gewissen ay, .. .,a, € K, so sagt man, dass f eine Polynomfunktion mit Koeffizienten
ap, - ..,ay ist. Ist n dabei so gewihlt, dass der erste Koeffizient a, ungleich Null ist, so heilit
f eine Polynomfunktion vom Grad n und mit Leitkoeffizient a,. Ist der Leitkoeffizient 1,
so heift f eine normierte Polynomfunktion.

Sind in der obigen Darstellung alle Koeffizienten ay,...,a, gleich O (und ist f damit die
Nullfunktion), so nennen wir f formal eine Polynomfunktion vom Grad —ece. In diesem Fall
hat f keinen Leitkoeffizienten.

(b) Istxo € D mit f(xp) = 0, so nennt man x eine Nullstelle von f.

Das Besondere an Nullstellen von Polynomfunktionen ist, dass man sie wie im folgenden Satz als
Linearfaktoren abspalten kann.
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Satz 3.19 (Abspalten von Nullstellen in Polynomfunktionen). Es seien K ein Korper, D C K und
f: D — K eine Polynomfunktion vom Grad n € N.

(a) Ist xo € D eine Nullstelle von f, so gibt es eine Polynomfunktion g: D — K vom Grad n — 1
mit f(x) = (x—xo) g(x) fiir alle x € D (d. h. man kann ,,den Linearfaktor x — xo abspalten ).

(b) Die Funktion f hat hochstens n Nullstellen.

Beweis. Wir zeigen die beiden Aussagen mit Induktion iiber n. Der Beweis von (a) ist dabei kon-
struktiv, d. h. er gibt auch ein Verfahren an, wie g berechnet werden kann (siehe Beispiel 3.20).

Der Induktionsanfang fiir n = 0O ist trivial, denn f ist dann eine Konstante ungleich 0 und hat somit
keine Nullstellen. Fiir den Induktionsschluss nehmen wir an, dass die Aussagen des Satzes bis zu
einem gegebenen n gelten, und betrachten f: D — K, x> a, 1 x" 7' 4+ -4 a1x+ag vom Grad n+ 1,
also mit a,, 1 # 0.

(a) Wir definieren eine Polynomfunktion f: D — K durch
F@x) = f(x) = 1" (x = x0)
= 1 X0X" + apX" +ap 1 X"+ Fax+ag

fiir alle x. Ist f die Nullfunktion, so sind wir fertig, da dann ja f(x) = a,1x"(x — xo) fiir
alle x € D gilt. Andernfalls ist f nach Konstruktion eine Polynomfunktion von einem Grad
kleiner als 7+ 1 (der x"*!-Term hebt sich ja gerade heraus), die immer noch die Nullstelle xo
hat. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es dann also eine Polynomfunktion g: D — K vom
Grad kleiner als n mit f(x) = (x — xo) g(x) fiir alle x € D, und somit ist

f(x) = an1x" (x —x0) + f(x)
= (x—x0) - (@nt1X" +8&(x))
——
=:g(x)
fiir alle x € D, wobei g offensichtlich vom Grad 7 ist.

(b) Hat f keine Nullstelle, so sind wir fertig. Andernfalls wéhlen wir eine Nullstelle xo von f
und schreiben f(x) = (x —x¢) g(x) fiir alle x € D wie in (a) mit einer Polynomfunktion g vom
Grad n. Nach Induktionsvoraussetzung hat g hochstens n Nullstellen, und nach Bemerkung
3.7 (b) sind die Nullstellen von f genau xp zusammen mit den Nullstellen von g. Also hat f
hochstens 7+ 1 Nullstellen. Damit ist die Behauptung mit Induktion bewiesen. 0

Beispiel 3.20 (Polynomdivision). Das Verfahren aus dem Beweis von Satz 3.19 (a) wird als Poly-
nomdivision [G, Satz 10.19] bezeichnet: Man subtrahiert fortlaufend geeignete Vielfache von x — xg
von f, so dass sich der jeweils hochste Term von f weghebt, und sammelt die dabei verwendeten
Faktoren in g. Das folgende Schema, das genauso aussieht wie eine normale schriftliche Division,
verdeutlicht dieses Verfahren am Beispiel der Funktion f: R — R, x — x> 4+ 3x — 4 mit Nullstelle
xo = 1, die wir als f(x) = (x — 1) g(x) fiir alle x € R schreiben wollen. Das Ergebnis ist in diesem
Fallg: R - R, x— x+4.

f (>43x—4) : (x—1) =x+4 ~——g
S )
[ v
— (4x — 4)
0

Bemerkung 3.21. Satz 3.19 liefert uns zwar die neue Funktion nach dem Abspalten des Linearfak-
tors, er sagt uns hingegen nicht, wie wir iiberhaupt erst einmal eine Nullstelle von f finden konnen,
oder ob es iiberhaupt Nullstellen gibt (die reelle Polynomfunktion f(x) = x> 4 1 hat ja z. B. keine
Nullstellen). In der Tat gibt es im Allgemeinen kein Verfahren, wie man Nullstellen von Polynom-
funktionen exakt berechnen kann! Genauer gesagt gilt:
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e Fiir Polynomfunktionen vom Grad hochstens 4 gibt es explizite Verfahren zur exakten Be-
stimmung der Nullstellen (fiir Grad 1 ist das klar, fiir Grad 2 gibt es die bekannte ,,p-g-
Formel* bzw. die quadratische Ergiinzung, und fiir Grad 3 bzw. 4 sind die Formeln so lang,
dass man im Allgemeinen nicht mehr mit ihnen arbeiten méchte).

o Fiir Polynomfunktionen vom Grad groBer als 4 kann man beweisen(!), dass es keine derar-
tigen Verfahren zur exakten Bestimmung der Nullstellen geben kann (das beweist man z. B.
in der Vorlesung ,,Einfithrung in die Algebra®, die ihr im nichsten Studienjahr héren konnt).
Aber:

e Fiir reelle Polynomfunktionen beliebigen Grades gibt es zumindest numerische Verfahren,
die die Nullstellen (mit beliebiger Genauigkeit) ndherungsweise bestimmen konnen.

Zum Schluss wollen wir nun noch zwei wichtige Konzepte fiir Polynomfunktionen untersuchen, die
ihr beide im reellen Fall vielleicht schon aus der Schule kennt: den sogenannten Koeffizientenver-
gleich (also dass eine Polynomfunktion eindeutig ihre Koeffizienten bestimmt) und die Vielfachheit
von Nullstellen. Es stellt sich jedoch heraus, dass man hierfiir im allgemeinen Fall die Voraussetzung
benotigt, dass die Definitionsmenge der betrachteten Funktionen unendlich viele Elemente besitzt.

Lemma 3.22 (Koeffizientenvergleich). Es seien K ein Korper, D C K mit |D| = o, und f: D — K
eine Polynomfunktion mit zwei Darstellungen

Fx)=apx"+---+aix+ag=byx"+---+bix+by fiirallexe D

fiir gewisse ay, . ..,ay,bo,...,b, € K. (Beachte, dass wir dabei in beiden Darstellungen den gleichen
héchsten Exponenten n wihlen konnen, da wir nicht a,, # 0 und b,, # 0 vorausgesetzt haben.)

Dann gilt bereits a; = b; fiir alle i = 0,...,n. Es ist also nicht moglich, ,,eine Polynomfunktion auf
zwei verschiedene Arten hinzuschreiben .

Beweis. Nach Voraussetzung ist die Polynomfunktion
D— K, x> (an—by)xX"+---+ (a1 —b1)x+ (ag —bo) = f(x) — f(x) =0

die Nullfunktion auf D. Da sie damit wegen |D| = oo unendlich viele Nullstellen besitzt, muss sie
nach Satz 3.19 (b) vom Grad —eo sein. Also sind alle Koeffizienten dieser Polynomfunktion gleich
0,d.h.esista; = b, firallei =0,...,n. O

Bemerkung und Notation 3.23 (Polynome). Die Voraussetzung |D| = o in Lemma 3.22 ist wirklich
notwendig: So sind fiir D = K = 7, wie in Beispiel 3.6 (b) z. B. x — x und x — x? dieselbe Funktion,
da sie beide 0 auf O und 1 auf 1 abbilden und in Z, keine weiteren Elemente existieren.

In der Literatur bezeichnet man einen formalen Ausdruck der Form a,x" + --- + ajx + ag mit
ap,...,a, € K als ein Polynom iiber K [G, Kapitel 9]. Jedes solche Polynom bestimmt natiirlich
eine Polynomfunktion von jeder Teilmenge D von K nach K, allerdings konnen verschiedene Poly-
nome wie im eben angegebenen Beispiel durchaus dieselbe Polynomfunktion definieren: Uber Z,
sind x und x? verschiedene Polynome, sie bestimmen aber dieselbe Polynomfunktion.

Mit dieser Notation ist die Aussage von Lemma 3.22 also, dass Polynome und Polynomfunktionen
im Fall von unendlichen Definitionsmengen dasselbe sind. Da wir Polynomfunktionen im Folgenden
in der Regel nur in diesem Fall unendlicher Definitionsmengen benotigen, werden wir die Begriffe
Polynom und Polynomfunktion oft synonym verwenden. Wegen der Eindeutigkeit der Koeffizienten
sind dann auch der Grad (und der Leitkoeffizient) einer Polynomfunktion f wie in Definition 3.18
(a) eindeutig bestimmt. Wir konnen daher eine Bezeichnung dafiir einfiihren:

Definition 3.24 (Grad eines Polynoms). Wir bezeichnen den Grad einer Polynomfunktion f (mit
unendlicher Definitionsmenge) mit deg f € NU{—e} (vom englischen Wort ,,degree*).

Satz und Definition 3.25 (Vielfachheit von Nullstellen). Es seien K ein Korper, D C K mit |D| = oo
und f: D — K eine Polynomfunktion, die nicht die Nullfunktion ist. Dann ldsst sich f (bis auf die
Reihenfolge der Faktoren) eindeutig als

flx)=gx)  (x—x))* - (x—x)% fiir allex € D
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schreiben, wobei x1,...,x; € D die verschiedenen Nullstellen von f sind, ay,...,a; € Nsg gilt, und
g eine Polynomfunktion ohne Nullstellen in D ist. In dieser Darstellung nennt man a; fiiri =1,...,k
die Vielfachheit der Nullstelle x; (in der Literatur sind auch die Bezeichnungen Ordnung und Mul-
tiplizitit der Nullstelle iiblich).

Beweis. Die Existenz einer solchen Darstellung ergibt sich sofort durch fortgesetztes Abspalten von
Nullstellen geméf Satz 3.19 (a). Wir zeigen nun die Eindeutigkeit mit Induktion iiber den Grad
der Polynomfunktion. Dabei ist der Induktionsanfang fiir Grad O trivial, denn dann hat f keine
Nullstellen, und es ist zwangsldufig k =0 und g = f.

Fiir den Induktionsschritt bemerken wir zuerst, dass xi,...,x; natiirlich in jedem Fall als die Null-
stellen von f eindeutig bestimmt sind. Wir nehmen also an, dass wir zwei Darstellungen

f(x) :g(x) . ()C*)C])al e (xka)ak = h(x) . (X*)C])bl e (xka)bk
wie in der Behauptung des Satzes haben. Im nullstellenfreien Fall k = 0 sind wir natiirlich bereits fer-
tig. Andernfalls liefert Division durch x —x; fiir alle x € D\ {x; } (wir miissen x; hier herausnehmen,
da wir sonst durch O teilen wiirden!)

8)- (r— )" () ()
:h(x)‘()C*xl)bl_l.(xfxz)bZ.....(xka)bk' (%)

Wir haben also wieder zwei Darstellungen einer Polynomfunktion auf der immer noch unendlichen
Menge D\{x;}. Da der Grad dieser Polynomfunktion nun um 1 kleiner ist als der von f, miissen
diese Darstellungen aber nach der Induktionsvoraussetzung bereits iibereinstimmen. Also gilt g = A,
ai—1=by—1,a; =0y, ..., ap = b, und damit stimmen auch die beiden urspriinglichen Darstel-
lungen von f iiberein. O

Aufgabe 3.26. Bestimme die Nullstellen des reellen Polynoms x* 4+ 3x> — 4x und ihre Vielfachheiten.

Aufgabe 3.27. Es sei f ein reelles Polynom mit f(x) = x> fiir alle x € {1,2,3,...,8}. Welchen Grad
kann f haben?

Aufgabe 3.28. Es sei f das reelle Polynom mit f(x) = (x> —x+ 1)2023 fiir alle x € R.

(a) Bestimme die Summe aller Koeffizienten von f.

(b) Bestimme die Summe aller Koeffizienten von geraden Potenzen von x in f.
Aufgabe 3.29.

(a) Bestimme alle reellen Polynome f mit x f(x+ 1) = (x — 1) f(x) fiir alle x € R.

(b) Bestimme alle reellen Polynome f mit x f(x — 1) = (x — 1) f(x) fiir alle x € R.

05
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Grundlagen der Mathematik 1: Analysis

4. Weitere Eigenschaften der reellen Zahlen

Wir haben uns nun das elementare Handwerkszeug fiir diese Vorlesung erarbeitet und beginnen
jetzt mit dem Studium der eindimensionalen Analysis. Wer sich auch (bzw. zurzeit nur) fiir die
lineare Algebra interessiert, kann ab diesem Zeitpunkt auch zusitzlich (bzw. ausschlielich) den
Teil ,,Grundlagen der Mathematik 1: Lineare Algebra“ in den Kapiteln ?? bis ?? durcharbeiten.

Hier in diesem Kapitel wollen wir zunichst nach den gerade behandelten elementaren Eigenschaften
der reellen Zahlen noch ein paar weitere untersuchen, die vor allem in der Analysis niitzlich sind.
Unter anderem wird sich daraus am Ende dieses Kapitels auch eine vollstindige Charakterisierung
der reellen Zahlen ergeben.

4.A Potenzen in Korpern

Wir beginnen mit zwei weiteren oft vorkommenden Formeln zu Potenzen, die sich allein aus den
Eigenschaften aus Abschnitt 3.A herleiten lassen und somit nicht nur in den reellen Zahlen, sondern
sogar in beliebigen Korpern gelten. Mit der ersten — der sogenannten (endlichen) geometrischen
Reihe — kénnen wir den Wert einer Summe fortlaufender Potenzen eines Korperelements explizit
berechnen.

Satz 4.1 (Endliche geometrische Reihe). Es seien K ein Korper, g € K\{1} und n € N. Dann gilt
i qk _ 1— qn+1 .
k=0 I—q
Beweis. Die Aussage liele sich leicht mit Induktion iiber n zeigen. Der folgende sehr einfache alter-
native Beweis hilft jedoch auch dabei, sich die Formel zu merken: Multiplizieren wir die gesuchte
Summe }}_, ¢ =14g+q¢*+---+¢" mit 1 — g, so heben sich fast alle Terme weg und wir erhalten
sofort das gewiinschte Ergebnis: Es ist

(I+g+q++q") (1—q)=1+q+¢ + - +¢"

7q7q27.”7qniqn+1
:l_qn+1
und damit fiir ¢ # 1 wie behauptet
n l_qn+l
Y i =—"—. 0
k=0 I—q
Beispiel 4.2. In R ist z. B.
4 5
1-2 -31
142+4+8+16=Y 2k& 2 — 2 _3q,
+2+4+8+ Y T R

k=0

Die zweite Formel, die wir hier behandeln wollen, ist die sogenannte binomische Formel, die ei-
ne Verallgemeinerung der aus der Schule bekannten Formel (x 4 y)? = x? 4 2xy 4 y? auf hohere
Exponenten darstellt. Dazu benétigen wir zunéchst die folgende Definition.

Definition 4.3 (Fakultit und Binomialkoeffizienten).

(a) Fiir n € N setzen wir

n
nl = H i=12-----n €N (gesprochen ,,n-Fakultiit®),

i=1
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wobei 0! gemil Notation 3.9 (c) als 1 zu verstehen ist.

(b) Fiir k,n € N mit k < n definiert man ferner die Binomialkoeffizienten
!
(Z) = ﬁ (gesprochen ,,n iiber k),
die so genannt werden, weil sie in der binomischen Formel in Satz 4.7 auftreten. Sie sind

aufgrund der Definition zunéchst positive rationale Zahlen; wir werden aber in Bemerkung
4.6 sehen, dass sie sogar natiirliche Zahlen sind.

Bemerkung 4.4.
(a) Offensichtlich ist (g) = (Z) =1und (Z) = (nfk) fiir alle k,n € N mit k < n.

(b) Man kann im definierenden Ausdruck fiir (Z) die Faktoren von 1 bis n — k kiirzen und erhilt

damit die alternative Darstellung der Binomialkoeffizienten

<n) n! 1o o(n—k)-(n—k+1)----n  (n—k+1)-----n
k) kI

n—k)! (L k) (L (n—k) 1k ’
d.h. (Z) ist ein Bruch mit k Zahlen im Zihler und k Zahlen im Nenner, wobei man ,,im
Zihler von n nach unten und im Nenner von 1 nach oben zihlt“. Soistz.B. (|) =% =n

1
und (5) = "5 = 2t

Die wichtigste Identitit zwischen den Binomialkoeffizienten ist die folgende:

Lemma 4.5. Fiir alle n,k € Nmit 1 <k <n gilt (Z) + (kfl) = ("Z]).

Beweis. Dies ergibt sich durch einfaches Nachrechnen mit der Darstellung aus Bemerkung 4.4 (b):

<n>+(kn >: (n—k—|—1)(n—k—|—2)~~~-~n+ (n—k+2)-----n

k —1 1ok 1o (k—1)
_ (n—k+1)(n—k=+2)-----n+k-(n—k+2)-----n
1-- -k
_(n41)-(n—k+2)-----n
1ok

(1) :

Bemerkung 4.6 (Pascalsches Dreieck). Man kann die Binomialkoeffizienten (’;) wie folgt in einem
dreieckigen Schema, dem sogenannten Pascalschen Dreieck, anordnen.

k. 0 !
! 0 ) Lot

+1
("¢)
Nach Bemerkung 4.4 (a) stehen auf den Schenkeln dieses Dreiecks nur Einsen, und nach Lemma
4.5 ergibt sich jede andere Zahl in diesem Diagramm als die Summe der beiden dariiber stehenden.
Insbesondere folgt daraus, dass alle Binomialkoeffizienten natiirliche Zahlen sind — was aus der

Definition aufgrund des Bruches ja nicht offensichtlich ist. Wir konnen sie damit fiir jeden Korper K
gemif} Notation 3.9 (d) als Elemente von K auffassen (was wir gleich in Satz 4.7 auch tun werden).



36 Andreas Gathmann

Mit dieser Vorarbeit konnen wir nun die sehr wichtige binomische Formel beweisen. Thr Name
kommt {iibrigens von der lateinischen Vorsilbe ,,bi* fiir ,,zwei*: Ein Binom ist eine Summe, die
aus zwei Termen besteht, und die binomische Formel berechnet die Potenzen eines solchen Binoms.
Beachte, dass die Binomialkoeffizienten in dieser Formel gemif} Notation 3.9 (d) als Elemente des
Korpers K aufgefasst werden.

Satz 4.7 (Binomische Formel). Es seien K ein Korper, x,y € K und n € N. Dann gilt
" /n
(x+y)"' = Z ( >xky"k.
i—o \k

Beweis. Wir beweisen die Formel mit Induktion iiber #. Fiir n = 0 sind beide Seiten der Gleichung
1; die Aussage ist in diesem Fall also richtig. Fiir den Induktionsschritt nehmen wir nun an, dass die
Gleichung fiir ein gegebenes n € N richtig ist, und folgern daraus zunichst

(x+y)" = () (x4 y)"

=(x+y)- Z <Z) xkynk (nach Induktionsvoraussetzung)
k=0
n n
= Z <Z) xfFyn=k Z (Z) Kkl (durch Ausmultiplizieren)
k=0 k=0
n+1

= (k " ) Ky Y (n) KKy =K1 (Indexverschiebung k — k — 1 in der
ersten Summe, siche Notation 3.9 (c)).

Losen wir hier nun aus der ersten Summe den Term fiir kK = n+ 1 und aus der zweiten den fiir k =0
heraus, so konnen wir diesen Ausdruck auch schreiben als

n
(x+y)! = Z Kkﬁ 1) + (Z)] k. <Z> 0 4 <g) PUNCS
k=1

o (n+1 n+1—k n+1 n+1
= Z r ~xky +x" 4y (nach Lemma 4.5).
k=1
Die letzten beiden Summanden x**! und y"*! sind hier aber genau diejenigen, die sich in der vor-

deren Summe ergeben, wenn man k = n+ 1 bzw. k = 0 setzt. Also konnen wir die Summe {iiber k
gleich tiber alle Werte von 0 bis n 4+ 1 laufen lassen und erhalten

n+1
n+1
x4+ n+l _ ( )xk rhtlfk7
(x+) kg,) RS
also genau die zu zeigende Gleichung fiir die Potenz n + 1. Die binomische Formel ist damit durch

Induktion bewiesen. [l

Beispiel 4.8. Fiir n = 2 ergibt Satz 4.7 wie erwartet die bekannte Formel

2 2 2
(x+y)?= (O) x0y% + (1> xlyl + (2> x5y =y + 2xy+ 27

Bemerkung 4.9 (Kombinatorische Deutung der Binomialkoeffizienten). Man kann sich die bino-
mische Formel natiirlich auch so entstanden denken, dass man den Ausdruck

(x+y)" = (x+y)- - (x+y)
n-mal
nach dem Distributivgesetz ausmultipliziert. Im Fall n = 3 erhalten wir z. B. zunéchst ohne Verwen-
dung der Kommutativitét der Multiplikation

(43 = (x4) - (x+) - (x+)
= (x+y) - (xx+xy+yx+yy)
= XXX A XXY A= XYX A+ XYY A+ VXX A= YXY + YYx 4 yyy. ()
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Insgesamt bekommen wir also eine Summe aus Produkten mit jeweils n Faktoren x oder y. Jede
Moglichkeit, alle diese Faktoren separat als x oder y zu wéhlen, kommt dabei genau einmal vor.
Fassen wir nun mit der Kommutativitit der Multiplikation gleiche Terme zusammen, so erhalten
wir den Term x¥y"~* also genau so oft, wie wir Moglichkeiten haben, aus den n Faktoren die k
auszuwdhlen, die gleich x sein sollen. In (x) oben bekommen wir z. B. den Term xy2 dreimal, ndmlich
aus xyy, yxy und yyx. Nach der binomischen Formel ist der Vorfaktor von x*y"~* in (x +y)" aber
gerade (2’) . Daher ist dieser Binomialkoeffizient genau die Anzahl der Moglichkeiten, aus n Objekten
(hier: Faktoren) k auszuwihlen (hier: diejenigen, bei denen wir x gewéhlt haben). Man kann sich die
binomische Formel also als algebraische Formulierung dieser kombinatorischen Aussage vorstellen.

Aufgabe 4.10.
(a) Beweise fiir alle k,n € N mit k < n die Gleichung

E(0)-00)

(b) Zeige mit Induktion tiber n, dass die Gleichung

X+ tx,=d

n+d—1

*4") Losungen (x1,...,x,) in natiirlichen Zahlen

fiir gegebenes n € N> o und d € N genau (
X1,...,X, besitzt.

n

Aufgabe 4.11. Fiir alle n, p € N bezeichnen wir mit s,(n) := Z kP =17 4 ... +n” die Summe der
k=1
p-ten Potenzen aller natiirlichen Zahlen von 1 bis 7.

(a) Beweise fiir alle n, p € N die Formel

(p:)_1> so(n) + (p—lH> si(n) 4+ (p:1>sp(”) =(n+ 1P -1,

(b) Zeige mit Hilfe von (a), dass s, ein Polynom in # ist, und berechne dieses Polynom explizit.

Ist s, fiir alle p € N ein Polynom in n?
Aufgabe 4.12. Fiir ein gegebenes n € N betrachten wir das Polynom
FIRSR x4+ T fx 1.
Man zeige:

(a) Istnungerade, so hat f genau eine Nullstelle. Was ist ihre Vielfachheit?
(b) Istn gerade, so hat f keine Nullstelle.

4.B Geordnete Korper

Wir haben bisher von den reellen Zahlen nur die Korpereigenschaften, also die Eigenschaften der
vier Grundrechenarten ausgenutzt — und dabei z. B. in Beispiel 3.6 (b) gesehen, dass es auler den
reellen Zahlen auch noch ganz andere (und in der Tat sogar sehr viele) Korper gibt. Wir miissen
also noch weitere Eigenschaften auflisten, um die reellen Zahlen eindeutig zu charakterisieren. Dies
wollen wir im Rest dieses Kapitels tun.

Eine Eigenschaft der reellen Zahlen, die wir bisher vollig vernachldssigt haben, ist, dass man sie
ordnen kann, also dass man zwei Zahlen der GroBe nach vergleichen kann. Die Eigenschaften dieser
Ordnungsrelation werden im Begriff des sogenannten geordneten Korpers formalisiert.

Definition 4.13 (Geordnete Korper). Ein Korper K heifit geordneter oder angeordneter Korper,
wenn in ihm eine Menge P C K (die ,,Menge der positiven Zahlen*) gegeben ist, so dass die folgen-
den drei Eigenschaften gelten:
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(a) Fir alle x € K gilt genau eine der drei Eigenschaften x =0, x € P oder —x € P. (Im zweiten
Fall nennt man x eine positive Zahl, im dritten eine negative Zahl.)

(b) Firalle x,y € Pistx+y € P (,,die Summe zweier positiver Zahlen ist positiv*).

(c) Fir alle x,y € P ist xy € P (,,das Produkt zweier positiver Zahlen ist positiv‘).
In diesem Fall schreibt man x < y oder y > x falls y—x € P, und x <y oder y > x falls y — x € P oder
y = x. (Insbesondere ist also x > 0 genau dann, wenn x € P, und x < 0 genau dann, wenn —x € P;
auflerdem gilt nach (a) fiir x,y € K stets genau eine der Aussagen x =y, x <y oder y < x.)
Beispiel 4.14.

(a) R ist ein geordneter Korper (was wir hier wiederum axiomatisch voraussetzen wollen).
Nennt man in der Teilmenge @ von R genau die Zahlen positiv, die es auch in R sind,
so ist damit auch Q ein geordneter Korper.

(b) Der Korper Z, aus Beispiel 3.6 (b) kann nicht zu einem geordneten Korper gemacht werden:
Das Element 1 = u ist nicht gleich 0, also miisste nach Definition 4.13 (a) genau eine der
beiden Eigenschaften 1 € P und —1 € P gelten. Dies ist aber unmoglich, da wegen 1 +1=0
in Z; die Gleichung —1 = 1 gilt.

Bemerkung 4.15 (Partielle und totale Ordnungen). Ist K ein geordneter Korper, so ist < wie in
Definition 4.13 natiirlich eine Relation auf K im Sinne von Definition 2.1. Sie besitzt die folgenden
Eigenschaften fiir alle x,y,z € K:

(a) Reflexivitit: Es gilt x < x.

(b) Antisymmetrie: Ist x < y und y < x, so folgt x = y.

(c¢) Transitivitit: Gilt x < yund y < z, so folgt auch x < z.

(d) Totalitét: Es gilt (mindestens) eine der Aussagen x <y und y < x. (Mit anderen Worten:

»Zwei beliebige Elemente von K sind stets miteinander vergleichbar.*)

In der Tat folgt (a) unmittelbar aus Definition 4.13. Da x < y nach Definition dquivalent zu y —x € P
oder y—x=0ist, und y < x zu —(y —x) € P oder y —x = 0, ergeben sich (b) und (d) auBerdem
aus Definition 4.13 (a). Die Aussage (c) schlieBlich ist trivial falls x =y oder y = z; andernfalls gilt
y—x€Poderz—yé€ P, und damitz—x = (y—x)+ (z—y) € P, also x < z, nach Definition 4.13 (b).

Auf einer beliebigen Menge K (die also nicht notwendig ein Korper ist) nennt man eine Relation <
mit den Eigenschaften (a), (b) und (c) eine partielle Ordnung. Gilt zusitzlich noch (d), so heifit <
eine (totale) Ordnung auf K. Jeder geordnete Korper K liefert also eine totale Ordnung auf K.

Das Standardbeispiel fiir eine partielle Ordnung auf einer Menge ist die Teilmengenrelation auf der
Potenzmenge 42 (M) einer beliebigen Menge M: Sind A, B,C € & (M) Teilmengen von M, so gilt
natiirlich A C A; aus A C Bund B C A folgt A = B; und aus A C Bund B C C folgt A C C. Diese
partielle Ordnung ist aber in der Regel nicht total: Fiir M = N sind die Teilmengen A = {0} und
B = {1} nicht vergleichbar, denn es gilt weder A C B noch B C A.

Wie schon bei den Kérpern wollen wir nun auch hier fiir einen geordneten Korper kurz die wichtigs-
ten Eigenschaften ableiten, die aus der Definition folgen (und die euch fiir die reellen Zahlen sicher
bekannt sind). Wir werden sie im Folgenden verwenden, ohne jedes Mal darauf hinzuweisen.

Lemma 4.16 (Eigenschaften geordneter Korper). Fiir alle x,y,z in einem geordneten Korper K gilt:
(a) Istx <y, sofolgtx+z<y+z
(b) Istx <yundz >0, so gilt auch xz < yz. Ist dagegen x < y und z < 0, so folgt xz > yz.
(Ungleichungen drehen sich also bei der Multiplikation mit einer negativen Zahl um.)
(¢) Gilt x+#0, so ist x2 > 0. Insbesondere ist also 1 > 0.
(d) Wenn 0 < x <y, dann folgt 0 < y~! < x~1,

Entsprechende Aussagen gelten natiirlich auch fiir die nicht-strikten Ungleichungen < bzw. >.
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Beweis.
(a) Istx <y, alsoy—x€ P, soistauch (y+z)—(x+z)=y—x€P,alsox+z<y+z

(b) Gilt wieder y—x € P und z € P, so folgt aus Definition 4.13 (c) auch (y —x)z=yz—xz € P,
also xz < yz. Ist hingegen z < 0, also —z € P, so gilt diesmal (y —x)(—z) = xz—yz € P, also
yz < XzZ.

(c) Ist x € P, so ist natiirlich auch x2 € P nach Definition 4.13 (c). Ist —x € P, so folgt genauso

x? = (—x)* € P. Also ist fiir x # 0 in jedem Fall x> > 0. Insbesondere ist damit 1 =1-1 > 0.

(d) Giltx € P, so folgt aus (c) und Definition 4.13 (c) zunichst x ™' = x- ()c_l)2 eP,alsox ! >0.
Genauso ergibt sich y~! > 0. Ist nun x < y, so folgt aus (b) durch Multiplikation mit der

positiven Zahl x~' y~! die Ungleichung xx~'y~! < yx~!1y~! alsoy~! < x~!, was zu zeigen

war. O

Notation 4.17 (Intervalle und Betrag). Die folgenden Notationen verwendet man héufig in einem
geordneten Korper K.

(a) Sind a,b € K mit a < b, so definiert man die folgenden Teilmengen von K:
e [a,b] :={x € K:a<x<b} (abgeschlossene bzw. kompakte Intervalle);
o (a,b):={x € K:a<x<b} (offene Intervalle);
o [a,b) :={x € K :a <x < b} (halboffene Intervalle);
o [a,0) 1= K>, := {x € K :x > a} (uneigentliche Intervalle);

und analog natiirlich (a,b], (a,e), (—eo,b] und (—eo,b). Wenn wir derartige Intervalle im
Fall K = R graphisch darstellen, deuten wir wie im Bild unten meistens durch Rundungen
an den Intervallgrenzen an, ob die Randpunkte mit dazugehoren sollen oder nicht.

(b) Fiir x € K definieren wir den Betrag von x als

M X falls x > 0,
x| =
—x fallsx <0.

Insbesondere gilt also immer |x| > 0. Im Fall K = R sieht die Betragsfunktion natiirlich wie
im folgenden Bild rechts aus.

||
R R
> G € 1
a b a : X
(a,b) [a, ) Jf

Die wichtigsten beiden Eigenschaften der Betragsfunktion sind ihre ,,Vertréaglichkeit* mit Addition
und Multiplikation:

Lemma 4.18 (Eigenschaften der Betragsfunktion). Fiir alle x,y in einem geordneten Korper K gilt:
(@) |xy| = |x| - [y]. Insbesondere ergibt sich daraus fiir y = —1, dass | — x| = |x|.
(b) x < |x|.
(©) |x+y| < |x|+|y|- Diese Ungleichung bezeichnet man als Dreiecksungleichung — wir werden
in Bemerkung 6.10 (a) sehen, warum.
Beweis.

(a) Wir machen eine Fallunterscheidung je nach Vorzeichen von x und y. Ist z.B. x > 0 und
y <0, so ist xy < 0 und damit nach Definition des Betrages |x| = x, [y| = —y und |xy| = —xy.
Zusammensetzen dieser Gleichungen ergibt die Behauptung |xy| = —xy =x- (—y) = |x| - |y].
Die anderen Fille der moglichen Vorzeichenverteilungen beweist man genauso.

(b) Fiir x < 0istx <0 < |x|; fiir x > 0 ist x = |x].
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(c) Nach (b), angewendet auf x und y, gilt (mit Lemma 4.16 (a))

x4y < [x|+yl. (1

Wenden wir (b) hingegen auf —x und —y an, so folgt auch
—x—y <[ =x[+|=y= [+l )
Aber |x+y| ist in jedem Fall eine der beiden Zahlen x +y oder —x —y. Damit folgt die
Behauptung |x+y| < |x| + |y| aus (1) und (2). O

Bemerkung 4.19 (Dreiecksungleichung nach oben und unten). Die Dreiecksungleichung aus Lem-
ma 4.18 (c) schitzt den Betrag |x+y| einer Summe nach oben ab. Offensichtlich gilt im Allgemeinen
keine Gleichheit, wie das Beispiel x = 1, y = —1 zeigt: Hier ist [x+y| =0 <2 = |x| + |y].

Eine Abschitzung nach unten kann man erhalten, indem man Lemma 4.18 (c) auf die Zahlen x+y
und —y anwendet: Man erhélt dann ndmlich |x| = |[(x+y) —y| < |[x+y|+ | —y| = |x+¥| +|y| und
damit |x+y| > |x| — |y|. Insgesamt haben wir also fiir alle x,y € K

[ = [y] < e 4] < |x[ =+ y]-

Eine weitere Anwendung der Eigenschaften eines geordneten Korpers ist die folgende Ungleichung,
die oftmals dann niitzlich ist, wenn die Groe von Potenzen x" mit der von Produkten 7 - x verglichen
werden soll.

Satz 4.20 (Bernoullische Ungleichung). Es seien K ein geordneter Korper, x € K mit x > —1, und
n € N. Dann gilt (1+x)" > 1 4 nx.

Beweis. Wir zeigen die Aussage mit Induktion iiber n. Das Bild rechts unten veranschaulicht die
Ungleichung im Fall K =R und n = 2.

Der Induktionsanfang fiir n = 0O ist klar: dann sind beide Seiten gleich 1, die

. . (1+x)?
Ungleichung ist also erfiillt.

Fiir den Induktionsschritt nehmen wir nun an, dass
(I+x)">1+nx 1+2x

fiir alle x > —1 und ein gegebenes n € N gilt. Mit Lemma 4.16 (b) kénnen
wir diese Ungleichung mit der nach Voraussetzung nicht-negativen Zahl 1 4-x

multiplizieren und erhalten 1{
(142" > (1 +nx)(14x) =1+ (n4 1)x+nx’. 1 .

Nach Lemma 4.16 (c) ist nun nx? > 0 und damit (1 +x)"*! > 1+ (n+ 1)x, was zu zeigen war. [

Aufgabe 4.21. Fiir welche x,y € R bzw. n € N gelten die folgenden Ungleichungen?

2xy _x+y 4" 2n ny\n
<2 qn 1< (2
@ x+y~ 2 ®) 2n+1<(n)< ©n <(2)

4.C Supremum und Infimum

Wie bereits angekiindigt wollen wir in diesem Abschnitt nun endlich eine eindeutige axiomatische
Charakterisierung der reellen Zahlen angeben. Bisher haben wir nur gesehen, dass R ein geordneter
Korper ist. Aber auch Q ist ein geordneter Korper, und daher miissen wir noch untersuchen, wie
sich R von Q unterscheidet. Anschaulich wiirden wir dies wohl so formulieren, dass die Menge Q
der rationalen Zahlen ,,Locher* auf der Zahlengeraden hat, also dass es Punkte wie z. B. \@ auf der
Zahlengeraden gibt, die keiner rationalen Zahl entsprechen (siche Lemma 4.36). Aber wie formuliert
man so etwas exakt?

Um dies zu sehen, miissen wir genauer untersuchen, wann Teilmengen eines geordneten Korpers K
grofite bzw. kleinste Elemente haben. Dazu konnen wir natiirlich zunéchst auf die offensichtliche
Art das Maximum und Minimum zweier Elemente von K definieren.
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Definition 4.22 (Maximum und Minimum endlich vieler Zahlen). Fiir zwei Elemente x und y eines
geordneten Korpers definieren wir das Maximum und Minimum durch

x fallsx >y, x fallsx <y,

y fallsy>x y fallsy <x.

max(x,y) 1= { und min(x,y) 1= {

Analog kann man auch das Maximum und Minimum von mehr als zwei Zahlen definieren, sofern es
nur endlich viele sind. Betrachten wir dagegen eine (unendliche) Teilmenge M C K, so kénnen wir
in der Regel nicht mehr erwarten, dass M ein kleinstes bzw. grofites Element hat, allein schon weil
die Menge dann in folgendem Sinne unbeschrinkt sein kann:

Definition 4.23 (Beschriankte Mengen). Es sei M eine Teilmenge eines geordneten Korpers K.

(a) Ein Element s € K hei3t obere Schranke fiir M, wenn x < s fiir alle x € M. Existiert eine
solche obere Schranke fiir M, so nennt man M nach oben beschrinkt. Analog definiert man
den Begriff einer unteren Schranke bzw. einer nach unten beschrinkten Menge.

(b) Die Menge M heif3it beschriinkt, wenn sie nach oben und unten beschrinkt ist, oder — dqui-
valent dazu — wenn die Menge ihrer Betrdge beschrénkt ist, also wenn es ein s € K gibt mit
|x| < s fiir alle x € M.

Beispiel 4.24. Es sei M = R.| im geordneten Korper R.

(a) Die Menge M ist nach oben (aber nicht nach unten) beschrinkt, denn s = 1 ist eine obere
Schranke fiir M. Genauso ist auch s = 2 eine obere Schranke fiir M, auch wenn man an-
schaulich vielleicht sagen wiirde, dass diese Schranke ,,nicht so gut* ist, weil x < 2 fiir alle
Xx € M eine schwichere Aussage ist als x < 1 fiir alle x € M.

(b) Ists € M, also s < 1, so gilt fiir den Mittelpunkt x := % ZWi-

L . M 1 R
schen s und 1 wie im Bild rechts natiirlich /‘ \(
s+1 _ s+s s+1 1+1
X > > > S un X > < 5 s x

Hieraus ergeben sich sofort zwei einfache Folgerungen:

e Es gibt keine grofite Zahl in M (denn zu s € M liegt die groere Zahl x wegen x < 1
ebenfalls noch in M).

e Die Menge M ist aber nach (a) nach oben beschrinkt, und die kleinste mogliche obere
Schranke fiir M ist 1 (denn s < 1 kann keine obere Schranke mehr sein, da x > s
ebenfalls noch in M liegt).

Die Zahl 1 kann damit als ,,Obergrenze der Zahlen in M* angesehen werden, auch wenn sie
kein Element von M und daher keine grofite Zahl in M ist. Dieses Konzept wollen wir jetzt
exakt definieren.

Definition 4.25 (Supremum und Infimum). Es sei M eine Teilmenge eines geordneten Korpers K.

(a) Eine Zahl s € K heif3t ein Supremum von M, wenn s eine ,,kleinste obere Schranke fiir M*
ist, d. h. wenn gilt:

e s ist eine obere Schranke fiir M; und
o fiir jede obere Schranke s’ fiir M gilt s < 5.

(b) Eine Zahl s € K heifit ein Maximum von M, wenn s eine ,,obere Schranke fiir M in M* ist,
d. h. wenn gilt:

e s ist eine obere Schranke fiir M; und

e scM.

Analog heifit s € K ein Infimum von M, wenn s eine grofite untere Schranke fiir M ist, und ein
Minimum, wenn s eine untere Schranke fiir M in M ist.
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Bemerkung und Notation 4.26 (supM, max M, infM, min M).

(a) Jedes Maximum s einer Menge M ist auch ein Supremum von M: Ist dann némlich s’ € K
eine weitere obere Schranke, so folgt wegen s € M natiirlich sofort s < s'.

(b) Wenn die Menge M ein Supremum besitzt, dann ist es eindeutig bestimmt: Sind nédmlich s
und s, zwei kleinste obere Schranken, so folgt nach Definition 4.25 (a) sofort 51 < 55 (weil
s1 eine kleinste obere Schranke und s, auch eine obere Schranke ist) und s, < s1 (weil s,
Supremum und s; auch eine obere Schranke ist), also s; = s2. Nach (a) ist damit auch ein
Maximum von M eindeutig bestimmt, falls es existiert.

Wenn ein Supremum oder Maximum von M existiert, konnen wir also von dem Supremum
bzw. dem Maximum von M reden. Wir bezeichnen es dann mit supM bzw. max M.

(c) Analog sind natiirlich auch Infimum und Minimum von M eindeutig bestimmt, sofern sie
existieren; wir bezeichnen sie dann mit inf M bzw. min M.

Beispiel 4.27.

(a) Die Menge M = R<; hat offensichtlich das Maximum 1. Nach Bemerkung 4.26 (a) ist 1
damit auch das Supremum von M, d. h. es ist supM = maxM = 1.

(b) Das uneigentliche Intervall M = R hat nach Beispiel 4.24 (b) kein Maximum, aber es gilt
supM = 1.

(c) Das uneigentliche Intervall M = R+ besitzt kein Supremum (und damit auch kein Maxi-
mum), da M nach oben unbeschrinkt ist, also nicht einmal irgendeine obere Schranke fiir
M existiert — insbesondere also keine kleinste. Auch die leere Menge hat kein Supremum,
weil fiir sie jede reelle Zahl eine obere Schranke ist und damit keine kleinste obere Schranke
existiert.

Analog ergeben sich natiirlich Supremum, Maximum, Infimum und Minimum von allen Intervallen
aus Beispiel 4.17 (a).

Aufgabe 4.28. Es seien A und B zwei Teilmengen eines geordneten Korpers K, die ein Supremum
supA bzw. sup B besitzen. Setzen wir A+ B :={x+y:x €A,y € B} und —A :={—x:x €A}, so zeige
man, dass auch die folgenden Suprema und Infima existieren und die behaupteten Werte haben:

(a) sup(AUB) = max(supA,supB).
(b) inf(—A) = —supA.
(c) sup(A+B) =supA+supB.

Unsere bisher betrachteten Beispiele von Mengen ohne Supremum in Beispiel 4.27 (c) waren letzt-
lich trivial — also die leere Menge sowie Mengen, die tiberhaupt keine obere Schranke besitzen. Ist
es auch moglich, dass eine Menge zwar nicht leer und nach oben beschrinkt ist, aber trotzdem keine
kleinste obere Schranke hat? In der Tat ist dies in R im Gegensatz zu QQ nicht moglich, und wie
wir sehen werden ist genau dies der wesentliche Unterschied zwischen diesen beiden Korpern. Wir
definieren daher zunichst:

Definition 4.29 (Supremumsaxiom). Wir sagen, dass ein geordneter Korper das Supremumsaxiom
erfiillt, wenn in ihm jede nicht leere, nach oben beschrinkte Teilmenge ein Supremum besitzt. (Na-
tiirlich besitzt dann nach Aufgabe 4.28 (b) auch jede nicht leere, nach unten beschrinkte Teilmenge
ein Infimum.)

Die reellen Zahlen erfiillen also dieses Supremumsaxiom — das werden wir in dieser Vorlesung
axiomatisch voraussetzen, und das ist nun endlich auch die letzte Eigenschaft der reellen Zahlen, die
wir benotigen. Wenn wir dieses und das vorangegangene Kapitel zusammenfassen, setzen wir nun
also insgesamt iiber die reellen Zahlen voraus:

R ist ein geordneter Korper, der das Supremumsaxiom erfiillt.
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Wie schon in Notation 1.14 gesagt, kann man die Existenz der reellen Zahlen auch aus den Axiomen
der Logik und Mengenlehre herleiten — und dann ist es natiirlich ein beweisbarer Satz, dass R ein
geordneter Korper ist, der das Supremumsaxiom erfiillt. Man kann sogar noch mehr zeigen, ndmlich
dass diese Eigenschaften die reellen Zahlen auch vollstindig charakterisieren: R ist in der Tat der
einzige geordnete Korper, der das Supremumsaxiom erfiillt. Der Beweis dieser Aussage ist jedoch
sehr schwierig und soll hier nicht gegeben werden, zumal wir diese Aussage auch nicht benotigen
werden. Wir werden lediglich in Bemerkung 4.37 noch sehen, dass Q das Supremumsaxiom in der
Tat nicht erfiillt.

Fiir uns bedeutet diese Tatsache letztlich nur, dass wir ab jetzt alles, was wir mit den reellen Zahlen
tun mochten, ausschlieBlich auf den Axiomen eines geordneten Korpers und dem Supremumsaxiom
aufbauen konnen und werden.

Wir wollen nun ein paar erste elementare Folgerungen aus dem Supremumsaxiom ziehen. Seine
wahre Stirke wird dieses Axiom jedoch erst im néchsten Kapitel bei der Untersuchung von Grenz-
werten von Folgen zeigen.

Satz 4.30 (R ist archimedisch geordnet). Die Teilmenge N = {0,1,2,...} C R ist nach oben un-
beschrdnkt.

Beweis. Angenommen, N wire nach oben beschrinkt. Dann wiirde nach dem Supremumsaxiom
s :=supN € R existieren. Da s die kleinste obere Schranke ist, ist s — 1 keine obere Schranke; es
gibt also einn € Nmitn > s— 1. Dann ist aber n+ 1 € N mit n+ 1 > s, im Widerspruch dazu, dass
s eine obere Schranke fiir N ist. O

Bemerkung 4.31.

(a) Eine einfache, aber oft verwendete Folgerung aus Satz 4.30 ist, dass es zu jeder positiven
Zahl x € Ry ein n € N5 gibt mit % < x: Da N nach oben unbeschrinkt ist, ist insbesondere
% keine obere Schranke fiir N. Also gibt es ein n € N mitn > %, und damit nach Lemma 4.16
(d) mit 1 <.

(b) Satz 4.30 mag zwar selbstverstindlich erscheinen — man kann allerdings in der Tat geordnete
Korper konstruieren, in denen diese Aussage falsch ist, in denen es also ,,unendlich grofie*
Elemente gibt, die groBer sind als jede Zahl, die man durch fortlaufende Addition der 1
erreichen kann [E, Kapitel 11].

Aufgabe 4.32. Bestimme Supremum, Infimum, Maximum und Minimum (sofern sie existieren) der
Menge
M{ern :m,n€N>0} CR.
mn

Folgerung 4.33. Jede nicht-leere, nach oben beschrinkte Teilmenge von 7, hat ein Maximum. Ent-
sprechend hat jede nicht-leere, nach unten beschrinkte Teilmenge von 7. ein Minimum.

Insbesondere hat also jede nicht-leere Teilmenge von N ein Minimum. (Man sagt dafiir auch: N ist
wohlgeordnet.)

Beweis. Es sei M C Z nicht-leer und nach oben beschriinkt, mit oberer Schranke s. Nach Satz 4.30
gibt es weiterhin eine natiirliche Zahl b > s, die dann natiirlich auch eine obere Schranke fiir M ist.

Ist @ € M nun ein beliebiges Element, so ist M>, = M N{a,a+ 1,...,b} eine nicht-leere endliche
Menge, die demzufolge natiirlich ein Maximum besitzt. Alle anderen Zahlen von M sind aber noch
kleiner als a, so dass dieses Maximum also auch das Maximum von M ist. O

Bemerkung 4.34 (GauBklammer). Nach Folgerung 4.33 kann man fiir alle x € R die Zahl
|x] :=max{k € Z: k <x}

definieren, da die Menge aller k € Z mit k < x nach Satz 4.30 nicht leer ist (es gibt jaein n € N
mit n > —x, wir konnen dann k = —n setzen), und natiirlich durch x nach oben beschrinkt. Als die
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grofite ganze Zahl kleiner oder gleich x kann man sie sich als ,,Abrundung* von x vorstellen; es ist

also z.B.
7 7
LJ =3 und {—2J =—4.

Folgerung 4.35 (Q liegt dicht in R). Jedes nicht-leere offene Intervall (a,b) in R enthilt eine
rationale Zahl.

Beweis. Nach Bemerkung 4.31 (a) gibt es ein n € N5 mit % < b — a. Weiterhin ist die Menge
k
M:= {keZ:>a}:{k€Z:k>na}
n

nach Satz 4.30 nicht-leer und durch na nach unten beschrinkt, und besitzt damit nach Folgerung
4.33 ein Minimum k. Fiir dieses Minimum gilt also:

(a) k€ M und damit % > a;
(b) k—1¢ M und damit =1 <ga, d.h.

k k-1 1
—&—; <a+(b—a)=b.

n n

Alsoist £ eine rationale Zahl im offenen Intervall (a,b). O

Als eine Konsequenz aus dieser Folgerung wollen wir wie bereits angekiindigt nun sehen, dass die
rationalen Zahlen das Supremumsaxiom nicht erfiillen, dass hier also der entscheidende Unterschied
zwischen Q und R liegt. Wir untersuchen dazu zunichst, ob es eine Quadratwurzel aus 2 gibt, also
eine positive Zahl x mit x> = 2 (die wir dann als v/2 schreiben).

Lemma 4.36 (Irrationalitit von \/2). Es gibt keine rationale Zahl x € Q mit x> = 2.

Beweis. Angenommen, es gibe eine rationale Zahl x € Q mit x> = 2. Wir konnen x als gekiirzten
Bruch x = g (mit p,q € Z und g # 0) schreiben und erhalten

also  p® =24". (*)

Also muss p? und damit auch p selbst eine gerade Zahl, d. h. durch 2 teilbar sein. Wir kénnen daher
p = 2r fiir eine ganze Zahl r € Z setzen. Einsetzen in (x) liefert

(2r)2 =24%, also ¢* =212

Aber dann muss auch ¢* und damit ¢ eine gerade Zahl sein — was ein Widerspruch dazu ist, dass die
Darstellung von x als Bruch g als gekiirzt vorausgesetzt worden ist. 0

Wie ihr aus der Schule wisst, gibt es aber in den reellen Zahlen R eine Wurzel aus 2. Da unsere
Axiome, dass R ein geordneter Korper ist, der das Supremumsaxiom erfiillt, die reellen Zahlen ja
vollstindig beschreiben, konnten wir die Existenz dieser Wurzel jetzt sogar aus unseren Axiomen
beweisen: Die Menge {x € R : x*> < 2} ist offensichtlich eine nicht-leere, nach oben beschrinkte
Menge, die demzufolge ein Supremum s besitzt — und fiir dieses Supremum kann man zeigen, dass
5% =2 gilt, also dass s eine Wurzel aus 2 ist. Dieser Beweis ist jedoch recht technisch, und da wir in
Folgerung 5.30 ohnehin die Existenz reeller Quadratwurzeln aus beliebigen nicht-negativen Zahlen
aus unseren Axiomen beweisen werden, wollen wir hier darauf verzichten und fiir die folgende
Bemerkung der Einfachheit halber annehmen, dass V2 inR existiert, zumal wir diese Bemerkung
im Folgenden nicht verwenden werden.

Bemerkung 4.37 (Q erfiillt das Supremumsaxiom nicht). Es sei M := {x € Q : x < v/2}. Diese
Menge ist offensichtlich nicht leer (denn 0 € M) und nach oben beschrinkt (z. B. mit oberer Schranke
2). Wiirde Q das Supremumsaxiom erfiillen, miisste sie also ein Supremum s := supM € Q besitzen.
Nach Lemma 4.36 ist damit s = /2 ausgeschlossen, also kann nur s < V2 oder s > /2 gelten. Aber
beides fiihrt sofort zum Widerspruch:
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e 5 < /2 kann keine obere Schranke fiir M sein, denn nach Folgerung 4.35 giibe es dann eine
rationale Zahl x € (s, \/2) also mit x € M, aber x > s.

e s> /2 kann keine kleinste obere Schranke fiir M sein, denn wieder nach Folgerung 4.35
giibe es nun eine rationale Zahl s’ € (ﬁ, s), die kleiner ist als s, aber immer noch eine obere
Schranke fiir M (da aus x € M, also x < V2, ja sofort auch x < s’ folgt).

Also erfiillt Q nicht das Supremumsaxiom.

Bemerkung 4.38 (Uneigentliche Suprema). Nach dem Supremumsaxiom existiert das Supremum
supM fiir jede nicht leere, nach oben beschrinkte Teilmenge M C R. Oft ist es praktisch, diese
Notation wie folgt auf beliebige Teilmengen von R zu erweitern:

(a) Ist M =0, so schreiben wir formal sup M = —oco. (Anschaulich: Jede reelle Zahl ist eine obere
Schranke der leeren Menge, daher ist ,,die kleinste* davon —oe.)

(b) Ist M # 0 nach oben unbeschrinkt, so schreiben wir formal supM = co. (Anschaulich: Ist M
nach oben unbeschrinkt, so ist keine reelle Zahl eine obere Schranke fiir M, die einzige und
damit kleinste ,,obere Schranke* fiir M ist also oo.)

Man spricht in diesem Fall von uneigentlichen Suprema. Analog setzt man natiirlich inf() = co und
inf M = —oo fiir jede nach unten unbeschrinkte Menge M C R.

Mit ,,wir schreiben formal® ist dabei oben gemeint, dass —co und oo natiirlich keine Zahlen sind,
mit denen man uneingeschrinkt wie gewohnt rechnen kann. Manche Rechenoperationen wie z. B.
oo+ x := oo fiir alle x € R lassen sich zwar noch intuitiv sinnvoll definieren (siche Bemerkung 5.42),
aber andere wie z. B. e — oo nicht. Mit anderen Worten ist RU {=£eo} kein K6rper. Trotzdem hat die
Einfiihrung uneigentlicher Suprema und Infima den Vorteil, dass sup M und inf M fiir jede Teilmenge
M von R definiert sind, und Aussagen dariiber oft auch in den neuen Fillen giiltig bleiben. So gelten
z.B. die Aussagen aus Aufgabe 4.28 sogar fiir beliebige Teilmengen von R (sofern in (c) rechts
nicht der unbestimmte Ausdruck co — oo auftritt) — allerdings brauchen wir dafiir natiirlich einen
neuen Beweis, da ja schon die Definition eines uneigentlichen Supremums eine andere als tiblich ist.
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5. Folgen und Grenzwerte

Nachdem wir die reellen Zahlen vollstindig charakterisiert haben, wollen wir jetzt zur eigentlichen
Analysis kommen. Der zentrale Begriff ist dabei der des Grenzwerts, den ihr ja sicher in der Schule
schon in der einen oder anderen Form kennengelernt habt und den wir jetzt exakt einfiithren wollen.
Wir beginnen dabei mit Grenzwerten von Folgen, da sie fiir den Anfang einfacher sind als die spéter
auch noch wichtigen Grenzwerte von Funktionen.

5.A Grenzwerte von Folgen

Zur Untersuchung des Grenzwertbegriffs miissen wir als Erstes exakt definieren, was wir damit
meinen, dass sich eine (unendlich lange) Folge reeller Zahlen einem Wert beliebig genau annéhert.

Definition 5.1 (Folgen und Grenzwerte).
(a) Eine Folge in einer Menge M ist eine Abbildung
N—M, n— a,.

Man schreibt eine solche Folge als (ay,)qen, einfach nur als (ay),, oder durch Aufzéhlen
der Folgenglieder als (ag,ay,as,...). Hin und wieder ist in der Literatur auch die noch wei-
ter verkiirzte Schreibweise (a,) zu finden, die wir hier allerdings nicht verwenden wollen,
um Verwechslungen der Folge (a,), mit einem zufillig eingeklammerten Folgenglied a,, zu
vermeiden.

Manchmal ist es bequem, Folgen nicht beim Index 0, sondern bei einem anderen Startindex
ngy € Z beginnen zu lassen — wenn man dies in der Notation deutlich machen mochte, schreibt
man derartige Folgen als (a,)n>n,-

In diesem Kapitel werden wir nur den Fall M = R, also sogenannte reelle Folgen betrachten.
Wir werden daher oft nur von einer Folge sprechen und damit dann immer eine reelle Folge
meinen. Spiter werden wir auch noch andere Folgen kennenlernen, z. B. Folgen komplexer
Zahlen in Abschnitt 6.C oder Folgen von Funktionen in Abschnitt 8.C.

(b) Eine Zahl a € R heiBt Grenzwert einer Folge (a,),, wenn
VeeRsoInpeNVn>ng:la,—a|l <e.

Wir werden gleich in Lemma 5.5 sehen, dass eine Folge hochstens einen solchen Grenzwert
besitzen kann. Wenn ein solches a existiert, konnen wir also sagen, dass a der Grenzwert der
Folge (ay), ist. Man nennt die Folge in diesem Fall konvergent (gegen a) und schreibt dies
als

lima, =a
n—oo

(die Bezeichnung kommt vom englischen Wort ,.limit* bzw. dem lateinischen ,,limes*), oder
manchmal auch als a, — a (fiir n — o). Existiert ein solcher Grenzwert nicht, so heif3it die
Folge divergent.

Bemerkung 5.2 (Anschauliche Deutung des Grenzwertbegriffs). Um die Definition des Grenzwer-
tes in leicht verstindliche Worte zu fassen, fithren wir ein paar intuitive Notationen ein. Fiir a € R
und € € R+ heilit das offene Intervall

Ueg(a) ={xeR:|x—a|<e}=(a—¢g,a+e)

die e-Umgebung von a. Die Grenzwertbedingung besagt nun genau, dass in jeder solchen €-Um-
gebung von a — egal wie klein das € gewdhlt ist — alle Folgenglieder ab einem gewissen ng liegen,
wobei dieses ng natiirlich von dem gewéhlten € abhéngen darf. Im Beispielbild unten wére das z. B.
fiir ng = 3 der Fall, denn a3,a4,as, ... liegen alle in Ug (a).
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Ue(a) seeagazy a» ap  ap

R T

a—& a-+ €

Man kann diese Tatsache auch so ausdriicken, dass in jeder e-Umgebung alle bis auf endlich viele
Folgenglieder liegen miissen (ndmlich alle bis auf evtl. a,...,a,,—1). In der Analysis verwendet
man gerne den Buchstaben & fiir eine kleine positive Zahl und die Sprechweise ,.fast alle* fiir ,,alle
bis auf endlich viele*, und kann damit die Grenzwertbedingung auch in Worten formulieren:

Eine Zahl a ist genau dann Grenzwert einer Folge, wenn in jeder e-Umgebung von a
fast alle Folgenglieder liegen.

Anschaulich bedeutet das natiirlich einfach, dass sich die Folgenglieder immer mehr dem Grenzwert
annidhern. Beachte auch, dass dies insbesondere bedeutet, dass das Abdndern oder Weglassen endlich
vieler Folgenglieder nichts daran éndert, ob und gegen welchen Grenzwert eine Folge konvergiert.
Der Startindex einer Folge wie in Definition 5.1 (a) ist fiir ihre Konvergenz also irrelevant.

Beispiel 5.3. Hier sind ein paar sehr wichtige Beispiele von Grenzwerten:

()

(b)

(©)

Es ist offensichtlich, dass eine konstante Folge, in der alle Folgenglieder den gleichen Wert
a € R haben, gegen eben dieses a konvergiert, d. h. dass lim a = a gilt: Hier liegen ja sogar
n—soo

alle Folgenglieder in jeder beliebigen €-Umgebung von a.
Wir behaupten, dass lim % =0 gilt.
n—yoo

Um dies mit Hilfe der Definition 5.1 (b) zu beweisen, sei zunichst ein € € R~ beliebig
vorgegeben; wir miissen zeigen, dass fast alle Glieder der Folge (%)n>l in der e-Umgebung
von 0 liegen. Dies ist aber sehr einfach: Nach der archimedischen Ordnung von R wie in
Bemerkung 4.31 (a) gibt es ein nyp € N mit % < €. Mit einem solchen nq gilt dann fiir alle
n>nop

1

of-1e]
n

no

<e,
n

wobei wir die Rechenregeln fiir Ungleichungen aus Lemma 4.16 verwendet haben. Fast alle
Folgenglieder, namlich alle % fiir n > ny, liegen also in der e-Umgebung von 0. Damit gilt

nach Definition lim % =0.
n—soo

Beachte, dass wir hierbei zu unserem € gar kein konkretes ng angegeben haben, das die
Grenzwertbedingung erfiillt. Wir hitten dies hier leicht tun konnen, z. B.

1
ny = {—i—lJ
€

mit der GauBBklammer aus Bemerkung 4.34, denn dann ist g eine natiirliche Zahl groBer als
é, und damit wie oben % < €. Aber zur Uberpriifung der Grenzwertbedingung ist es nicht
notig, ein konkretes ng anzugeben — erst recht nicht das kleinste (also ,,beste*) mogliche ng.
In der Tat wire eine solche Bestimmung des kleinstmoglichen ng fiir die allermeisten Folgen
auch sehr aufwendig oder sogar gar nicht praktisch durchfiihrbar.

(Geometrische Folge) Es sei g € R mit |g| < 1; wir behaupten, dass dann lim ¢" = 0 gilt.
n—soo

Fiir g = 0 ist dies natiirlich klar, da wir dann eine konstante Folge haben. Ansonsten sei wie
in (b) wieder € € R beliebig vorgegeben. Wir setzen x := ﬁ —1, also |g| = ﬁx; wegen
lg| < 1 ist natiirlich x > 0. Nach Bemerkung 4.31 (a) gibt es nun ein ng € N mit % < €x. BEs
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gilt dann fiir alle n > ng

n__ 0 = n =
lg" — 0] = |q| =
@ 1 . . .
< T (mit x > 0 nach der Bernoulli-Ungleichung aus Satz 4.20)
nx

3 1
< — (wegen 1 > 0)

nx
@ 1
< — (wegen n > ng)

nox
5) 1
< E, (wegen — < 8x>

no

woraus die Behauptung folgt.

Bemerkung 5.4 (Riickwirtsrechnen). Wenn ihr euch die Rechnung in Beispiel 5.3 (c) angeschaut
habt, werdet ihr vermutlich keine Probleme haben, sie nachzuvollziehen — aber euch sicher auch
fragen, wie ihr darauf jemals selbst hittet kommen sollen. Insbesondere die Festlegungen von x und
ng vor Beginn der Rechnung fallen ja doch sehr vom Himmel.

Die Antwort hierauf ist einfach, dass ich den Beweis zunichst , riickwirts* durchgefiihrt habe, bevor
ich angefangen habe, ihn aufzuschreiben. Ich habe also mit der Rechnung oben begonnen, bevor ich
wusste, was z. B. ng spiter einmal sein wiirde, und mir etwa folgendes gedacht:

Okay, wir miissen sehen, dass |¢"| fiir n — o kleiner als das gegebene € wird. Nehmen wir
der Einfachheit halber erst einmal g > 0 an, dann miissen wir also eine Ungleichungskette
q" < --- < € finden. Bisher wissen wir nichts dariiber, wie sich Potenzen mit wachsendem
Exponenten verhalten ... aber wir hatten die Bernoulli-Ungleichung (14 x)" > 1+ nx ge-
zeigt, die Potenzen durch lineare Funktionen abschitzen kann. Um die anwenden zu konnen,
konnten wir vielleicht ¢ = 1 4 x setzen? Nein, das hilft nicht, denn dann wiirde die Unglei-
chung ¢" = (1+x)" > 1+ nx ja in die falsche Richtung gehen. Also versuchen wir lieber
q= ﬁ, das dreht ,,>* zu ,,<* um. Moment, gibt es so ein x iiberhaupt und erfiillt das die
Voraussetzungen der Bernoulli-Ungleichung? Ja, die Gleichung ist ja dquivalent zu x = % -1,
und es ist g < 1, also x > 0, das passt. Damit haben wir die Schritte (1) und (2) oben.

Jetzt miissen wir also N:W weiter abschitzen und sehen, warum dieser Term gegen O geht.
Die 1 im Nenner stort. Also, wir konnten sicher auch mit ihr weiter rechnen, aber einfacher
wiére der Ausdruck ohne sie. Es ist ja auch 5 Jrlnx < n—lx, d. h. die Abschitzung geht in die
richtige Richtung, und der neue Ausdruck n—lx geht immer noch gegen 0. Also lassen wir die 1
in (3) einfach weg. Wie wir jetzt weiter machen kénnen, wissen wir aus Beispiel 5.3 (b): Ist

nun n > ng und % < €x, so erhalten wir in (4) und (5) die gewiinschte Abschatzung.

Nachdem wir diese Uberlegungen durchgefiihrt haben, konnen wir schlieBlich noch die Betriige
wieder einarbeiten und den Beweis dann so aufschreiben wie oben.

Beachte, dass es natiirlich viele verschiedene Arten gibt, derartige Abschidtzungen durchzufiihren.
Aber nicht jede Abschitzung, die richtig ist, ist auch zielfithrend: So hitten wir z. B. in (3) oben auch

versuchen konnen, den Term nx wegzulassen und die Abschétzung mit ; Jrlnx < % fortzusetzen. Diese

Ungleichung ist genauso richtig wie (3), aber der neue Ausdruck % = 1 geht offensichtlich mit n — oo
nicht mehr gegen 0, so dass wir die gewiinschte Folgerung - - - < € jetzt nicht mehr erreichen konnen.
Man muss beim Abschitzen also stets einen geeigneten Mittelweg finden und aufpassen, dass man
weder zu wenig noch zu viel abschitzt. Dadurch erfordern derartige Rechnungen oft eine geschickte
und vielleicht nicht ganz offensichtliche Idee. Am Anfang ist das sicher ungewohnt, aber im Laufe
der Zeit werdet ihr ein gewisses Gefiihl dafiir entwickeln, welche Art von Abschitzung in welchen
Fillen sinnvoll sein konnte. Aber so oder so — fiir das reine Nachvollziehen einer Abschitzung, die
jemand anders gefunden hat (wie z. B. wenn ihr den Beweis in Beispiel 5.3 (c) lest und verstehen
wollt), sind solche Ideen natiirlich nicht notwendig.
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Wir wollen nun die bereits in Definition 5.1 versprochene Aussage beweisen, dass der Grenzwert
einer Folge (sofern er existiert) immer eindeutig ist. Anschaulich ist diese Aussage natiirlich sofort
einleuchtend: Es konnen nicht fast alle Folgenglieder beliebig nahe an zwei verschiedenen Zahlen
liegen. Denn wenn wir disjunkte e-Umgebungen der beiden Grenzwerte wihlen, kann jedes Folgen-
glied natiirlich immer nur in einer der beiden Umgebungen liegen — und somit kénnen nicht fast alle
in beiden Umgebungen liegen. Formal aufgeschrieben sieht diese Beweisidee so aus:

Lemma 5.5 (Eindeutigkeit des Grenzwerts). Jede Folge hat hochstens einen Grenzwert.

Beweis. Angenommen, die Aussage wire falsch, d.h. es gibe eine Folge (ay), mit a, — a und
a, — b fiir gewisse a,b € R mit a # b.

Wihlen wir dann € := @ als den halben Abstand zwi-

schen a und b, so gilt wie im Bild rechts Ug (@) NUe (b) =0, Ue(a) o Ue(b) ¢
denn aus x € Ug(a) NUg(b) wiirde mit der Dreiecksunglei- a b
chung der Widerspruch

la—b|=|la—x+x—b| <|la—x|+|b—x|<e+e=2e=|a—D
folgen.

Aber wegen a,, — a gilt a, € Ug(a) fiir fast alle n (also fiir alle n > n; mit einem gewissen n; € N),
und wegen a, — b genauso a, € Ug(b) fiir fast alle n (also fiir alle n > np mit einem gewissen
ny € N). Damit folgt auch a, € Ug(a) NU,(b) fur fast alle n (ndmlich fiir alle n, bei denen beide
Aussagen gelten, also fiir n > max(n,n;)), was ein Widerspruch zu U, (a) NUg (b) = 0 ist und somit
das Lemma beweist. O

Bemerkung 5.6. Wir sehen im Beweis von Lemma 5.5, dass die ,,fast alle“~-Notation den Vorteil hat,
dass wir uns oft das explizite Arbeiten mit dem ng aus Definition 5.1 (b) (von dem wir ja meistens
ohnehin nicht wirklich wissen miissen, welchen Wert es genau hat) sparen konnen. Die einzige
Eigenschaft, die wir hier wirklich gebraucht haben, ist die: Wenn eine Aussage A(n) fiir fast alle n
gilt, und eine weitere Aussage B(n) ebenfalls fiir fast alle (aber nicht notwendig fiir die gleichen),
dann gelten auch A(n) und B(n) zusammen fiir fast alle n — nédmlich fiir alle bis auf die endlich vielen
Ausnahmen fiir A(n) und B(n).

Natiirlich gibt es auch Folgen ohne Grenzwert. Die einfachste Moglichkeit dafiir ist, dass ihre Glie-
der unbeschrinkt wachsen und sich somit keiner Zahl annihern kénnen. Dies wollen wir jetzt formal
untersuchen.

Definition 5.7 (Beschrinkte Folgen). Eine Folge (a,), heift beschrinkt, wenn die Menge ihrer
Folgenglieder beschrinkt ist, also wenn es ein s € R gibt mit |a,| < s fiir alle n € N.

Lemma 5.8. Jede konvergente Folge ist beschrdnkt.

Beweis. Es sei (a,), eine konvergente Folge mit Grenzwert a. Dann gibt es zu € = 1 ein np, so dass
|a, — a| < € = 1 und damit nach der Dreiecksungleichung auch

|an| = |an —a+a| <|ay—al+|a| < 1+]q|
fiir alle n > ng gilt. Damit ist dann aber |a,| < s fiir alle n € N, wenn wir
s :=max(|ao|,|ai1],...,|any—1],1+al)
setzen. Also ist (a,), beschrinkt. O
Beispiel 5.9.
(a) Die Folge
(an)n = (1,0,2,0,3,0,...)
ist unbeschrinkt (da die Menge N ihrer Folgenglieder nach Satz 4.30 unbeschrinkt ist) und
damit nach Lemma 5.8 divergent.
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(b) Auch die geometrische Folge (¢"), aus Beispiel 5.3 (c) ist fiir |¢| > 1 unbeschrinkt und damit
divergent: Ist ndmlich s € R beliebig, so konnen wir nach der archimedischen Ordnung
von R ein n € N wihlen mit n > Iq\%’ und erhalten mit der Bernoulli-Ungleichung

4.20
lqI" = (1+1g[=1)" = 1+n(lg=1) > n(lg| =1) >s.

Wie rechnet man nun aber Grenzwerte konkret aus, wenn man nicht jedes Mal wieder auf die Defini-
tion zuriickgehen mochte? Gliicklicherweise gibt es dafiir die Grenzwertsétze, die besagen, dass man
Grenzwerte mit Summen, Differenzen, Produkten und Quotienten vertauschen kann, und die damit
oft eine konkrete Berechnung ermdglichen. Zum Beweis dieser Aussage benotigen wir zunéchst ein
Lemma.

Definition 5.10 (Nullfolgen). Eine Folge heif3t Nullfolge, wenn sie gegen 0 konvergiert. Offensicht-
lich konvergiert eine Folge (a,), damit nach Definition genau dann gegen a € R, wenn (a, —a),
eine Nullfolge ist.

Lemma 5.11. Ist (a,), eine beschrinkte Folge und (by), eine Nullfolge, so ist auch (anby), eine
Nullfolge.

Beweis. Es sei € € Ry beliebig. Da (ay,), beschrinkt ist, gilt |a,| < s fiirein s € R~ und alle n € N,
Da (b,), eine Nullfolge ist, ist weiterhin |b,| < £ fiir fast alle n. Also gilt fiir fast alle n auch die
Abschitzung |a,by,| = |a,|-|bs] < s-£ =€, d.h. (aby,), ist eine Nullfolge. O

Bemerkung 5.12 (Folgen mit Grenzwert ungleich 0). Es sei (a,), eine Folge, die gegen einen
Grenzwert a # 0 konvergiert. Eine unmittelbare, aber dennoch oft niitzliche Folgerung aus der
Grenzwertdefinition 5.1 ergibt sich, wenn wir dort € = % > 0 setzen: Fiir fast alle n ist dann
ay, € Ug(a), mit der Dreiecksungleichung nach unten aus Bemerkung 4.19 also

> lal— la— el
lan| = |a] = |a —an| > |a| — € = o
Hat eine Folge also einen Grenzwert a # 0, so sind insbesondere auch fast alle Folgenglieder un-
gleich O (und betragsmiBig sogar grofler als ‘izl).

Satz 5.13 (Grenzwertsitze fiir Folgen). Es seien (ay,), und (b,), zwei konvergente Folgen mit
a, — a und b, — b. Dann gilt:

(a) a,+b, —>a+bunda,—b, —a—>b.

(b) a, b, — ab.

(c) Ist b # 0, so sind auch fast alle b, # 0, und es gilt Z—Z - 7.

Beweis.
(a) Es sei € € R beliebig. Wegen a, — a und b, — b gilt |a, —a| < § und |b, —b| < § fiir
fast alle n. Damit folgt fiir fast alle n (sieche Bemerkung 5.6) mit der Dreiecksungleichung
€ €
|an + by, — (a+b)| <l|ay—a|+ |by—b| < 5—'—5 =g,
also wie behauptet a, + b, — a + b. Die Aussage tiber die Differenz der Grenzwerte folgt
natiirlich genauso.

(b) Fir alle n € N gilt zunichst
anby, — ab = ayb, — anb + ayb — ab = a, (b, — b) + b(a, —a). (D

Die Folge (a,), ist nach Voraussetzung konvergent und damit beschriinkt nach Lemma 5.8.
Weiterhin ist b, — b eine Nullfolge wegen b,, — b. Also ist auch (a, (b, —b)),, d. h. der erste
Summand rechts in (1), nach Lemma 5.11 eine Nullfolge. Genauso ergibt sich, dass auch der
zweite Summand (b(a, — a)), eine Nullfolge ist. Damit ist (1) die Summe zweier Nullfolgen,
nach (a) also ebenfalls eine Nullfolge. Dies zeigt a,b,, —ab — 0 und damit a,,b, — ab.
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(c) Nach Bemerkung 5.12 sind mit b # 0 auch fast alle b, ungleich 0, so dass wir (nach evtl.
Weglassen endlich vieler Glieder) die Quotlentenfolge (“”) betrachten konnen. Weil nach

derselben Bemerkung dann sogar |b,| > 7 und damit |5-| < ﬁ gilt, ist die Folge (3-),
auBerdem beschrinkt. Schreiben wir also

a, a ayb—ab, a,b—ab+ab—ab,

_i( )
by bbb, bb,, by bb
(an

(b—bn), @)
so ergibt sich die Behauptung genauso wie in (b): ( a)) ist eine Nullfolge (nach
Lemma 5.11 als Produkt der beschridnkten Folge ( by )n mit der Nullfolge (a, —a),), analog
ist auch (53~ (b —by)), eine Nullfolge. Damit ist (2) wieder die Summe zweier Nullfolgen,
nach (a) also ebenfalls eine Nullfolge — woraus 7* L= 5 5 folgt. g

Beispiel 5.14 (Grenzwerte von Quotienten von Polynomen). Wollen wir den Grenzwert der Fol-

ge (n%”H )n bestimmen, so konnen wir nicht direkt die Grenzwertsiatze anwenden, da Zihler und

Nenner natiirlich unbeschrinkt sind und damit nach Lemma 5.8 divergieren. Durch Kiirzen mit n?
konnen wir die Folgenglieder aber umschreiben, so dass wir den Grenzwert dann mit Satz 5.13 in
den Quotienten, die Summe und das Produkt hineinziehen kénnen und (mit Beispiel 5.3)

2n? 2 2 2

= = — =2 fiirn— o
R+l 1+ L 14T T 14000 urn

erhalten. Auf die gleiche Art kann man offensichtlich den Grenzwert jeder Folge berechnen, die
ein Quotient von zwei Polynomfunktionen in » ist, indem man zuerst mit der hochsten auftretenden
Potenz von n Kkiirzt.

Bemerkung 5.15. Beachte, dass Satz 5.13 nur angewendet werden kann, wenn beide Grenzwerte

lim a, und 11m b, existieren — ansonsten macht der Satz keine Aussage. Eine Rechnung hinzuschrei-
n—soo

ben wie z. B

2
im 2O i 2 i L T g
n~>oon—|—l n—|—3 n~>oon—|—l n%wn+3 n~>ool_|_% n~>w1+§
(mit Verweis an der Stelle (x) auf den Grenzwertsatz 5.13 (b)) ist daher eigentlich nicht korrekt,
da wir bei (x) ja noch nicht iiberpriift haben, ob die Grenzwerte der beiden einzelnen Briiche auch
wirklich existieren. Man miisste also theoretisch zuerst die Grenzwerte von % und "+3 separat
berechnen (bzw. ihre Existenz zeigen), und konnte dann erst die obige Rechnung (x) hinschreiben.
Da dies aber deutlich mehr Schreibaufwand wire und die Darstellung auch uniibersichtlicher machen
wiirde, wollen wir vereinbaren, dass wir die Grenzwertsitze in einer Rechnung wie oben auch schon
benutzen diirfen, wenn wir erst nachtréiglich iberpriifen, dass die Einzelgrenzwerte existieren.

Aufgabe 5.16. Bestimme die Grenzwerte (sofern sie existieren)

2 2 3 3n
"EE () lim 2 © lim

(a) lim Jlim @, lim .

n—eo n% 4n
Fiir (a) beweise man diesen Grenzwert zusitzlich direkt nach Definition, d. h. man gebe zu jedem
€ € R.g ein ng € N an, so dass die Grenzwertbedingung aus Definition 5.1 (b) gilt.

Aufgabe 5.17. Zu einer gegebenen Folge (a,)nen., definieren wir die Folge (b,)nen., ihrer Mittel-
werte durch

b, = w fiir alle n € N+ .

Man zeige: Ist (a,), konvergent mit Grenzwert a € R, so ist auch (b,), konvergent mit demselben
Grenzwert a. (Hinweis: Zur Vereinfachung der Rechnung ist es niitzlich, die Aussage zunichst fiir
eine Nullfolge (a,), zu beweisen, und den allgemeinen Fall dann darauf zuriickzufiihren.)
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Als Beispiele fiir divergente Folgen haben wir bisher nur unbeschrinkte Folgen gesehen. Aber auch
beschrinkte Folgen konnen natiirlich divergent sein, wie z. B. die Folge

(1)) ey = (1L,=1,1,=1,..),
in der alle geraden Folgenglieder gleich 1 und alle ungeraden gleich —1 sind, so dass fiir die gesamte
Folge kein Grenzwert existieren kann. Formal konnen wir dies mit dem Begriff der Teilfolgen und
Hiaufungspunkte ausdriicken.

Definition 5.18 (Umordnungen, Teilfolgen und Haufungspunkte). Es sei (a,)qen eine Folge.

(a) Eine Umordnung von (a,),cN ist eine Folge der Form (a0, dg(1),ac(2), - ) = (do(n) )neN
fiir eine bijektive Abbildung o: N — N. Sie entsteht also einfach durch eine beliebige Per-
mutation aller Folgenglieder.

(b) Eine Teilfolge von (ay,),cn ist eine Folge der Form (a,,an, ,an, ,- .. ) = (an, ke filir gewisse
np < ny < ny < ---, also eine Folge, die aus (a,),ecn durch Auswihlen bestimmter Folgen-
glieder unter Beibehaltung ihrer Reihenfolge entsteht.

(c) Eine Zahl a € R heifit Haufungspunkt von (a,),cn, wenn es eine Teilfolge von (a,)en
gibt, die gegen a konvergiert.

Lemma 5.19 (Grenzwerte von Umordnungen und Teilfolgen). Konvergiert eine Folge (ay), gegen
einen Grenzwert a, so konvergiert auch jede Umordnung und jede Teilfolge von (ay), gegen a.

Insbesondere hat eine konvergente Folge also genau einen Hdufungspunkt, ndamlich ihren Grenzwert.

Beweis. Es sei € € Ry beliebig. Da die Folge (a,), gegen a konvergiert, hat sie nur endlich viele
Glieder, die auBerhalb von Ug(a) liegen. Jede Umordnung oder Teilfolge von (ay,), hat damit aber
ebenfalls nur endlich viele Glieder auferhalb von Ug(a), und somit konvergiert eine solche Umord-
nung oder Teilfolge ebenfalls gegen a. U

Beispiel 5.20.
(a) Die oben betrachtete Folge (a,)neny = ((—1)")peny = (1,—1,1,—1,...) besitzt die beiden
konstanten Teilfolgen
(azn)nen = (1,1,1,...)
und (aont1)nen = (—=1,—1,—1,...)
und damit die beiden Hiaufungspunkte 1 und —1. Sie ist also nach Lemma 5.19 divergent. In

der Tat werden wir in Beispiel 5.23 (a) sehen, dass 1 und —1 auch die einzigen Haufungs-
punkte von (ay, ), sind.

(b) Fiir die Folge (a,), = (n+1),=(1,2,3,...) ist jede ihrer Teilfolgen unbeschrinkt und damit
nach Lemma 5.8 divergent. Also besitzt (a,), keine Hiufungspunkte.

Zur konkreten Berechnung von Haufungspunkten sind oft die folgenden beiden Lemmata niitzlich.

Lemma 5.21 (Aquivalente Charakterisierung von Hiufungspunkten). Eine Zahl a € R ist genau
dann ein Héufungspunkt einer Folge (ay),, wenn in jeder €-Umgebung von a unendlich viele Fol-
genglieder ay liegen.

Beweis.
,»=": Konvergiert eine Teilfolge von (a,), gegen a, so liegen in jeder e-Umgebung von a fast alle
Glieder der Teilfolge und somit insbesondere auch unendlich viele Glieder von (ay,),,.

<"1 Wir konstruieren eine Teilfolge (a,, )ren der gewiinschten Art wie folgt: Als Startindex neh-
men wir ng = 0. Ist nun fiir ein £k € Ny der Index n;_; bereits konstruiert, so wahlen wir ein
ng > ng—y mit |a,, —al < % (dies ist moglich, da in der %—Umgebung von a nach Voraussetzung
unendlich viele Folgenglieder liegen, also auch eines hinter a,, ).

Die so konstruierte Teilfolge (ay, )ren konvergiert dann gegen a: Ist € € R-o gegeben und ky € N+
mit%<£,soist|ank—a|<%S%<£fﬁrallek2ko. O
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Lemma 5.22 (Mischfolgen). Es seien (ay)nen eine Folge sowie (an, )ken und (ap, )ren zwei Teilfol-
gen, die zusammen die gesamte Folge ergeben, also so dass {n; : k € N} U {my : k € N} =N gilr.
Man sagt in diesem Fall auch, dass (an)nen eine Mischfolge von (ay, )ken und (am, ) ke ist.

Dann ist eine Zahl a € R genau dann ein Héiufungspunkt von (a,),en, wenn a ein Héaufungspunkt
von (ap, )ken oder (ap, )ken ist.

Beweis. Eine Zahl a ist nach Lemma 5.21 genau dann ein Haufungspunkt von (a,),, wenn in jeder
e-Umgebung von a unendlich viele Folgenglieder von (a,), liegen. Da (a,), eine Mischfolge von
(@, )i und (am, )i ist, ist dies natiirlich dquivalent dazu, dass in jeder solchen e-Umgebung unendlich
viele Folgenglieder von (ay, )i oder (a, )i liegen, also dass a ein Haufungspunkt (mindestens) einer
dieser beiden Teilfolgen ist. 0

Beispiel 5.23.

(a) Die Folge (ay)n, = ((—1)")nen aus Beispiel 5.20 (a) ist eine Mischfolge ihrer positiven und
negativen Glieder, die konstant gleich 1 bzw. —1 sind. Aus Lemma 5.22 folgt also, dass (a,),
genau die beiden Haufungspunkte 1 und —1 hat.

(b) Die divergente Folge (a,), = (1,0,2,0,3,0,...) aus Beispiel 5.9 (a) ist eine Mischfolge der
Folge (1,2,3,...) (die nach Beispiel 5.20 (b) keine Hiufungspunkte hat) und der konstanten
Folge 0 (die natiirlich 0 als einzigen Haufungspunkt hat). Damit hat (a,), nach Lemma 5.22
den einzigen Haufungspunkt 0. Wir sehen also (im Gegensatz zu Lemma 5.19), dass eine
Folge mit genau einem Haufungspunkt nicht notwendig konvergiert.

5.B KonvergenzKkriterien fiir Folgen

Nicht in allen Féllen lésst sich die Berechnung von Grenzwerten mit Hilfe der Grenzwertsitze auf
bereits bekannte zuriickfiihren. Wir benétigen daher noch weitere Techniken zur Grenzwertbestim-
mung und beginnen mit einem einfachen Vergleichskriterium.

Satz 5.24 (Vertriglichkeit des Grenzwerts mit Ungleichungen). Es seien (ay), und (b,), konvergen-
te Folgen mit a,, — a und b, — b. Dann gilt:
(a) Ist a, < by, fiir fast alle n, so auch a < b.

(b) (Einschachtelungssatz) Ist a = b, konvergieren also beide Folgen gegen denselben Grenz-
wert, und ist (c,), eine weitere reelle Folge mit a, < ¢, < b, fiir fast alle n, so konvergiert
auch (c,), gegen diesen Grenzwert.

Beweis.

(a) Angenommen, es wire a > b. Wir setzen € := % Wegen a, — a und b,, — b wire dann
(nach Bemerkung 5.6) fiir fast alle n

ap € (a—¢€,a+€) und b,c(b—eb+e).
Zusammensetzen liefert a — € < a, < b, < b+ € fiir fast alle n, und damit a — b < 2¢€ im
Widerspruch zu € = %.
(b) Essei € € Ry beliebig. Diesmal gilt wegen a, — a und b, — a fiir fast alle n
a, € (a—¢e,a+¢e) und b, € (a—¢€,a+e),
und damita— € < a, <c¢, <b, <a+¢,alsoc, € (a—€,a+¢). Da g > 0 beliebig war, folgt

daraus wie behauptet ¢, — a. O

Bemerkung 5.25. Beachte, dass Satz 5.24 (a) nicht auch analog fiir die echte Ungleichung ,,<*

gilt: Ist z.B. @, =0 und b, = % fiir alle n > 1, so gilt zwar a,, < b, fiir alle n, aber die Grenzwerte

beider Folgen sind natiirlich gleich 0, d. h. es gilt nur lim a, < lim b,, gemif3 Satz 5.24 (a), aber
n—oo n—soo

nicht lim a,, < lim b,,.
n—soo n—oo
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Aufgabe 5.26. Bestimme den Grenzwert

n

, n
111590,;1 n? 4k

Alle unsere bisherigen Kriterien haben den entscheidenden Nachteil, dass sie Grenzwerte nur auf
andere bereits bekannte zuriickfithren konnen. In der Praxis werden aber viele Groen wie z. B.
Quadratwurzeln, 7, e oder der Sinus und Kosinus einer gegebenen Zahl iiberhaupt erst als Grenz-
werte geeigneter Folgen konstruiert. Die Konvergenz solcher Folgen werden wir also mit unseren
bisherigen Methoden nie nachweisen konnen.

Wir benotigen daher auch Kriterien, mit denen man die Konvergenz einer Folge selbst dann nachwei-
sen kann, wenn man ihren Grenzwert noch nicht vorher kennt oder gleichzeitig aus bereits bekannten
anderen Grenzwerten berechnen kann. Im Gegensatz zu unseren Ergebnissen aus Abschnitt 5.A, die
unveréndert auch in Q gelten wiirden, handelt es sich hierbei nun um Resultate, die ganz zentral das
Supremumsaxiom verwenden und daher nur in R gelten.

Das erste Kriterium dieser Art, das wir jetzt behandeln wollen, ist fiir Folgen anwendbar, deren
Folgenglieder mit wachsendem n immer grofler werden. Ist eine solche Folge nach oben beschrénkt,
so ist anschaulich klar, dass die Folgenglieder wie im Bild unten fiir wachsendes n ,,immer niher
zusammen riicken* miissen, was letztlich zur Konvergenz der Folge fithren sollte. Dies ist der Inhalt
des folgenden Satzes.

a < a < m<a<- | R
° o o >—o—o-oe |
. /‘ t obere Schranke
lim a,
n—yo0

Definition 5.27 (Monotone und beschrinkte Folgen). Es sei (ay), eine Folge.

(a) Die Folge (a,), heift monoton wachsend oder steigend, wenn a,, < a, fiir alle n € N,

also ag < a; <ap <--- und damit a,, < a, fiir alle m < n gilt. Gilt sogar a, < a,+ fir alle

n € N, so heift (a,), streng monoton wachsend oder steigend.
Analog heifit (a,), (streng) monoton fallend, wenn a, > a,y (bzw. a, > a,) fiir alle
n €N gilt.

(b) Analog zu Definition 5.7 heiBit (a,,), nach oben beschrinkt, wenn die Menge ihrer Folgen-
glieder nach oben beschrinkt ist, also wenn es ein s € R gibt mit a,, < s fiir alle n.

Analog heiBt (a, ), nach unten beschrinkt, wenn es ein s € R gibt mit a,, > s fiir alle n; die
Folge ist also genau dann beschrinkt, wenn sie nach oben und unten beschrinkt ist.

Satz 5.28 (Monotoniekriterium). Jede monoton wachsende, nach oben beschrinkte Folge (ay), in
R ist konvergent. (Analog ist dann natiirlich auch jede monoton fallende, nach unten beschrinkte
Folge konvergent.)

Beweis. Da die Menge M := {a, : n € N} C R aller Folgenglieder nicht leer und nach oben be-
schrénkt ist, existiert a := sup M nach dem Supremumsaxiom. Wir behaupten, dass a,, — a.

Es sei dazu € € R+ beliebig. Da a die kleinste obere Schranke fiir M ist, ist a — € keine obere
Schranke mehr. Es gibt also ein ng € N mit a,, > a — €. Fiir alle n > n folgt dann

a—€<ap, < ay (Monotonie)
<a (a ist obere Schranke der Folgenglieder)
<a+g,
also |a, —a| < €. Damit konvergiert (a,), gegen a. O

Als Beispiel fiir die Anwendung des Monotoniekriteriums wollen wir nun als Erstes zeigen, dass
jede nicht-negative reelle Zahl eine Quadratwurzel besitzt. Auch wenn euch diese Tatsache aus der
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Schule vielleicht ,,offensichtlich® erscheint (und wir sie in Bemerkung 4.37 auch schon ohne Be-
weis benutzt haben), folgt sie dennoch nicht unmittelbar aus den Axiomen fiir R und muss damit
bewiesen werden. Eine Moglichkeit dafiir ist, eine Folge (a,), zu konstruieren, deren Konvergenz
wir beweisen konnen, und deren Grenzwert nur die gewiinschte Wurzel sein kann. Die Konstruktion
von (ay,), ist dabei rekursiv, d. h. wir kénnen (analog zur vollstindigen Induktion) nicht direkt a,, fiir
alle n € N angeben, sondern legen nur das erste Folgenglied ag fest und geben dann eine Formel an,
mit der fiir alle n € N aus a,, das nidchste Folgenglied a,,1| berechnet werden kann.

Lemma 5.29 (Existenz von Wurzeln). Es seien ¢ € R<g und ag € R~ gegeben. Dann konvergiert
die mit diesem Startwert ag rekursiv definierte Folge (ay), mit

n

1
Anyil i= 3 (an + ac) fiir allen € N (%)

gegen ein a € R mit a*> = c.

Beweis. Wir zeigen die Konvergenz von (aj, ), mit dem Monotoniekriterium, indem wir nachweisen,
dass die Folge nach unten beschrinkt und monoton fallend ist.

Aus der Rekursionsvorschrift (x) ist offensichtlich, dass mit ¢ und ag auch alle Folgenglieder positiv
sind. Die Folge ist also sicher durch 0 nach unten beschrénkt. In der Tat gilt fiir alle n € N sogar

, 1 +c2 12+1+1c2 1, 1+162+ 1 c2+>
o =~-\ap+— ) =-a,+-ct+-—=-a,—-c+—-—+c=—-|a,—— c>c
g\ g, 47T 42 4T 27 T4 4\ a, =

und somit a% > c fur alle n > 1. Daraus folgt fiir alle n > 1 aber auch

ap+1 1 c 1 c
=14+ )<= ({1+-)=1
s () = () -

und damit a,4; < a,, die Folge ist also (mit Ausnahme evtl. des ersten Folgengliedes) monoton
fallend. Damit konvergiert (a,), nach Satz 5.28, d. h. der Grenzwert a := lim a,, existiert.
n—yoo

Um Informationen iiber den Grenzwert a zu bekommen, multiplizieren wir die Rekursionsgleichung
(*) zundchst mit a, und erhalten a,,1a, = %(aﬁ + ¢) fiir alle n € N. Gehen wir in dieser Gleichung
nun zum Grenzwert {iber, so ergibt sich

. Ly . 2 179
,}5‘;""+'“":,}£‘;§<an+c>’ und damit a :E(a +c),

da die Folge (a,+1)n, = (a1,a2,as,...) gegeniiber (ay), = (ap,a1,az,...) janur um ein Folgenglied
verschoben ist und somit als Teilfolge von (ay,), ebenfalls gegen a konvergiert. Auflosen dieser Glei-
chung liefert nun sofort wie behauptet > = c. Da alle a,, positiv sind, ergibt Satz 5.24 (a) auBerdem
auch a > 0; in der Tat ist wegen a> = ¢ > 0 dann sogar a > 0. 0

Folgerung und Definition 5.30. Zu jedem c € R>q gibt es eine eindeutig bestimmte Zahl a € R>q
mit a* = c. Wir nennen sie die (Quadrat-)Wurzel aus ¢ und schreiben sie als Ve

Beweis. Fiir ¢ = 0 ist die Aussage mit a = 0 klar, daher kénnen wir im Folgenden ¢ > 0 annehmen.
Die Existenz einer Wurzel a folgt dann direkt aus Lemma 5.29. Das Polynom x — x> — ¢ hat nun die
positive Nullstelle a und die negative Nullstelle —a, und kann als Polynom vom Grad 2 nach Satz
3.19 (b) keine weiteren Nullstellen haben. Also ist die Wurzel a auch eindeutig bestimmt. [l

Bemerkung 5.31 (Grenzwert rekursiver Folgen). Das Monotoniekriterium bietet sich oft fiir rekur-
siv definierte Folgen (a,), wie in Lemma 5.29 an, da die Monotonie ja durch den Vergleich von
ap+1 und a, nachgewiesen werden kann. Sehr niitzlich ist dabei auch der Trick, wie im Beweis des
Lemmas in der Rekursionsgleichung zum Grenzwert iiberzugehen, um eine bestimmende Gleichung
fiir den Grenzwert zu finden.

Beispiel 5.32. Die folgende Tabelle zeigt den Anfang der Folge aus Lemma 5.29 im Fall ¢ = 2 und
ap = 1. Beachte, dass die Folge ,,extrem schnell* konvergiert und daher sehr gut zur niherungswei-
sen Berechnung von Wurzeln geeignet ist — z. B. wenn man einem Computer, der bisher nur weil3,
wie man die vier Grundrechenarten ausfiihrt, das Wurzelziehen beibringen mochte. In der Tat kann
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man zeigen, dass jeder Schritt die Anzahl der korrekten Dezimalstellen (die in der Tabelle unten fett
gedruckt sind) ndherungsweise verdoppelt. Wir werden uns in dieser Vorlesung jedoch nicht wei-
ter mit der ,,Geschwindigkeit* der Konvergenz von Folgen beschéftigen; derartige Fragestellungen
werdet ihr spiter in den Vorlesungen zur Praktischen Mathematik untersuchen.

dn

1,000000000000000000000000000000000000000000000000. . .
1,500000000000000000000000000000000000000000000000. . .
1,416666666666666666666666666666666666666666666666. . .
1,414215686274509803921568627450980392156862745098. ..
1,414213562374689910626295578890134910116559622115. ..
1,414213562373095048801689623502530243614981925776. ..
1,414213562373095048801688724209698078569671875377. ..

NN W= OIS

Aufgabe 5.33. Untersuche, ob die folgenden rekursiv definierten Folgen (a,), konvergieren, und
bestimme im Fall der Konvergenz den Grenzwert.

(@) ag=1, a, =/a, 1 +6firallen > 1;
(b) ap=1, a1 =2, ay = 3 (ay—1 +ay—2) firalle n > 2.

(Hinweis: Leite zunéchst eine Formel fiir die Differenz a, — a,—| zweier aufeinander folgen-
der Glieder her.)

Aufgabe 5.34. Es seien a,b € R>. Zeige, dass die Quadratwurzel die folgenden Eigenschaften hat:
(a) Gilt a < b, so auch v/a < v/b (Monotonie).
(b) Vab=/a-/b.
(c) Vab < %P,
(d) Konvergiert eine Folge (a,), in R>o gegen a, so gilt auch ,}glgo Van =+/a.

Aufgabe 5.35.
(a) Man zeige: Fiir alle a,b € Z und k,n € Nist (a +bVk)" + (a —bVk)" € Z.
(b) Bestimme die 100. Nachkommastelle (im Dezimalsystem) von (2 4+ +/5)2%23,

Aufgabe 5.36. Zeige, dass jedes (nicht-leere) offene Intervall in R unendlich viele rationale und
unendlich viele irrationale Zahlen enthilt.

Aufgabe 5.37 (Existenz hoherer Wurzeln in R). In dieser Aufgabe wollen wir analog zu Lemma 5.29
und Folgerung 5.30 beweisen, dass jede nicht-negative reelle Zahl c fiir alle k € N+ eine eindeutige
k-te Wurzel besitzt. Wir definieren dazu fiir ein gegebenes ¢ € R., k € N5 und einen beliebigen
positiven Startwert a¢ die Folge (ay), rekursiv durch

1
Apyl = — ((k— a,+ kc1> fiir alle n € N.
k a,

Man beweise nun:
(a) Fiiralle n € N ist al,‘lJrl >c.
(b) Die Folge (ay), ist ab dem zweiten Folgenglied monoton fallend.

(c) Zu jeder Zahl ¢ € R>( gibt es ein eindeutiges a € R>o mit a* = ¢. Wir nennen dieses a die
k-te Wurzel aus ¢ und schreiben sie als /c.

Aufgabe 5.38. Es sei M C R nicht leer und nach oben beschrinkt. Zeige, dass fiir s € R die folgenden
Aussagen dquivalent sind:

(a) s=supM.
(b) s ist eine obere Schranke fiir M, und es gibt eine Folge (a,), von Elementen aus M mit

lim a, =s.
n—oo
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Kombiniert man die Monotoniekriterien fiir wachsende und fallende Folgen miteinander, kann man
einen Grenzwert wie folgt von beiden Seiten einschachteln.

Satz 5.39 (Intervallschachtelung). Gegeben sei fiir alle

n € N ein abgeschlossenes Intervall I, = [by,cp) in R, so bo u co R
dassIo D11 D L D --- (also die Intervalle ineinander lie-
d li —b,) =0 (also die Lii der Intervall
gen) un n1_r>r°1°(cn‘ n) (also die Lingen der Intervalle c - ST, Iy
gegen 0 konvergieren). tj L2
1.
Dann gibt es genau ein a € R, das in allen diesen Interval- 6:%154

len liegt, und es gilt b, — a und ¢, — a.

Beweis. Die Folge (by,), der unteren Intervallgrenzen ist monoton wachsend und nach oben be-
schrinkt (z. B. durch ¢(), nach dem Monotoniekriterium aus Satz 5.28 also konvergent. Genauso ist
(¢cn)n monoton fallend und nach unten beschriinkt, und damit ebenfalls konvergent. Da die Lingen
der Intervalle nach Voraussetzung gegen 0 konvergieren, folgt nach Satz 5.13 also

lim ¢, — lim b, = lim (¢, —b,) =0 = lim b, = lim ¢,,.

n—yoo n—yo0 n—ro0 n—yoo n—yo0

Es sei a := lim b, = lim ¢, der gemeinsame Grenzwert dieser beiden Folgen.
n—seo n—soo

Nach dem Beweis von Satz 5.28 ist a eine obere Schranke fiir alle b,, und eine untere Schranke fiir
alle c,. Es gilt also a € [by,c,] = I, fiir alle n. Ist umgekehrt @’ € R mit @’ € I, und damit b, < da’ <c¢,
fiir alle n, so folgt daraus durch Grenzwertbildung mit Satz 5.24 auch a < d’ < q, also d’ = a. Somit
gibt es genau eine Zahl in allen gegebenen Intervallen, nimlich a. g

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir analog zu den uneigentlichen Suprema in Bemerkung
4.38 auch uneigentliche Grenzwerte definieren, also festlegen, was es heif3t, dass eine Folge ,.den
Grenzwert oo besitzt”. Dies hat den Vorteil, dass viele Aussagen iiber konvergente Folgen mit ge-
wohnlichen Grenzwerten in R auf diesen Fall verallgemeinert werden konnen.

Definition 5.40 (Uneigentliche Grenzwerte von Folgen). Fiir eine Folge (ay), in R schreiben wir

a, — oo bzw. lim a,, = o, wenn
n—soo

VseR dnge NVn>ng:a, > s,

also wenn zu jeder vorgegebenen Schranke s fast alle Folgenglieder groler als s sind. Analog defi-
niert man die Eigenschaft lim a,, = —oo.
n—oo

Beachte, dass derartige Folgen natiirlich insbesondere unbeschrinkt und damit nach Lemma 5.8
divergent sind. Man bezeichnet sie als bestimmt divergent und nennt co bzw. — einen uneigentli-
chen Grenzwert. Ist (a,), divergent und besitzt nicht in obigem Sinne den Grenzwert oo oder —oo,
so nennt man (a, ), unbestimmt divergent.
Beispiel 5.41. Die Folge (a,), = (n), = (0,1,2,3,...) ist bestimmt divergent mit uneigentlichem
Grenzwert lim a, = . Die Folge (b,), = (1,0,2,0,3,0,...) aus Beispiel 5.9 (a) ist dagegen unbe-
n—soo

stimmt divergent (da z. B. nicht fast alle Folgenglieder groBer als 1 sind).
Bemerkung 5.42 (Grenzwertsitze fiir uneigentliche Grenzwerte). Die Grenzwertsétze aus Satz 5.13
gelten auch fiir uneigentliche Grenzwerte wie in Definition 5.40, wenn man die formalen Rechenre-
geln fiir oo

a+o=0c0 firacR,

00 4 00 = oo,
a-oo=oc0 fiira e Ry,

(><J~<>O:¢><J7

gz0 firaeR

oo
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und analog fiir —eo bzw. a € R definiert. Die Beweise dieser Aussagen sind letztlich analog zu
denen von Satz 5.13, jedoch in den einzelnen Fillen immer etwas unterschiedlich, da die Bedingung
fiir den Grenzwert o aus Definition 5.40 ja formal anders aussieht als die eines endlichen Grenzwerts
in Definition 5.1. Wir werden die Beweise hier nur exemplarisch in Aufgabe 5.43 betrachten.

Beachte aber, dass die Grenzwertsitze auch weiterhin keine Aussage liefern, wenn eine der betrach-
teten Folgen unbestimmt divergent ist oder sich Ausdriicke der Form co — oo, - o0 oder = ergeben,
die sich nicht sinnvoll definieren lassen.

Aufgabe 5.43. Es seien (ay), und (b,), zwei reelle Zahlenfolgen.

(a) Man zeige: Gilt a, — a € R5¢ und b, — oo, so ist auch a, b,, — oo.
(b) Man zeige: Gilt a,, — oo und b,, — oo, so ist auch a,, + b,, — .

(¢) Kann man in (b) die Bedingung des Grenzwerts o auch durch ,,nach oben unbeschrinkt*
ersetzen, d. h. gilt fiir nach oben unbeschrinkte Folgen (a,), und (b,), auch, dass (a, +b,)x
nach oben unbeschrinkt ist?

Bemerkung 5.44 (Monotoniekriterium mit uneigentlichem Grenzwert). Auch das Monotoniekri-
terium ldsst sich auf eine Variante mit uneigentlichen Grenzwerten erweitern: Ist eine reelle Folge
(an)n zwar wie in Satz 5.28 monoton wachsend, aber nicht nach oben beschrinkt, so gibt es zu je-
dem s € R zunichst ein ny € N mit a,, > s, und wegen der Monotonie dann auch mit a, > s fiir
alle n > ng. Nach Definition 5.40 ist damit dann also ’}g}o a, = . Wir kdonnen Satz 5.28 also dahin-

gehend verallgemeinern, dass jede monotone reelle Folge einen Grenzwert in R U {40} hat, also
konvergent oder bestimmt divergent ist.

5.C Limes superior und inferior

Bisher haben wir das Verhalten von Folgen ,,im Unendlichen* in der Regel durch ihren Grenzwert
beschrieben. Selbst wenn wir hierbei uneigentliche Grenzwerte wie in Definition 5.40 zulassen,
funktioniert dies aber natiirlich nicht bei unbestimmt divergenten Folgen, die keinen solchen Grenz-
wert besitzen.

Um solche Folgen zu untersuchen, kénnen wir wie in Definition 5.18 (c) versuchen, auf Hiufungs-
punkte auszuweichen. In der Tat wollen wir jetzt zeigen, dass jede Folge (zumindest im uneigentli-
chen Sinne) auch wirklich mindestens einen Hédufungspunkt besitzt. Der Einfachheit halber betrach-
ten wir hierfiir zunichst nur beschréinkte reelle Folgen, deren Haufungspunkte dann also in R liegen
miissen. In diesem Fall werden wir in Folgerung 5.48 sehen, dass die folgende Konstruktion stets
einen Haufungspunkt liefert — und zwar sogar einen ganz bestimmten, nimlich den groften.

Konstruktion 5.45. Es sei (a,), eine beschrinkte reelle Folge. Wie im Bild unten fiir die Folge
(an)n mita, = (—1)" (14 1) dargestellt konstruieren wir nun die Hilfsfolge (s,), durch

sp:=sup{ay 1 k > n},

d. h. wir betrachten das Supremum aller Folgenglieder, wobei wir aber fiir s, erst beim n-ten Folgen-
glied anfangen.
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Beachte dabei, dass die Mengen {a; : k > n} nach Voraussetzung beschriinkt sind und die Suprema
s, damit nach dem Supremumsaxiom in R existieren. AuBerdem folgt aus der Beschrénktheit der
Folgenglieder, dass auch (s,), eine beschriinkte Folge ist.

Dariiber hinaus ist die Folge (s,,), monoton fallend: Die obere Schranke s, der Menge {ay : k > n}
ja auch eine obere Schranke der Teilmenge {a; : k > n+1} C {a : k > n} und muss damit groBer
oder gleich der kleinsten oberen Schranke s, von {a; : k > n+1} sein —d. h. es ist 5,41 < s5.

Wir haben also gesehen, dass (s, ), eine monoton fallende und (nach unten) beschrinkte reelle Folge
ist. Nach dem Monotoniekriterium aus Satz 5.28 besitzt sie also einen Grenzwert. Im oben darge-
stellten Beispiel ist dieser Grenzwert offensichtlich 1. Da die Hiufungspunkte unserer Beispielfolge
nach dem Mischfolgenlemma 5.22 genau +1 sind, ist der Grenzwert von (s, ), hier also gerade der
groBte Hiaufungspunkt von (ay,),. Bevor wir zeigen, dass dies immer der Fall ist, geben wir der so
konstruierten Zahl noch einen Namen.

Definition 5.46 (Limes superior und Limes inferior). Fiir eine beschrinkte reelle Folge (a,), defi-
nieren wir
den Limes superior limsup a, := lim (sup{ay : k > n})
n—soo n—ree

und den Limes inferior  liminf a, := lim (inf{ay : k > n}).
n—soo n—soo
In der Literatur sind hierfiir auch die Schreibweisen lima,, bzw. lima,, iiblich.

Das folgende Lemma zeigt, dass sich der Limes superior (und analog der Limes inferior) in gewis-
sem Sinne wie eine ,,Mischung® aus einem Grenzwert und einem Haufungspunkt verhilt: Wihrend
fiir einen Grenzwert a ja in jeder e-Umgebung U, (a) fast alle Folgenglieder, fiir einen Haufungs-
punkt nach Lemma 5.21 aber nur unendlich viele Glieder liegen miissen, ist der Limes superior die
(eindeutig bestimmte) Zahl q, fiir die fiir alle € fast alle Folgenglieder kleiner als a+ €, und unendlich
viele grofier als a — € sind.

Lemma 5.47. Es seien (ay), eine beschrinkte reelle Folge und a € R. Dann gilt a = limsupa,
n—oo

genau dann, wenn fiir alle € > 0 die folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind:

(a) Fiir fast alle nist a, < a+ €.

(b) Fiir unendlich viele n ist a,, > a — €.
(Eine analoge Aussage gilt natiirlich auch fiir den Limes inferior.)

Beweis. Wie in Konstruktion 5.45 sei s, = sup{ay : k > n}, so dass also liirf:pan = r}grolo s, gilt.
Weiterhin sei € > 0 beliebig.
»= Es gelte s, — a, also s, € (a — €,a+ €) fiir fast alle n. Wir miissen (a) und (b) zeigen.
Da s, eine obere Schranke fiir {a; : k > n} (also insbesondere fiir a,) ist, gilta, <s, <a+¢€
fiir fast alle n. Dies zeigt (a).

Um (b) zu zeigen, nehmen wir an, es gidbe nur endlich viele n mit a, > a — €. Dann gibe es
also ein ng € N mit a,, < a — € fiir alle n > ng, d.h. a — € wiire eine obere Schranke fiir alle
diese Folgenglieder. Daraus folgt dann aber auch s, < a — € fiir alle n > ng, im Widerspruch
zu s, — a.

: Wir setzen nun (a) und (b) voraus und miissen s, € (a — €,a+ €) fiir fast alle n zeigen.

Nach (a) gibt es ein ng € N mit a, < a + % fiir alle n > ng. Damit ist fiir diese n auch
sp=sup{ar:k>n} <a+5 <a+e.

Weiterhin gibt es nach (b) zu jedem n € N ein k > n mit a; > a — €, woraus natiirlich auch
sn = sup{ag : k > n} > a— ¢ folgt.

Insgesamt gilt also s, € (a — €,a+ ¢€) fiir fast alle n. 0
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Aus diesem Lemma ergibt sich nun die folgende wichtige Charakterisierung des Limes superior (und
inferior), mit der man diese Zahl oft sehr einfach bestimmen kann.

Folgerung 5.48. Fiir jede beschriinkte reelle Folge (ay), ist limsupay, der grofste Héufungspunkt
n—oo
von (a,),. (Analog ist dann natiirlich liminfa,, der kleinste Héiufungspunkt von (ay),.)
n—oo

Insbesondere besitzt also jede beschrinkte reelle Folge einen Hdufungspunkt (Satz von Bolzano-
Weierstrap fiir R).

Beweis. Es seien a = limsupa, und € > 0 beliebig. Aus (a) und (b) von Lemma 5.47 folgt dann
n—ro0
a— € < a, < a+ ¢ fiir unendlich viele n, d. h. nach Lemma 5.21 ist a ein Hiaufungspunkt von (ay,),.

Andererseits ist aber kein b > a ein Hiufungspunkt von (ay,),: Setzen wir nimlich € = b%“ >0, so
ist a+ & = b— €, und somit gilt nach Lemma 5.47 (a) fiir fast alle n

ap<ate=b—t¢ = a,¢((b—¢€b+e).

Damit kann b kein Haufungspunkt von (ay), sein. O

Beispiel 5.49.

(a) Die Folge (ay)nen., mit a, = (—1)" (1 + %) ist eine Mischfolge aus den geraden Gliedern
ay, = 1+ ﬁ — 1 und den ungeraden Gliedern ap,+; = —(1+ ﬁ) — —1, sie hat nach
Lemma 5.22 also die einzigen Hiaufungspunkte 1 und —1. Aus Folgerung 5.48 ergibt sich
damit sofort limsupa, = 1 und liminfa, = —1.

n—soco n—eo
(b) Ist (a,), eine konvergente reelle Folge, so ist ihr Grenzwert a nach Lemma 5.19 der einzige

Hiaufungspunkt. Also ist dann limsupa, = liminfa, = a nach Folgerung 5.48.
n—soo n—yeo

Ist umgekehrt (a,), eine beschrinkte reelle Folge mit limsupa, = liminfa, =: a, so folgt
n—soo n—reo
aus Lemma 5.47 (a) fiir alle € > 0, dass a — € < a, < a-+ & fiir fast alle n ist — wobei sich die

erste Ungleichung aus liminfa, = a und die zweite aus limsupa, = a ergibt. Also ist (a,),
n—eo n—oo
dann konvergent mit Grenzwert a.

Aufgabe 5.50. Berechne limsupa, und lirg infa, fir a, = 1
n—roo

n—yo0 Vn24n+(=1)"n '
Aufgabe 5.51.

(a) Es seien (ay,), und (b,), zwei beschrinkte Folgen positiver Zahlen. Zeige, dass

limsup(a,b,) < limsupa, -limsupb,,
n—oo n—oo n—oo

und gib ein Beispiel dafiir an, dass hier im Allgemeinen keine Gleichheit gilt.

(b) Beweise, dass in (a) jedoch stets die Gleichheit gilt, wenn (a,), oder (b,), konvergent ist.

Bemerkung 5.52 (Uneigentliche Werte fiir Limes superior und Limes inferior). Lisst man fiir Su-
premum, Infimum und Grenzwerte wie in Bemerkung 4.38 und Definition 5.40 formal auch 4o zu,
so kann man den Limes superior und Limes inferior nach Bemerkung 5.44 genau wie in Definition
5.46 auch fiir beliebige reelle Folgen konstruieren und erhilt dann Werte in R U {too}.

Aufgabe 5.53. Zeige, dass die Aussage von Folgerung 5.48 auch fiir beliebige reelle Folgen richtig
ist, wenn man wie in Bemerkung 5.52 die uneigentlichen Werte oo fiir Hiufungspunkte sowie den
Limes superior und inferior zuldsst.

Insbesondere gibt es also auch vom Satz von Bolzano-Weierstrall die erweiterte Form, dass jede
(nicht notwendig beschrinkte) reelle Folge einen (evtl. uneigentlichen) Haufungspunkt hat.
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5.D Michtigkeiten von Mengen

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir noch ein Thema behandeln, das wir auch schon deutlich
frither hitten ansprechen konnen, aber das durch unsere Ergebnisse zu Folgen nun einfacher zu unter-
suchen ist: die Frage nach der ,,Groe” von Mengen. Gibt es zu zwei Mengen M und N eine bijektive
Abbildung f: M — N und damit wie im rechten Bild von Definition 2.8 eine 1:1-Beziehung zwi-
schen ihren Elementen, so konnen wir uns diese beiden Mengen anschaulich als ,,gleich gro* vor-
stellen. Ist z. B. M = {x1,...,x,} eine endliche Menge mit n Elementen, soist N = {f(x1),..., f(x,)}
(da f surjektiv ist und somit alle Elemente von N trifft) — und in dieser Aufzihlung der Elemente
von N steht auch kein Element doppelt, da f injektiv ist. Also hat N dann ebenfalls n Elemente, d. h.
genauso viele Elemente wie M.

Wir wollen dieses Konzept nun fiir unendliche Mengen untersuchen. Ist es auch in diesem Fall noch
sinnvoll, sich zwei Mengen M und N als ,,gleich gro3* vorzustellen, wenn eine bijektive Abbildung
f: M — N zwischen ihnen existiert? Gibt es iiberhaupt ,,verschieden grofle unendliche Mengen*?
Da diese Frage intuitiv nicht mehr besonders gut zuginglich ist, sollten wir natiirlich zunéchst erst
einmal exakt definieren, woriiber wir reden wollen.

Definition 5.54 (Gleichmichtige und abzidhlbare Mengen).

(a) Zwei Mengen M und N heiflen gleichméchtig, wenn es zwischen ihnen eine bijektive Ab-
bildung f: M — N gibt.

(b) Eine Menge M heif3t ...

e abzihlbar unendlich, wenn sie gleichméchtig zu N ist, also wenn es eine bijektive
Abbildung f: N — M gibt.

e abzihlbar, wenn sie endlich oder abzédhlbar unendlich ist.

e iiberabzihlbar, wenn sie nicht abzihlbar ist.
Bemerkung 5.55. Die Gleichmichtigkeit erfiillt formal die Eigenschaften einer Aquivalenzrelation:

(a) Jede Menge M ist gleichmichtig zu sich selbst (mit der Identitét idy, : M — M).

(b) Ist M gleichmichtig zu N, so ist auch N gleichmichtig zu M (denn mit einer bijektiven
Abbildung f: M — N ist nach Aufgabe 2.25 auch ihre Umkehrung f~!: N — M bijektiv).

(c) Ist M gleichmichtig zu N und N gleichmichtig zu R, so ist auch M gleichméchtig zu R (denn
die Verkettung bijektiver Abbildungen ist nach Aufgabe 2.25 wieder bijektiv).

Man konnte daher versucht sein zu sagen, dass die Gleichmichtigkeit eine Aquivalenzrelation auf
der Menge aller Mengen ist. Dies ist jedoch nicht ganz korrekt, da wir wie in Bemerkung 1.13
erldutert keine ,,Menge aller Mengen* bilden konnen.

Beispiel 5.56.

(a) Wie wir am Anfang dieses Abschnitts gesehen haben, sind zwei endliche Mengen M und
N genau dann gleichmichtig, wenn sie gleich viele Elemente haben, also wenn |M| = |N|
gilt. Insbesondere ist eine endliche Menge also nie gleichmichtig zu einer echten Teilmenge
von ihr: Wenn wir von einer endlichen Menge Elemente entfernen, wird sie in diesem Sinne
,.kleiner® — was natiirlich nicht allzu iiberraschend sein sollte.

(b) Fiir unendliche Mengen ist dies jedoch falsch: Die Menge N={0, 1,2,3,... } ist gleichméch-
tig zu ihrer echten Teilmenge N\ {0} = {1,2,3,...}, z. B. durch die bijektive Abbildung

i N—=->N\{0}, n—n+1,
die jede Zahl um 1 erhoht.
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Bemerkung 5.57.

(a) Die abzihlbar unendlichen Mengen sind genau diejenigen, die sich als Aufzihlung in der
Form M = {xg,x1,X2,...} mit x,, # x, fiir alle m,n € N mit m # n schreiben lassen: Die
Funktion f: N — M, n+— x, ist dann die geforderte bijektive Abbildung. Dies erklirt auch
den Begriff ,,abzihlbar unendlich®. Wir sehen so auch z. B. schon, dass auch die Menge Z
der ganzen Zahlen abzihlbar ist, da wir sie z. B. als Z = {0,—1,1,—2,2,-3,3,... } schreiben
konnen.

(b) Aus (a) ergibt sich direkt, dass jede Teilmenge M einer abzéhlbaren Menge N wieder abzéhl-
bar ist: Ist N = {x¢,x1,x2,... } abzihlbar (mit einer evtl. abbrechenden Aufzihlung), so lisst
sich jede Teilmenge M C N durch Weglassen gewisser Elemente als M = {x;,, Xy, ,Xny,--- }

fiir geeignete (evtl. endlich viele) ny < n; < ny < --- schreiben, ist damit also ebenfalls
abzéhlbar.

Abzihlbare Mengen bleiben aber nicht nur abzédhlbar, wenn man Elemente von ihnen entfernt. Man
kann sie umgekehrt auch noch um ,,sehr viele* Elemente vergroflern, ohne dass sie dadurch iiberab-
zdhlbar werden. Konkret wollen wir jetzt zeigen, dass wir sogar abzihlbar viele abzéhlbare Mengen
vereinigen konnen und dabei immer noch eine abzéhlbare Menge erhalten. Im folgenden Satz sind
diese abzidhlbaren Mengen dazu mit M; bezeichnet, wobei i die Mengen durchnummeriert und damit
selbst abzdhlbar viele Werte (in der sogenannten Indexmenge) annehmen kann.

Satz 5.58 (Abzéhlbare Vereinigungen abzéhlbarer Mengen sind abzéhlbar). Es seien I eine abzihl-
bare Indexmenge sowie M; fiir alle i € I eine abzdhlbare Menge. Dann ist die Vereinigung aller
dieser Mengen M, geschrieben | J;c; M;, ebenfalls abzihlbar.

Beweis. Nach Bemerkung 5.57 (a) konnen wir die Elemente von I sowie allen M; mit i € [ in der
Form

]Z{io,h,iz,...} und M,-k:{xk70,xk,1,xk72,...} firke N
aufzihlen (wobei einige dieser Mengen auch endlich sein konnen, so dass die Aufzdhlungen dann
also irgendwo abbrechen). Wir konnen die Elemente aller M; damit in der folgenden Form auflisten
und abzéhlen:

M;, : X0,0 - +x01 X04 -
M;, - X1, x173
M;, : X2,0 X1 Xop
/ /
Mi3 : X3.0

Wir haben also

UMi = {X0,0, X0,1,%1,0, X02,X1,1,X2,0, X03,X12,X2,1,X30, X04,X13,X22,---}-

il
Dabei miissen wir in dieser Aufzdhlung alle nicht vorhandenen Positionen (wenn einige der Mengen
I oder M; endlich sind) und bereits vorher vorgekommene Elemente (wenn die M; nicht disjunkt
sind) weglassen. Auf diese Art sehen wir also, dass (J;c; M; endlich oder abzéhlbar unendlich sein
muss. Man bezeichnet die obige Abzihlart auch als das Cantorsche Diagonalverfahren. 0

Beispiel 5.59.
(a) Sind M und N abzihlbare Mengen, so ist nach Satz 5.58 auch ihr Produkt M x N abzéhlbar,
da man es als abzihlbare Vereinigung |J,,cp ({m} x N) abzihlbarer Mengen schreiben kann.
(b) Fiir ein festes g € Ny ist die Menge M, = {5 'p € Z} aller rationalen Zahlen, die sich
als Bruch mit Nenner g schreiben lassen, bijektiv zu Z und damit nach Bemerkung 5.57 (a)
abzihlbar. Damit ist nach Satz 5.58 auch die Menge Q = U, cn_, My aller rationalen Zahlen

abzdhlbar. Auch wenn es der ersten Intuition vermutlich widerspricht, gibt es in diesem Sinne
also ,,genauso viele* rationale wie natiirliche Zahlen.
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Auch wenn wir mit Satz 5.58 jetzt von sehr vielen Mengen sehen konnen, dass sie abzihlbar sind,
gibt es dennoch unendliche Mengen, die ,,zu gro* sind, um eine bijektive Abbildung nach N zuzu-
lassen. Das einfachste Beispiel hierfiir ist die Menge der reellen Zahlen.

Satz 5.60. Die Menge R ist iiberabzihlbar.

Beweis. Dies ist eine unmittelbare Folge der Intervallschachtelung aus Satz 5.39: Angenommen,
wir hitten eine Aufzéhlung R = {xo,x,x2,...} der reellen Zahlen. Wir konstruieren dann rekursiv
eine Intervallschachtelung Iy D I} D I D --- aus Intervallen I, der Linge %, von der wir lediglich
verlangen, dass fiir alle n die Zahl x,, nicht in I, liegt. Dies ist natiirlich sehr einfach: Wir wihlen fiir
I,,+1 immer das linke Drittel von I,, — es sei denn, die Zahl x,1 liegt in diesem Drittel; dann wéhlen
wir fiir 1,41 das rechte Drittel von 1,,.

Nach Satz 5.39 gibt es nun aber ein a € R, das in allen I, liegt und damit keine der Zahlen x,, € R\I,
sein kann, also im Widerspruch zur Annahme in unserer Aufzahlung von R nicht enthalten ist. [

Zusammenfassend konnen wir also sagen, dass es im Sinne der Gleichmichtigkeit zwar ,,genauso
viele* natiirliche wie ganze oder rationale, aber ,,deutlich mehr* reelle Zahlen gibt.

Beispiel 5.61. Nach Beispiel 5.59 (b) gibt es eine Aufzihlung Q = {xg,x1,x2,...} der rationalen
Zahlen. Fassen wir diese als Folge (x,),en auf, so liegen in jeder e-Umgebung jeder reellen Zahl
nach Aufgabe 5.36 unendlich viele Folgenglieder. Also ist jede reelle Zahl ein Haufungspunkt dieser
Folge: Eine (abzihlbare) Folge kann durchaus iiberabzihlbar viele Haufungspunkte haben!

Aufgabe 5.62. Untersuche die folgenden Mengen auf Abzihlbarkeit:

(a) die Menge aller zweielementigen Teilmengen von N;
(b) die Menge aller endlichen Teilmengen von N;

(c) die Menge aller Teilmengen von N (also die Potenzmenge &?(N) von N).
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6. Komplexe Zahlen

Bisher haben wir uns nahezu ausschlieSlich mit dem euch aus der Schule bekannten Korper R der
reellen Zahlen befasst. In der Mathematik — und zwar sowohl in der Analysis als auch in der Algebra
— ist jedoch noch ein weiterer damit eng zusammenhéingender Korper sehr wichtig: der Korper der
komplexen Zahlen. Die Idee dabei ist, einen Korper zu konstruieren, der die reellen Zahlen als
Teilmenge enthilt (man nennt so etwas auch eine Korpererweiterung von R), und in dem jede nicht
konstante Polynomfunktion (wie z.B. x — x> 4 1) eine Nullstelle besitzt. AuBerdem werden die
komplexen Zahlen zur Einfithrung und Untersuchung der Winkelfunktionen in Kapitel 9.B sehr
niitzlich sein.

6.A Die Konstruktion der komplexen Zahlen

Im Gegensatz zu den reellen Zahlen brauchen wir die komplexen nicht mehr axiomatisch vorauszu-
setzen — wir konnen sie explizit aus den reellen konstruieren.

Definition 6.1 (Komplexe Zahlen). Die Menge der komplexen Zahlen ist definiert als C := R
Wir betrachten auf dieser Menge die beiden Verkniipfungen

(x1,51) + (x2,¥2) := (%1 +x2,y1 +2) (Addition)
und (x1,51) - (x2,¥2) = (x1x2 —y1y2,x1y2 +y1x2)  (Multiplikation).

Notation 6.2 (Komplexe Zahlen in der Form x + iy). Beachte, dass fiir komplexe Zahlen, deren
zweite Komponente 0 ist, die Addition und Multiplikation

(X] ,0) + (XQ,O) = (xl —|-X2,0) bzw. (x1 ,0) . (X2,0) = (xl)Q,O)

genauso definiert ist wie fiir reelle Zahlen. Wir schreiben die komplexe Zahl (x,0) € C daher in der
Regel auch einfach als x und fassen auf diese Art die reellen Zahlen als Teilmenge der komplexen
auf. Setzen wir weiterhin i := (0, 1), so gilt

i2=(0,1)-(0,1) = (—=1,0) = —1
sowie fiir alle x,y € R
x+iy = (x,0)+(0,1)(,0) = (x,0) +(0,y) = (x,y).

Diese Darstellung als x + iy ist in der Tat auch die iibliche Schreibweise fiir eine komplexe Zahl —
wir werden Elemente von C ab jetzt immer in dieser Form schreiben. Diese Notation hat den Vorteil,
dass sich die Rechenregeln fiir die Addition und Multiplikation aus Definition 6.1 ganz von selbst
ergeben, wenn man i als Variable auffasst und die Gleichung i*> = —1 beriicksichtigt: Es ist dann
nidmlich wie erwartet

(x1+iy1) + (x2 +iy2) = (x1 +x2) +i(y1 +2)
und (x1 +iy1) - (x2 +iy2) = (x1x2 — y1y2) +i (X132 +x2y1) = X160 +i2y1y2 +ix1y2 +ixayr.

Wenn man in ingenieurswissenschaftliche Biicher schaut, werden die komplexen Zahlen dort in der
Tat sogar oft so eingefiihrt: Man nehme einfach an, dass es eine Zahl i mit i> = —1 gibt, und rechne
damit dann ganz normal weiter, als wire nichts Besonderes passiert. Es sollte aber hoffentlich klar
sein, dass eine solche ,,Definition* aus mathematischer Sicht unsinnig ist: Wenn wir bisher nur die
reellen Zahlen kennen, gibt es nach Lemma 4.16 (c) einfach keine Zahl, deren Quadrat gleich —1 ist
— und diese Situation wird natiirlich auch nicht dadurch besser, dass wir diesem nicht existierenden
Objekt einen Namen i geben. Stattdessen miissen wir den Umweg iiber die korrekte Konstruktion aus
Definition 6.1 gehen, die uns garantiert, dass C erst einmal widerspruchsfrei definiert ist, und kénnen
dann erst im Nachhinein untersuchen, welche Eigenschaften der reellen Zahlen sich tatséchlich auf



6. Komplexe Zahlen 65

die komplexen iibertragen. Dies sind ndmlich auch nicht alle — so werden wir z. B. in Lemma 6.6
und Bemerkung 6.8 sehen, dass C zwar ein Korper, aber kein geordneter Korper ist.

Definition 6.3 (Real- und Imaginérteil, Konjugation und Betrag). Es sei z=x+1iy € C mitx,y € R
wie in Notation 6.2.

(a) Man nennt x den Realteil und y den Imaginiirteil von z; die Notation hierfiir ist x = Rez
und y = Imz.

(b) Man nennt

Z:i=x—1y die zu z komplex konjugierte Zahl

und  |z]:=+/x2+y2 €R> den Betrag von z
(mit der reellen Wurzel aus Definition 5.30).
Bemerkung 6.4. Offensichtlich lassen sich der Real- und Imaginirteil von z =x+1iy € C ausdriicken
als

| .
Rezzi(z+z) und Imz:f%(zfz),

wihrend der Betrag wegen zZ = (x +iy)(x —iy) = x> —i%y? = x® +y* auch als

lz| = VzZ

2

geschrieben werden kann.

Bemerkung 6.5 (Geometrische Interpretation von C). Geometrisch konnen wir die Elemente von
C = R? natiirlich als Punkte der Ebene, der sogenannten komplexen Zahlenebene, zeichnen. Wir
wollen jetzt sehen, wie man die oben eingefiihrten Operationen fiir komplexe Zahlen in dieser
Zahlenebene grafisch veranschaulichen kann. Da diese Interpretation zwar fiir die Vorstellung sehr
wichtig ist, aber nicht fiir unsere spiteren exakten Rechnungen benotigt wird, wollen wir dabei ein
paar einfache und sicherlich bekannte Prinzipien der Schulgeometrie ohne Beweis verwenden.

Zunichst einmal ist klar, dass die reellen Zahlen in C, also diejenigen der Form x +i- 0, genau die
auf der horizontalen Achse sind. Der Betrag |z| einer komplexen Zahl ist nach Definition genau der
Abstand des Punktes z vom Ursprung, und die komplexe Konjugation entspricht einer Spiegelung an
der reellen Achse (wie im Bild unten links). Ebenso offensichtlich ist, dass zwei komplexe Zahlen
genau so addiert werden, wie ihr in der Schule Vektoren im R? addiert habt, also indem man die Ver-
bindungsstrecken vom Ursprung zu z; und z; wie im folgenden Bild rechts zu einem Parallelogramm
zusammensetzt.

Im . Im
Z=X+1y
g _eZlt22
P 1 -7
|ZJ' ! -7 /
e iy 2 _-- /
e : [ & I/
N —— Re /l !
~ 1 / !
SO0 X 1 , /
So I / I
R N &
Ny 1 _-
o_ . [P
Z=x—1y Re

Die Multiplikation dagegen ist schon interessanter. Der Einfachheit halber beschrinken wir uns im
Bild unten auf den Fall, in dem Real- und Imaginérteil beider Zahlen positiv sind — die anderen
Fille lassen sich analog behandeln. Wir haben dort links zwei komplexe Zahlen z; und z; wie oben
dargestellt (und zusitzlich die Winkel eingezeichnet, die die Verbindungsstrecken zum Ursprung mit
der positiven reellen Achse einschliefen), und die zugehorigen rechtwinkligen Dreiecke rechts wie
folgt zusammengesetzt:

(a) Das Dreieck fiir z; haben wir um den Faktor x, zum Dreieck 0AB gestreckt.
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(b) Das Dreieck fiir z; haben wir um den Faktor |z; | gestreckt und um den Winkel ¢ gedreht, so
dass das Dreieck OBC mit Seitenldngen |z;|x2, |z1|y2 und |z1| - |z2| entstanden ist (insbeson-
dere hat dieses Dreieck mit dem aus (a) also eine gemeinsame Kante OB mit der Seitenldnge
|z1] x2).

(c) CD ist die Senkrechte auf 0OA, und BE die Senkrechte auf CD. Damit ist das Dreieck CEB
dhnlich zu 0AB, es ist daher die Streckung des Dreiecks fiir z; um den Faktor y, und hat
Seitenldngen x1yz, y1y2 und |z1|y2.

C
1
|21]
1
o : |z1] y2
0 x
|z1] |22
22 D _y_l)_}%_B
‘Z2| »2
X Yix2
0 A (-] |ZD1|-LX<
2 0! — A
X1X2

Aus diesem Bild lesen wir nun direkt ab, dass C die Koordinaten (x;x — y;y2,x1y2 +y1x2) hat, also
genau der Punkt z; - zp ist. Da dieser Punkt den Betrag |z;| - |z2| hat und den Winkel o 4+ o mit der
positiven reellen Achse einschlieft, sehen wir anschaulich:

Komplexe Zahlen werden multipliziert, indem man ihre Betrige multipliziert und ihre
Winkel addiert.

Wir wollen nun sehen, dass die Addition und Multiplikation auf C die erwarteten Eigenschaften
haben, also die Struktur eines Korpers bilden. Unsere Ergebnisse aus Kapitel 3 und Abschnitt 4.A
gelten somit unverédndert auch fiir die komplexen Zahlen.

Lemma 6.6. C ist ein Korper.

Beweis (siehe auch Aufgabe 3.11). Die Kommutativitit der Addition und Multiplikation ist aus der
Definition offensichtlich. Die Assoziativitit der Addition und Multiplikation sowie die Distributivitit
rechnet man einfach nach; wir zeigen hier exemplarisch die Distributivitit: Fiir drei komplexe Zahlen
71 = x1 +1y1, 22 = xp +1y2, 23 = x3 +iy3 folgt (letztlich wegen der Distributivitit in R)
(a1 +22)z3 = ((x14+x2) +i(y1 +y2)) - (x3+1iy3)

= (%1 +x2)x3 — (y1 +y2)y3 +1((x1 +x2)y3 + (1 +y2)x3)

= (x1x3 —y1y3+i(xys +y1x3)) + (x2x3 — yoys +1 (x2y3 +y2x3))

= 2123 +2223.
Das additive neutrale Element ist 0, das additive Inverse zu z = x + iy natiirlich —z = —x —iy. Das
multiplikative neutrale Element ist 1, das multiplikative Inverse zu z = x +1iy # 0 ist

X7y X .y o =iy eriy) Y

12 +1x2+y2’ denn <x2+y2+1x2+y2>.(x+1y)— P =21y =1
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Beispiel 6.7 (Division komplexer Zahlen). Erwidhnenswert ist an Lemma 6.6 wohl vor allem die
Existenz einer Division, da ja zunédchst einmal nicht offensichtlich ist, wie man fiir eine komplexe

Zahl 7z = x+ iy das multiplikative Inverse % = _iiy wieder in der Form x’ +1y’ schreiben kann. Die
1

Merkregel hierfiir ist, dass man diesen Bruch mitz zu - =

nach Bemerkung 6.4 reellen Zahl zZ = |z|> wird und somit das i aus dem Nenner verschwindet. So
istz. B.

7% erweitert, so dass der Nenner zu der

1 1-2i 1-2i 1 2,
= = =—-—ZL
1+2i (142i)(1-2i) 12422 5 5

Bemerkung 6.8 (C ist kein geordneter Korper). C ist zwar ein Korper, kann aber nicht zu einem
geordneten Korper gemacht werden. Andernfalls miisste nidmlich i als Quadrat einer Zahl ungleich
0 nach Lemma 4.16 (c) positiv sein — was aber natiirlich ein Widerspruch ist, da andererseits i> = —1
nach demselben Lemma auch eine negative Zahl sein miisste.

Es ergibt also keinen Sinn zu fragen, welche von zwei gegebenen komplexen Zahlen grofer ist
als die andere. Damit sind unsere Ergebnisse aus den Abschnitten 4.B und 4.C auf die komplexen
Zahlen nicht anwendbar; z. B. sind die Begriffe von Supremum und Infimum sowie Maximum und
Minimum fiir Teilmengen von komplexen Zahlen nicht definiert.

6.B Eigenschaften der komplexen Zahlen

Auch wenn C kein geordneter Korper ist, haben wir in Definition 6.3 (b) bereits wie fiir R auch
fir C eine Betragsfunktion eingefiihrt, die immer reelle Werte annimmt und es uns somit erlaubt,
komplexe Zahlen betragsmafig miteinander zu vergleichen. Wir wollen nun sehen, dass diese kom-
plexe Betragsfunktion in der Tat sogar die gleichen Eigenschaften wie die reelle Betragsfunktion in
Lemma 4.18 (a) und (c) hat, auch wenn der Beweis dafiir in C ganz anders ist als in R.

Lemma 6.9 (Eigenschaften der komplexen Konjugation und Betragsfunktion). Fiir alle z1,z0 € C
gilt

@ zZi=z,atn=a+tnudziz =212

(b) |Rezi| <|z1| und |Imz;| < |z

>

©) |z1z2|l =121l |z2

@) |z1 +22| <|z1| + |z2| (Dreiecksungleichung).

’

Beweis. Wie tiblich sei z; = x1 4+1iy; und zp = xp +1iy».

(a) Dies rechnet man einfach nach: Es ist 7] = x| —iy; = x1 +iy; = 21, sowie

tn=xi+txo+ivi+n)=xit+x—iyi+y)=u+22

und

T2 =x1x2 —y1y2 +i(xy2 +yi1x) = x1x00 —yiy2 —i(x1y2 +y1x2) = (x1 —iy) (x2 —iy2)
=71°22-

(b) Es gilt

5.34 (a)
[Rezi| = |xi| = /x < \/xi+yi=lal;

analog folgt dies auch fiir den Imaginérteil.

(c) Bei der geometrischen Deutung der komplexen Multiplikation in Bemerkung 6.5 haben wir
dies bereits anschaulich gesehen; man rechnet es aber auch mit (a) sofort nach: Nach Be-
merkung 6.4 ist

—534() —— —
lwnl=Van-Ziz=Vuanz = Vau-vazn=lul |zl
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(d) Zunéchst ist nach (a) und Bemerkung 6.4
izl = @) G ) =aftaatantan =kl tantan
=|z1]*+|22)* + 2 Re(z1 2).

Mit (b) konnen wir nun den dabei auftretenden Realteil abschétzen durch

_4180) - O -
Re(zizz) < [Re(zi2)| <|az2] = |zl - |z2] = |z1] - |z2)s

und erhalten so
a1+ 22 < + 2P 2121 - |z2] = (Ja1] + |z2])
Wurzelziehen liefert nun die Behauptung. 0
Bemerkung 6.10.

(a) Die Dreiecksungleichung hat eine sehr anschauliche
Bedeutung, die auch ihren Namen erkldrt: Nach der -
geometrischen Interpretation der Addition komplexer 207"
Zahlen aus Bemerkung 6.5 besagt sie einfach, dass ei- /l |z1+2
ne Seite in einem Dreieck (wie |z; + z2| im Bild rechts)
hochstens so lang ist wie die Summe der beiden anderen
(hier |z;| und |z2]). 0

(b) Wenn ihr gleichzeitig die Parallelvorlesung ,,Algebraische Strukturen* hort, werdet ihr si-
cher sehen, dass Lemma 6.9 (a) gerade besagt, dass die komplexe Konjugation z — 7 ein
Gruppenhomomorphismus von (C,+) nach (C,+) und von (C\{0}, - ) nach (C\{0}, -) ist.
Zusammen macht dies die komplexe Konjugation zu einem Korperhomomorphismus von C
nach C (in der Tat sogar zu einem Korperisomorphismus, da die Abbildung C — C, z+Z
natiirlich bijektiv ist).

Wie schon am Anfang dieses Kapitels erwihnt, besteht aber die wesentliche Eigenschaft der kom-
plexen Zahlen darin, dass in C jede Polynomfunktion eine Nullstelle besitzt. Beachte, dass dies ganz
und gar nicht offensichtlich ist — da man jede komplexe Zahl als x + iy mit x,y € R und i> = —1
schreiben kann, sieht es ja eher so aus, als ob wir durch den Ubergang von R nach C nur eine ,,Qua-
dratwurzel aus —1* hinzugefiigt haben, also nur der Polynomfunktion z2 4+ 1 = 0 (oder bestenfalls
noch anderen quadratischen Polynomfunktionen) eine Nullstelle gegeben haben. Dass dies in der Tat
auch fiir Polynomfunktionen beliebigen Grades gilt, und zwar sogar noch, wenn sie auch komplexe
Koeffizienten haben diirfen, ist der Inhalt des sogenannten Fundamentalsatzes der Algebra:

Satz 6.11 (Fundamentalsatz der Algebra). Jede nicht konstante komplexe Polynomfunktion hat
eine Nullstelle in C.

Beweisidee. Es gibt mehrere (vollig) verschiedene Moglichkeiten, den Fundamentalsatz der Algebra
zu beweisen. Leider sind alle diese Beweise fiir uns aber momentan noch zu schwierig, und so muss
ich euch fiir einen exakten Beweis dieses Satzes auf weiterfiihrende Vorlesungen vertrosten — in den
Vorlesungen ,,Einfithrung in die Funktionentheorie®, ,,Einfiihrung in die Algebra“ und ,,Einfiihrung
in die Topologie* konnt ihr z. B. drei ganz verschiedene Beweise dieses Satzes sehen. Wir konnen
aber auch jetzt zumindest schon eine Beweisidee angeben, die hoffentlich dafiir ausreicht, dass ihr
den Satz glaubt und ein Gefiihl dafiir bekommt, warum er richtig ist.

Es sei dazu f eine komplexe, nicht konstante Polynomfunktion, die wir der Einfachheit halber na-
tirlich als normiert annehmen konnen. Es ist also

f@)=7"+ap 12" '+ +aiz+ag

fur gewisse n € Nyg und ag,...,a,—; € C. Wie konnen wir uns eine solche Funktion grafisch
vorstellen? Da ihre Start- und Zielmenge C ist, konnen wir ihren Graphen, der ja dann in
C x C = R? x R? = R* liegt, nicht mehr wirklich zeichnen. In den Bildern unten haben wir daher
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den Startraum C links und den Zielraum C rechts dargestellt, und fiir einige Punkte im Startraum
die zugehorigen Bildpunkte im Zielraum eingezeichnet.

Als Erstes wihlen wir uns einmal eine feste, sehr gro3e Zahl r € R~ und schauen, was passiert,
wenn wir mit z den Kreis um O mit Radius  durchlaufen. Wenn unsere Funktion einfach z — 7"
wiire, dann wiissten wir genau, wie f(z) auf dieser Kreislinie aussehen wiirde: Da bei der komplexen
Multiplikation nach Bemerkung 6.5 ja gerade Betrige multipliziert und Winkel addiert werden, ist
die n-te Potenz einer komplexen Zahl mit Betrag » und Winkel o genau die Zahl mit Betrag " und
Winkel # ¢¢. Liuft also z einmal beim Radius r im Kreis herum, d. h. o von 0 bis 27, so lauft z” beim
Radius 7* genau n-mal im Kreis herum, ndmlich mit Winkel na von 0 bis 2n7.

Nun ist unsere Polynomfunktion zwar nicht wirklich genau z — 7", aber fiir sehr grofle Betrige von z
ist der Term 7" in f(z) mit der hochsten z-Potenz natiirlich betragsmiBig viel groBer als die anderen
Terme a,_1z" ' + - -+ + a1z + ao. Anschaulich bedeutet das, dass f(z) immer ,,in der Nihe* von z"
ist. Wenn also z” beim Radius 7" insgesamt n-mal auf einer exakten Kreislinie herumléduft, wird
f(z) ein klein wenig von diesem Weg abweichen, aber letztlich immer noch n-mal um den Ursprung
herumlaufen. Das Bild unten zeigt in der ersten Zeile einen solchen moglichen Weg fiir n = 2, bei
dem also f(z) in einem ungefihren Abstand von r*> zweimal um den Ursprung liuft, wihrend z

einmal auf dem Kreis mit Radius r entlang lauft.
Im
J r2

Im

S
»

r grof}

LT
NP

Im

N /¥

N e
|/

AR

r wird kleiner

o/ (0) =a0

Was passiert nun, wenn wir den Radius r des Kreises fiir z langsam kleiner machen und zu schlief3-
lich 0 werden lassen, so wie im Bild von oben nach unten dargestellt? Natiirlich wird sich dann
auch der von f(z) durchlaufene Weg in irgendeiner Form langsam #ndern. Wir kénnen nicht viel
dariiber aussagen, wie diese Anderung genau aussieht — klar ist die Situation aber natiirlich, wenn
der Radius wie in der unteren Zeile des Bildes gleich O geworden ist: Dann ist der Kreis fiir z zu
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einem Punkt zusammengeschrumpft, und folglich muss natiirlich auch der Weg von f(z) von der ur-
spriinglichen Schleife zu einem Punkt (nédmlich zum Punkt f(0) = ap) zusammenschrumpfen. Aber
es ist anschaulich klar, dass man einen geschlossenen Weg, der urspriinglich n-mal um den Ursprung
herumgelaufen ist, nicht auf einen Punkt zusammenziehen kann, ohne ihn dabei mindestens einmal
iiber den Nullpunkt zu ziehen. Und genau an so einer Stelle, wo der Weg fiir f(z) den Nullpunkt
trifft, haben wir natiirlich, was wir wollen: eine Nullstelle zp von f, so wie in der mittleren Zeile
oben im Bild. ([l

Auch wenn diese Beweisidee jetzt hoffentlich sehr anschaulich war, wire es doch noch ein sehr
weiter Weg fiir uns, diese Argumente zu einem exakten Beweis zu machen. Ein wichtiger fehlender
Punkt ist z. B., dass wir irgendwie formalisieren miissten, was es genau heif}t, dass ,,sich f(z) lang-
sam #ndert, wenn sich z langsam édndert*. Denn nur wenn sich der Weg fiir f(z) oben langsam und
kontinuierlich dndert, kénnen wir schlieen, dass wir ihn irgendwann einmal tiber den Nullpunkt
ziehen miissen.

Bemerkung 6.12.

(a) Nach Satz 3.19 (a) folgt durch wiederholte Anwendung des Fundamentalsatzes der Algebra
sofort, dass jede komplexe Polynomfunktion komplett in Linearfaktoren zerfillt, dass sich
also jede solche Polynomfunktion f mit deg f =n € Ny als

f@)=clz=z) - -(z=2z)
fiir gewisse ¢,z1,...,2, € C mit ¢ # 0 schreiben ldsst. Manchmal wird in der Literatur auch
diese Aussage als Fundamentalsatz der Algebra bezeichnet.

(b) Der Fundamentalsatz der Algebra garantiert uns zwar die Existenz einer Nullstelle einer
nicht konstanten komplexen Polynomfunktion, er sagt uns aber nicht, wie wir eine solche
Nullstelle konkret finden kénnen. In der Tat haben wir ja schon in Bemerkung 3.21 erwéhnt,
dass es zur exakten Bestimmung von Nullstellen von Polynomfunktionen im Allgemeinen
nur fiir kleine Grade explizite Formeln gibt. Einen sehr einfachen und oft vorkommenden
Fall, in dem sich die Nullstellen jedoch schnell finden lassen, wollen wir hier kurz erwéhnen:

Beispiel 6.13. Es sei f: C — C eine Polynomfunktion mit deg f = 2 und reellen Koeffizienten, das
der Einfachheit halber wieder normiert sei, d. h. es sei f(z) = z> + pz + ¢ fiir gewisse p,q € R. In
diesem Fall lassen sich die (komplexen) Nullstellen von f schnell berechnen: Aus z> + pz +¢ =0
folgt durch quadratische Ergidnzung

2
P ) 2 :
By =L _4=D.
(+3) =54
Fiir D > 0 ergeben sich durch Wurzelziehen natiirlich die (reellen) Nullstellen fg ++/D. Fiir D <0
gibt es keine reellen Losungen, aber wegen i = —1 erhalten wir stattdessen die beiden komplexen

Losungen —& +iy/—D.

Aufgabe 6.14. Fiir n = 1,2,3 bestimme und skizziere man die Menge aller z € C, fiir die die Glei-
chung 2 Imz- Im% = n gilt.

Aufgabe 6.15.

(a) Zeige (ohne Verwendung des Fundamentalsatzes der Algebra), dass auch in C Quadratwur-
zeln existieren, also dass es zu jedem w € C ein z € C gibt mit z> = w.

(b) Beweise den Fundamentalsatz der Algebra fiir Polynome vom Grad 2.

Aufgabe 6.16. Stelle die folgenden Zahlen in der Form x + iy mit x,y € R dar:
_ 2.
(@) z=1;
1) 2023
o o (22)
(c) alle Losungen der Gleichung z* +z2 41 =0;

(d) alle z € Cmit || < 1.

Z
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6.C Reelle und komplexe Folgen

Auch wenn C nach Bemerkung 6.8 kein geordneter Korper ist, konnen wir mit Hilfe der Betrags-
funktion aus Definition 6.3 sagen, was es bedeutet, dass sich eine Folge komplexer Zahlen einem
Grenzwert anndhert. In der Tat konnen wir die reelle Grenzwertdefinition 5.1 (b) wortlich auf den
reellen Fall tibertragen:

Definition 6.17 (Grenzwerte komplexer Folgen). Eine komplexe Zahl a heifit Grenzwert einer Fol-
ge (a,), in C, wenn
VeeRso IngeNVn>np:|a,—a| <e.

Bemerkung 6.18 (Anschauliche Deutung des Grenzwertbegriffs in
C). Definieren wir fiir ein komplexes a € C und reelles € € R+
analog zu Bemerkung 5.2 wieder die £-Umgebung von a als

US (a) -e-dy
Ug(a) ={xeC:|x—a| <&}, e®® 34
. . .. . . .. 4L,‘ ®
so ist dies wie im Bild rechts nun ein Kreis in der komplexen Ebe- a L
ne mit Mittelpunkt a und Radius €. Die Grenzwertbedingung besagt o’
weiterhin, dass in jeder e-Umgebung fast alle Folgenglieder liegen, C

und kann damit wieder so interpretiert werden, dass sich die Folgen-
glieder immer mehr dem Grenzwert nihern.

Bemerkung 6.19 (Ubertragung der Grenzwerteigenschaften von R auf C). Aufgrund der gleichen
Grenzwertdefinition 5.1 bzw. 6.17 sowie der gleichen Eigenschaften der Betragsfunktion aus Lem-
ma 4.18 bzw. 6.9 (insbesondere der Dreiecksungleichung) gelten sehr viele Resultate iiber reelle
Grenzwerte genauso auch fiir komplexe. In der Tat iibertragen sich alle Definitionen und Sétze aus
Abschnitt 5.A mit wortlich den gleichen Beweisen unmittelbar auf komplexe Folgen (ay,),:

(a) die Definitionen von Nullfolgen, Haufungspunkten und beschrinkten Folgen (wobei die
Schranke s mit |a,| < s fiir alle n natiirlich weiterhin reell bleibt);

(b) die Eindeutigkeit des Grenzwerts (und damit die Notation lgn ay), der Grenzwert lim ¢" =0
n o n—oo

fiir |¢| < 1, die Beschrinktheit konvergenter Folgen, die Grenzwertsitze und die dquivalenten
Charakterisierungen von Haufungspunkten.

Thr konnt euch gerne selbst davon iiberzeugen und Abschnitt 5.A noch einmal unter der Vorausset-
zung durchlesen, dass alle Folgen nun komplex sind — es werden keinerlei Anderungen erforderlich
sein. Wir werden die Ergebnisse dieses Abschnitts daher im Folgenden auch im Komplexen verwen-
den, ohne jedes Mal wieder darauf hinzuweisen. Um solche Aussagen in Zukunft fiir den reellen und
komplexen Fall gleichzeitig aufschreiben zu kénnen, vereinbaren wir:

Im Folgenden steht K immer fiir einen der Korper R oder C.

Die Inhalte der Abschnitte 5.B und 5.C benoétigen jedoch wirklich einen geordneten Korper und
nicht nur das Konzept des Abstandes zweier Zahlen. Ergebnisse wie das Monotoniekriterium, die
Intervallschachtelung oder die Existenz eines Limes superior haben daher keine Entsprechung im
Komplexen.

Aufgabe 6.20. Es sei (ay), eine Folge in C. Beweise, dass (ay), genau dann gegen die komplexe
Zahl a konvergiert, wenn die Folgen (Reay), und (Imay,), ihrer Real- und Imaginérteile gegen Rea
bzw. Ima konvergieren.

Da wir die Konvergenzkriterien aus Abschnitt 5.B, mit denen wir die Konvergenz einer Folge auch
ohne Kenntnis oder gleichzeitige Berechnung des Grenzwerts beweisen konnten, in C nicht mehr
zur Verfiigung haben, wollen wir nun noch zwei sehr wichtige Konvergenzkriterien behandeln, die
sowohl in R als auch in C gelten.
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Satz 6.21 (Satz von Bolzano-WeierstraB}). Jede beschriinkte Folge (a,), in K besitzt einen Hdiu-
fungspunkt.

Beweis. Fiir den Fall K = R haben wir dies bereits in Folgerung 5.48 gesehen: Der Limes superior
von (ay), ist ein Haufungspunkt.

Im Fall K = C stellen wir zunichst fest, dass nach Lemma 6.9 (b) mit (a, ), auch die reellen Folgen
(Reay), und (Ima,), beschrinkt sind. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf fiir R (den wir ja
schon bewiesen haben) gibt es also zunichst eine Teilfolge von (a,),, in der die Realteile gegen
ein a € R konvergieren, und dann innerhalb dieser Teilfolge eine weitere Teilfolge, in der auch die
Imaginérteile gegen ein b € R konvergieren. Nach Aufgabe 6.20 konvergiert diese Teilfolge dann
gegen a+ib, d. h. a+ib ist ein Haufungspunkt von (a,),. O

Das letzte wichtige Konvergenzkriterium, das wir hier beweisen wollen — das sogenannte Cauchy-
Kriterium — sieht fast so aus wie die Definition der Konvergenz. Der Unterschied besteht lediglich
darin, dass wir nicht verlangen, dass sich die Folgenglieder einem gegebenen Grenzwert immer wei-
ter anndhern, sondern nur, dass sie sich untereinander beliebig nahe kommen. Auf diese Art miissen
wir den Grenzwert der Folge also wiederum nicht vorher kennen, um das Kriterium anwenden zu
konnen. Im Gegensatz zu unseren bisherigen Kriterien hat das Cauchy-Kriterium aber auch noch den
weiteren entscheidenden Vorteil, dass es dquivalent zur Konvergenz ist und somit auch zum Beweis
der Divergenz einer Folge verwendet werden kann.

Die Eigenschaft, dass sich die Folgenglieder untereinander immer niaher kommen, sieht formal wie
folgt aus.

Definition 6.22 (Cauchyfolgen). Eine Folge (a,), in K heit Cauchyfolge, wenn
VeeRsg Ing ENVm,n>ng: |a, —ay| < e.

Bemerkung 6.23. Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge: Ist (a,), konvergent mit Grenzwert
a €K, so gibt es zu jedem € € R~ ein ng € N mit |a, —a| < § fiir alle n > ng. Dann gilt nach der
Dreiecksungleichung aber auch fiir alle m,n > ng

& €
lam — an| = [(am — a) + (a —ay)| < |am —a| + la—ay| < 5—'_5 =g,

d.h. (ay,), ist eine Cauchyfolge.

Diese Tatsache, dass eine konvergente Folge immer eine Cauchyfolge ist, ist also sehr einfach zu
zeigen und wire z. B. auch in QQ richtig: Wenn die Folgenglieder immer mehr gegen einen Grenz-
wert streben, miissen sie sich natiirlich auch untereinander immer niher kommen. Die Umkehrung
dagegen ist weit weniger klar: Da Q ja ,,Locher auf der Zahlengeraden hat, konnte es ja sein, dass
sich die Glieder einer rationalen Folge zwar immer niher kommen, aber sich an einem solchen Loch
haufen und daher kein Grenzwert der Folge in Q existiert. Dass so etwas in R oder C nicht passie-
ren kann, weil es dort keine solchen Locher gibt, wird als Vollstindigkeit dieser Korper bezeichnet
(siehe auch Definition ??). Um dies zu zeigen, benotigen wir zunéchst ein kleines Lemma analog zu
Lemma 5.8:

Lemma 6.24. Jede Cauchyfolge in K ist beschrdnkt.

Beweis. Nicht nur die Aussage, sondern auch ihr Beweis ist vollig analog zu Lemma 5.8: Es sei (ay ),
eine Cauchyfolge in K. Dann gibt es zu € = 1 ein ng, so dass |a, —a,| < € =1 fiir alle m,n > ng
ist. Insbesondere gilt dies also fiir m = ng, und damit erhalten wir nach der Dreiecksungleichung fiir
alle n > ny

‘an| = ‘an — dny +an0| < |an _ano‘ + |Cln0| <1+ |Cln0|~
Damit folgt nun aber |a,| < s fiir alle n € N, wenn wir
s :=max(|ao|,|ail,...,|ang—1], 1+ |an,|)

setzen. Also ist (a,), beschrinkt. O
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Satz 6.25 (Cauchy-Kriterium fiir Folgen, Vollstindigkeit von K). Jede Cauchyfolge in K konver-
giert.

Nach Bemerkung 6.23 konvergiert eine Folge in K also genau dann, wenn sie eine Cauchyfolge ist.
Beweis. Es sei (ay), eine Cauchyfolge in K. Dann ist (a, ), nach Lemma 6.24 beschriinkt und besitzt

damit nach dem Satz 6.21 von Bolzano-Weierstral einen Haufungspunkt a. Wir behaupten, dass
(an)n sogar schon gegen a konvergiert.

Um dies zu zeigen, sei € € R beliebig. Da (a,), eine Cauchyfolge ist, gibt es ein ny € N, so dass
|am — an| < g fiir alle m,n > ny.
Weil a ein Haufungspunkt von (ay,), ist, gilt nach Lemma 5.21 weiterhin
lam —al < g fiir unendlich viele m,

und damit insbesondere fiir ein m > ngp. Wir konnen diese beiden Ungleichungen also miteinander
kombinieren und erhalten fiir ein solches m nach der Dreiecksungleichung

€ —
3=
fiir alle n > ng. Damit ist (a, ), konvergent gegen a. O

)
|an—a\:|an—am—|—am—a\§|a,,—am|—|—\am—a\<§+ €

Beispiel 6.26 (Noch einmal die geometrische Folge). Wir betrachten noch einmal die geometrische
Folge (¢"), fiir ein ¢ € K. Aus Beispiel 5.3 (c) und 5.9 (b) wissen wir bereits, dass (¢"), fiir |¢| < 1
gegen 0 konvergiert und fiir |g| > 1 divergiert. AuBerdem ist klar, dass die Folge fiir ¢ = 1 konstant
ist und damit konvergiert. Wir zeigen nun mit dem Cauchy-Kriterium in den iibrigen Fillen, also
wenn |g| = 1 und ¢ # 1, dass die Folge divergiert. Dazu miissen wir also beweisen, dass (¢"), keine
Cauchyfolge ist, d. h. (nach den Regeln der Negation aus Bemerkung 1.8)

Je>0VnpeNInm>ng:|q"—q"| > €.

Um dies zu zeigen, setzen wir € := |g— 1| > 0. Nun sei ng € N beliebig; wir setzen dann n =ng+ 1
und m = ng. Mit diesen Werten folgt

lg"—q"| =g —q"| = |g"(g—1)| =|q"|g— 1| = €. To-1--04
N —— 4 . |
=1 =¢ ‘I/ﬁ g

Also ist (¢"), keine Cauchyfolge und damit nach Satz 6.25 nicht : ! '

konvergent. Das Bild rechts illustriert dies: Nach der geometri- {I ';qo =1
schen Interpretation der komplexen Multiplikation aus Bemer- \ /

kung 6.5 lduft die Folge fiir |¢| = 1 und g # 1 ,,mit konstanter . K
Geschwindigkeit* auf dem Einheitskreis herum und néhert sich AN It C

somit keinem Grenzwert beliebig an.

Aufgabe 6.27. Es sei (ay), eine Folge in K. Man zeige: Gibt es ein g € R>( mit ¢ < 1, so dass
|ans1 —an| < ¢" firallen €N,

so ist (a, ), eine Cauchyfolge.

Aufgabe 6.28. Fiir ein fest gegebenes ¢ € C mit |c| < % definieren wir eine komplexe Folge (ay,),
rekursiv durch

ap=0 und a, | =a>+c firaleneN.
Zeige, dass (a,), konvergiert.

(Hinweis: Zeige zunichst, dass % + |c| eine obere Schranke fiir die Betréige aller Folgenglieder ist.)
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7. Reihen

Wir wollen uns nun mit einem speziellen Typ von Folgen beschiftigen, der in der Praxis sehr haufig
vorkommt: ndmlich Folgen, die in der Form

(Clo, ap+ap, ap+a)+as, )

gegeben sind, deren Grenzwert wir also anschaulich als die ,,unendliche Summe* ag +a; +az +---
auffassen konnen. Derartige Folgen bezeichnet man als Reihen. Wir werden solche Reihen im reellen
und komplexen Fall gleichzeitig betrachten und arbeiten daher im Folgenden in der Regel iiber dem
Korper K wie in Bemerkung 6.19.

7.A Grenzwerte von Reihen

Da Reihen letztlich nichts anderes als spezielle Folgen sind, konnen wir die Definition und die
ersten Eigenschaften von Folgen und Grenzwerten natiirlich unmittelbar auf unsere neue Situation
iibertragen. Dies wollen wir nun im ersten Abschnitt dieses Kapitels tun.

Definition 7.1 (Reihen). Es sei (a,)nen eine Folge in K. Dann heiBt die Folge (sy)nen mit
N
SN = Zanzao+a1+"'+aN
n=0
die Folge der Partialsummen von (a,), bzw. die zu (a,), gehorige Reihe. Wir bezeichnen sowohl
diese Reihe als auch ihren Grenzwert Al/im sy (sofern er existiert) mit
—00

Zan bzw. ap+aj+ax+---.

n=0
Genau wie bei Folgen kann auch eine Reihe bei einem anderen Startindex ng € Z als bei 0 anfangen;
in diesem Fall schreiben wir sie natiirlich als

Z a, bzw. auy+ayr1+agy2+-c .
n=n

Bemerkung 7.2.

(a) Da jede Reihe nach Definition eine Folge ist, iibertragen sich die Begriffe Konvergenz und
Divergenz, Beschrinktheit usw. aus Kapitel 5 direkt auf Reihen.

(b) Die Doppelbelegung des Symbols Y~ a, sowohl fiir die Reihe (also die Folge ihrer Par-
tialsummen) als auch fiir ihren Grenzwert ist zwar mathematisch unschon, aber in der Lite-
ratur so fest verankert, dass wir hier nicht davon abweichen wollen. Es sollte dadurch kei-
ne Verwirrung entstehen: Wenn wir von Eigenschaften einer Folge reden, also z. B. sagen,
dass Y a, konvergiert oder divergiert, so meinen wir natiirlich die Partialsummenfolge —
wihrend z. B. in Gleichungen der Form Y ;> ;a, = a der Grenzwert der Reihe gemeint ist.
Wenn Verwechslungen zu befiirchten sind, konnen wir natiirlich auch immer die eindeutige

Schreibweise (ZnN:o an) ve fir die Reihe und Al’im YN, a, fiir ihren Grenzwert benutzen.
—So0

Beispiel 7.3.

(a) (Unendliche geometrische Reihe) Wir betrachten die Reihe )"  ¢" fiirein g € K. Fiirg =1
ist diese Reihe 14 14 1+4-... natiirlich unbeschréinkt und damit divergent. Ansonsten haben
wir in Satz 4.1 gesehen, dass

N N+1

I—g¢q
q'=——
,,;o 1—¢
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Der Grenzwert fiir N — oo ergibt sich nun sofort aus Beispiel 6.26: Da Al/im gV nur fiir
—yo0

lg] < 1 existiert und dann gleich 0 ist, erhalten wir also
N
1

i ¢" = lim Z q" =
n=0 n=0

—  firlg| <1, ()
lI—¢q

wihrend die Reihe in allen anderen Fillen divergiert.

N—roo

Ein interessanter konkreter Fall dieser Reihe ist die Frage, ob die Dezimalzahl 0,9999...
gleich 1 oder ,.etwas kleiner* als 1 ist. Dies konnen wir nun beantworten, denn die einzig
mogliche mathematisch korrekte Definition dieser Zahl ist natiirlich die geometrische Reihe
> _ 9 & /1\"% 9 1
0,9999... =Y 9.107" = —. (7) S — 1.
n; 10 /= \10 10 1— %

Die Zahl 0,9999... ist daher wirklich gleich 1 — in diesem Fall ist die Dezimaldarstellung
einer reellen Zahl also nicht eindeutig.

(b) (Teleskopreihen) Wir wollen den Grenzwert der Reihe Y, m bestimmen. Normaler-

weise lassen sich derartige Reihen nicht ohne weiteres berechnen, aber in diesem ganz spe-
1 1 1

ziellen Fall konnen wir einen Trick anwenden: Wegen = - — —— koOnnen wir die
n(n+1) n  n+l

Partialsummen der Reihe schreiben als

,iln(nlﬂ):i(i_nL)

Derartige Reihen, bei denen sich in den Partialsummen durch geeignete Differenzen alle Ter-
me bis auf einen Start- und Endterm wegheben, bezeichnet man als Teleskopreihen (weil die
Summe sozusagen wie ein Teleskop ,,zusammengeschoben® werden kann). Der Grenzwert
der Reihe lisst sich dann natiirlich einfach berechnen; in diesem Fall ist er

=1l

> 1 N 1
= 1i - 1-—— ) =1
ng’ln(n-i-l) Nl—rgo,;n(n—&—l) N—Igo( N—|—1>

(c) (Harmonische Reihe) Die Reihe )~ % divergiert: Fiir die Partialsummen mit Index N = 2k

gilt
2
HZIE:H%+(§+i)+(§+g+%+§)+---+(2,(,—11“+-~+2ik)
>4 3+ (D (Grdrdrd ot (k)
=1+3+ 3 + : +ot 3
=1+%

Dal+ % mit k unbeschridnkt wichst, ist die gegebene Reihe also unbeschrinkt und damit
nach Lemma 5.8 divergent.

Die folgenden einfachen Rechenregeln fiir Reihen — die Vertriglichkeit mit Summen, Differenzen,
Multiplikation mit Konstanten sowie im Fall des Korpers R mit Ungleichungen — ergeben sich sofort
aus denen fiir Folgen in Kapitel 5.

Lemma 7.4 (Rechenregeln fiir Reihen). Es seien Y qa, und Y _b, konvergente Reihen in K.
Dann gilt:

@ Y (an+b)=Y ant Y byund ¥ (an—b,) = ¥ ar— Y. by
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
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a,.

(b) Fiir c € Kist Z ca, =c-
n=0 n=0
(¢) Ist K=R und a, < b, fiir alle n, so ist Z a, < Z by,
n=0 n=0
Beweis. Alle behaupteten Aussagen gelten trivialerweise fiir die Partialsummen der Reihen (also
wenn die Summen bis zu einem festen N € N laufen). Ubergang zum Grenzwert liefert dann mit den

Sitzen 5.13 und 5.24 die Behauptungen. O

Eine analoge direkte Vertriaglichkeit mit der Multiplikation ist natiirlich nicht zu erwarten, weil ja
schon fiir die Partialsummen (¥ a,) - (¥3_bxs) nicht dasselbe ist wie Y3 anb,. Wir werden
aber spiter in Satz 7.34 noch eine Formel fiir das Produkt von Reihen finden.

Bevor wir nun mit der Herleitung allgemeiner Konvergenzkriterien fiir Reihen beginnen, wollen wir
noch zwei sehr einfache Hilfsaussagen festhalten, die aber dennoch oft niitzlich sind. Die erste von
ihnen ist so einfach, dass sie iiblicherweise als Trivialkriterium bezeichnet wird: Eine Reihe kann
hochstens dann konvergieren, wenn die aufsummierten Zahlen zumindest gegen 0 konvergieren.

Lemma 7.5 (Trivialkriterium). Ist die Reihe Y, o ay, konvergent, so ist (ay), eine Nullfolge.

Beweis. Existiert der Grenzwert }.;°_ a,, so folgt aus den Grenzwertsitzen
N N—1 o o
aN=Zan—Zan—>Zan—Zan=0 fiir N — oo, ]
n=0 n=0 n=0 n=0
Beispiel 7.6.

wm>
nzer =2#0.

(a) Die Reihe ), n%’jrzl ist divergent, denn nach Beispiel 5.14 ist lim
n—soo

(b) Das Trivialkriterium ist nicht umkehrbar: So ist z.B. zwar (%)n eine Nullfolge, aber die

harmonische Reihe } >, % nach Beispiel 7.3 (c) trotzdem divergent. Man kann mit diesem
Kriterium also immer nur die Divergenz einer Reihe nachweisen, aber nie die Konvergenz.

Dieses Beispiel zeigt auch noch etwas anderes: Bezeichnen wir mit a, = Y/, % die Par-
tialsummen der harmonischen Reihe, so ist die Folge (a,), zwar divergent, aber die Folge
(Ant1 —an)n = (nlﬁ)n konvergiert trotzdem gegen 0, d. h. es gilt

Ve eRsg Ing eNVn>ng:|an1 —an| <E€.

Um die Aquivalenz zwischen konvergenten Folgen und Cauchyfolgen zu erhalten, geniigt es
in der Definition 6.22 einer Cauchyfolge also nicht, zwei benachbarte Folgenglieder a,, und
ay+1 miteinander zu vergleichen, sondern wir miissen zwei beliebige Folgenglieder a,,, und
a, (mit m,n > ng) nehmen!

Lemma 7.7. Eine Reihe Y, a, mit a, € R>g fiir alle n € N ist genau dann konvergent, wenn sie
beschrdnkt ist.

Beweis. Da alle aufsummierten Zahlen reell und nicht-negativ sind, ist die Folge ihrer Partialsum-
men monoton wachsend. Fiir eine reelle, monoton wachsende Folge ist die Konvergenz nach Lemma
5.8 und dem Monotoniekriterium aus Satz 5.28 aber dquivalent zur Beschrinktheit. 0

7.B Konvergenzkriterien fiir Reihen

Wie im Fall von Folgen im letzten Kapitel wollen wir nun einige Kriterien herleiten, mit denen
man die Konvergenz einer Reihe beweisen kann, ohne ihren Grenzwert zu kennen. Dabei bleiben
natiirlich alle Ergebnisse aus Abschnitt 5.B unverdndert anwendbar, da Reihen ja letztlich auch nur
Folgen sind. Es gibt aber einige zusitzliche Kriterien, die speziell auf den Fall von Reihen zuge-
schnitten und meistens einfacher zu iiberpriifen sind. Wir beginnen dabei mit einem Kriterium fiir
reelle Reihen, in denen abwechselnd positive und negative Glieder aufsummiert werden.
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Satz 7.8 (Leibniz-Kriterium). Ist (a,), eine monoton fallende Nullfolge in R, so ist die Reihe

=

2(71)"61,! =ay—ay+ay—azt---

n=0
konvergent, und ihre Partialsummen sind abwechselnd obere und untere Schranken fiir ihren Grenz-
wert. (Derartige reelle Reihen, bei denen sich das Vorzeichen in der Summe immer abwechselt, nennt
man alternierend.)

Beweis. Esseisy = ZHNZO(—l)" ay, also (sy)n die Folge der Partialsummen der betrachteten Reihe.
Da (ay,), monoton fallend und die Differenz zweier aufeinander folgender Glieder von (a,), damit
nicht negativ ist, ist die Folge (soy)n der geraden Partialsummen monoton fallend: Es gilt

SoN+2 = SoN — AaN+1 +dan+2 < SoN.
——— ———
>0

Analog ist die Folge (soy+1)n der ungeraden Partialsummen monoton wachsend, wie auch das Bild
unten rechts zeigt. Damit haben wir ineinander liegende Intervalle

[s1,52] D [s3,54] D [s5,56] D -+, SN
die eine Intervallschachtelung definieren, da die Linge ao® 5o

SON — S2N—1 = A2N —a; °

dieser Intervalle mit N — o gegen O konvergiert. Nach Satz5.39  s4--- —'.—" R
konvergieren also die geraden und ungeraden Partialsummen P
monoton fallend bzw. wachsend gegen den gleichen Grenzwert 8

s. Insbesondere sind die geraden und ungeraden Partialsummen N
also obere bzw. untere Schranken fiir s.

AuBerdem liegen damit in jeder e-Umgebung von s fast alle geraden und fast alle ungeraden Partial-
summen, und somit konvergiert auch die gesamte Folge der Partialsummen gegen s. 0

Beispiel 7.9 (Alternierende harmonische Reihe). Die Reihe

D A R T R R

ist nach dem Leibniz-Kriterium konvergent, denn % ist eine monoton fallende Nullfolge. Ihren
Grenzwert konnen wir momentan noch nicht berechnen (in der Tat ist er gleich —log?2, wie wir
in Beispiel 11.15 (a) sehen werden), aber nach Satz 7.8 liegt er sicher zwischen den ersten beiden

Partialsummen —% = —1und —% —|—% = —%.

Ubrigens ist diese Reihe (ganz im Gegensatz z. B. zur Folge aus Beispiel 5.37) eine, die ,.extrem
langsam* konvergiert: Um hier den Grenzwert auf kK Nachkommastellen genau zu berechnen, miissen
wir natiirlich mindestens die ersten 10f Summanden mitnehmen, denn der 10¥-te Summand ist ja
10~* und #@ndert somit in jedem Fall noch die k-te Nachkommastelle.

Wir konnen an dieser alternierenden harmonischen Reihe aber noch eine weitere iiberraschende
Eigenschaft sehen. Dazu sortieren wir die aufzusummierenden Zahlen mal etwas um und schreiben
unsere Reihe als

[NRR AR U SN AU U S W SO N W B
1 2 4 36 8 5 10 12 7 14 16 ’

Das Prinzip hierbei ist, dass die Terme (—1)" % e

o fiir ungerade n der Reihe nach als erste Summanden in den Klammern stehen,

o fiir gerade, aber nicht durch 4 teilbare n der Reihe nach als zweite Summanden in den Klam-
mern stehen,

o fiir durch 4 teilbare n der Reihe nach au3erhalb der Klammern stehen.
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Es ist klar, dass wir hier wirklich nur die Summanden umsortiert, also keinen vergessen oder doppelt
hingeschrieben haben. Rechnen wir jetzt aber mal die Klammern aus, so erhalten wir

1 1 1 1 1 1 1 1
27i et 0 2 e
und damit genau die Hilfte der urspriinglichen Reihe! Da die Reihe nicht den Wert 0 hat (wie wir
oben schon gesehen haben, liegt ihr Wert ja zwischen —1 und —%), haben wir ihren Wert durch das

Umsortieren also tatsdchlich gedndert und miissen damit wohl oder iibel feststellen:

Das Umordnen der Summanden in einer konvergenten Reihe kann ihren Grenzwert dndern.

Das ist natiirlich extrem lastig, weil uns das sozusagen die Kommutativitit der Addition im Fall
von unendlichen Summen kaputt macht — was vollig der Intuition widerspricht und natiirlich auch
beim Rechnen mit solchen Reihen grofle Probleme bereitet. Gliicklicherweise gibt es einen relativ
eleganten Ausweg aus dieser Situation: Es gibt eine Eigenschaft von Reihen, die etwas stirker als
die normale Konvergenz ist, in vielen Féllen aber dennoch erfiillt ist und die Umsortierbarkeit ohne
Anderung des Grenzwerts garantiert. Diese wollen wir jetzt einfiihren.

Definition 7.10 (Absolute Konvergenz). Eine Reihe ) a, in K heifit absolut konvergent, wenn
die Reihe Y |a,| ihrer Betrige konvergiert, also nach Lemma 7.7 wenn diese Reihe Y, |an|
beschrinkt ist.

(Der Name kommt einfach daher, dass man den Betrag einer Zahl oft auch als Absolutbetrag be-
zeichnet.)

Fiir Reihen, in denen nur nicht-negative reelle Zahlen aufsummiert werden, stimmen die Begriffe
,.konvergent* und ,,absolut konvergent* offensichtlich iiberein. Wir wollen nun sehen, dass der Be-
griff der absoluten Konvergenz fiir allgemeine Reihen wirklich ,,stirker als die gewohnliche Kon-
vergenz ist, also dass aus der absoluten Konvergenz einer Reihe auch die Konvergenz folgt. Dazu
miissen wir zunéchst das Cauchy-Kriterium aus Satz 6.25 auf Reihen tibertragen. Auch hier ist die-
ses Kriterium wieder besonders deswegen wichtig, weil es zum einen zur Konvergenz dquivalent ist
(man mit ihm also Konvergenz genauso wie Divergenz nachweisen kann) und es aulerdem in R und
C gleichermaflen funktioniert.

Folgerung 7.11 (Cauchy-Kriterium fiir Reihen). Eine Reihe ), a, in K ist genau dann konver-

gent, wenn
m

Y @

k=n+1

Ve>0dnpeNVm>n>ny: < E.

Beweis. Nach Definition ist die Reihe Y ;a, genau dann konvergent, wenn die Folge (sy)y der
Partialsummen mit sy = ):nN:() ay, konvergiert. Wenden wir das Cauchy-Kriterium fiir Folgen aus Satz
6.25 auf (sy)n an, sehen wir, dass dies genau dann der Fall ist, wenn

Ve>03dng e NVmn>ng:|s,—sml <E&.

Natiirlich kénnen wir hier aus Symmetriegriinden m > n annehmen, und aus s, —s, = YL, | ax
folgt dann sofort die Behauptung.

Lemma 7.12. Jede absolut konvergente Reihe in K ist konvergent.

Beweis. Es sei Y _a, eine absolut konvergente Reihe, d.h. die Reihe Y, |a,| sei konvergent.
Nach dem Cauchy-Kriterium aus Folgerung 7.11 gibt es also zu jedem € > 0 ein ng € N mit

m m
Y lad|= ) lal<e
k=t 1 k=t 1

fiir alle m > n > ng. Dann ist nach der Dreiecksungleichung aber erst recht

m m
Z dag < Z |ak| <E§,
k=n-+1 k=n+1
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und damit ist wiederum nach dem Cauchy-Kriterium auch die Reihe ), a, konvergent. O

Beispiel 7.13. Die alternierende harmonische Reihe Y7 (—1)" 1 ist nach Beispiel 7.9 konvergent.
Sie ist aber nicht absolut konvergent, da die harmonische Reihe )} -, % nach Beispiel 7.3 (c) diver-
giert. Die Umkehrung von Lemma 7.12 gilt also nicht.

Als Nichstes hatten wir behauptet, dass die absolute Konvergenz einer Reihe sicher stellt, dass man
die Summanden ohne Anderung des Grenzwerts umordnen kann. Dies wollen wir jetzt zeigen.

Definition 7.14 (Umordnungen einer Reihe). Es sei ), a, eine Reihe in K und 6 : N — N eine bi-
jektive Abbildung. Dann heifit die Reihe )" a(,,) (die offensichtlich aus den gleichen Summanden
besteht, nur evtl. in anderer Reihenfolge) eine Umordnung von Y, a,.

Satz 7.15 (Umordnungssatz). Jede Umordnung einer absolut konvergenten Reihe ist ebenfalls ab-
solut konvergent und konvergiert gegen denselben Grenzwert.

Beweis. Es seien ) ,._,a, eine absolut konvergente Reihe und ¢ : N — N eine bijektive Abbildung.
Ferner sei € > 0 beliebig. Da ¥, |a| nach Voraussetzung konvergiert, gibt es nach dem Cauchy-
Kriterium aus Folgerung 7.11 ein ngp € N mit Y7 11 lag| < % fir alle m > n > ny. Insbesondere
haben wir fiir n = ng und m — o also

oo

€
Y lal<s<e (1)
k=np+1
Da o surjektiv ist, konnen wir ein n6 > no wihlen, so dass alle Summanden ay,...,ay, bis zum
ny-ten Term der Umordnung aufgetreten sind, also so dass
{0,1,...,n0} C {0(0),0(1),...,0(ny) } @)

gilt. Wir betrachten nun fiir beliebiges n > n6 die Summe

n
Y (ao() —a) = (ag(o) — o) + (ag(1) —a1) + -+ (ag(n) — an)-
k=0
Wegen (2) und n > nj, > ny treten in dieser Summe alle Glieder ay, . . . , a,, sowohl einmal mit positi-
vem als auch einmal mit negativem Vorzeichen auf, heben sich also heraus. Die iibrigen a,, mit n > ng
konnen sich ebenfalls herausheben, oder mit einem positiven oder negativen Vorzeichen auftreten.
Wir konnen dies symbolisch schreiben als

n

Y (agu —ar) =) +a,
k

k=0

wobei die Summe hier iiber gewisse (endlich viele) k > ng lauft und fiir jedes solche k das Vorzeichen
von a; positiv oder negativ sein kann. Damit kénnen wir diesen Ausdruck mit der Dreiecksunglei-
chung betragsmifig abschitzen durch

n

Y (ao@) —ax)

k=0

Z:I:ak
k

Daraus ergibt sich Y" (g (,) — @) = 0, und damit nach den iiblichen Rechenregeln aus Lemma 7.4

Y o) =Y, ant Y (ag(u) —an) =} an.
n=0 n=0 n=0 n=0

Die Umordnung Y;” (as(,) konvergiert also gegen den gleichen Grenzwert wie die urspriingliche
Reihe. Wenden wir dieses Ergebnis nun auch noch auf die Reihe Y7 |a,| an, so erhalten wir ge-
nauso Y7 |dg(n)| = Yo |axl, woraus die absolute Konvergenz der Umordnung folgt. O

> ()
<Ylal < Y al <e.
k k=ng+1
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Bemerkung 7.16 (Summen mit abzihlbar unendlicher Indexmenge). Da es bei ,,unendlichen Sum-
men* im Fall der absoluten Konvergenz also nicht auf die Reihenfolge der Summanden ankommt,
konnen wir damit auch derartige Summen definieren, bei denen die Summanden zunichst einmal
iiberhaupt keine vorgegebene Reihenfolge haben, sondern durch eine beliebige abzihlbar unend-
liche Menge [ indiziert werden: Ist a; € K fiir alle i € I, so wihlen wir eine bijektive Abbildung
0 :N— [. Ist dann die Reihe };"  ag(,) absolut konvergent, so schreiben wir den Wert dieser Reihe

als
Za, = Z asiny €K

iel
Dies hiangt dann nach dem Umordnungssatz 7.15 nicht von der Wahl von o ab, da sich die durch
eine andere Bijektion entstehende Reihe nur durch eine Umordnung unterscheidet und somit nichts
an der absoluten Konvergenz bzw. dem Grenzwert der Reihe @ndert.
Ist die Reihe },” jas(,) hingegen nicht absolut konvergent, so kdnnen wir Y ;c;a; nicht sinnvoll
definieren.

Aufgabe 7.17. Zeige die folgende Verallgemeinerung des Leibniz-Kriteriums ins Komplexe: Ist
(an)n eine reelle, monoton fallende Nullfolge, so konvergiert die Reihe Y a,x" fiir alle x € K mit
|x| =1 und x # 1.

(Hinweis: Untersuche die Reihe Z an(x—1)x")
n=0

Aufgrund der schonen Eigenschaften absolut konvergenter Reihen werden wir uns im Folgenden
oftmals eher fiir die absolute als fiir die ,,gewohnliche* Konvergenz von Reihen interessieren. Wir
wollen nun ein paar Kriterien zusammentragen, mit denen man die absolute Konvergenz von Reihen
in vielen Fillen einfach nachpriifen kann. Das erste von ihnen ist eigentlich sehr offensichtlich:

Satz 7.18 (Majoranten-/Minorantenkriterium). Es seien Y.’ oa, und Y, _ob, zwei Reihen in K
mit |ay| < |by| fiir fast alle n.
(a) IstY).,»_ob, absolut konvergent, so auch 'y, _,ay.
(Man nennt Y.>_q b, in diesem Fall eine konvergente Majorante von Y ay.)
(b) Ist Y, ay, divergent, so auch'Y ;o |by|.
(Man nennt Y., ay in diesem Fall eine divergente Minorante von Y, |by|.)
Beweis.

(a) Ist Y»_ by, absolut konvergent, also Y |b,| beschrinkt, so ist wegen |a,| < |b,| fiir fast
alle n auch Y, |a,| beschrinkt, und damit Y., a, nach Lemma 7.7 absolut konvergent.

(b) Ist die Reihe };"_a, nicht konvergent, so ist sie nach Lemma 7.12 insbesondere auch nicht
absolut konvergent, und daher kann nach (a) auch Y ;> b, nicht absolut konvergent sein,

d.h. die Reihe Y7 |b,| divergiert. O
Beispiel 7.19.
(a) Die Reihe ¥, 2 ist konvergent: Wegen v !1)2 < n(n+1) firn>1ist) +1) nach

Beispiel 7.3 (b) eine (absolut) konvergente Majorante von )~
die Reihe

+1) Damlt konverglert

1 > 1 1 a =
J— + [
12 ”g’l (n—f—l)2 12 nz’zn nz’ln
Beachte, dass man auf diese Art mit Hilfe des Majorantenkriteriums zwar die Konvergenz

der Reihe } 7, 2 beweisen, aber nicht ihren Grenzwert bestimmen kann (in der Tat kann

man zeigen, dass der Wert dieser Reihe gleich % z ist).

(b) Fiir k > 2 ist die Reihe } ., k konvergent, denn wegen — L fiir alle n ist Y| = nach
(a) eine konvergente Majorante
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% ist die harmonische Reihe

(c) Die Reihe Y7, ﬁ dagegen ist divergent, denn wegen ﬁ >
Yo % aus Beispiel 7.3 (c) eine divergente Minorante.

Aufgabe 7.20. Es sei (ay), eine Folge in K mit a, # —1 fiir alle n € N. Man zeige:

Qn

Z ay ist absolut konvergent < Z

ist absolut konvergent.
n=0 n=0 an

Wenn man mit dem Majorantenkriterium die (absolute) Konvergenz einer Reihe nachweisen mochte,
stellt sich natiirlich die Frage, wo man eine konvergente Majorante herbekommt. Sehr oft kann man
hierfiir einfach eine geometrische Reihe } " (¢" fiir ein ¢ € R-( mit g < 1 wie in Beispiel 7.3 (a)
verwenden. Aus diesem Ansatz ergeben sich in der Tat die folgenden beiden allgemeinen Kriterien,
die sehr oft anwendbar sind:

Satz 7.21 (Quotientenkriterium). Es sei Z an eine Reihe in K mit a, # 0 fiir fast alle n. Dann
n=0
gilt:

an+1
n

< 1, so ist die Reihe Z a, absolut konvergent.
n=0

(a) Ist lim
n—o0

> 1, so ist die Reihe Z a, divergent.

(b) Ist lim
n—soo
n=0

ant1
an

An+1

Der Fall lim Gntl

n—oo
divergent oder konvergiert sie gegen 1, so macht das Quotientenkriterium keine Aussage.

= oo ist dabei in (b) zugelassen. Ist die Folge (

) Jjedoch unbestimmt
n

Beweis. Esseia:= lim |2+l
n—eo | dn

€eR>oU {00}

(a) Ist a < 1, so konnen wir ein € > 0 wihlen, so dass auch noch g :=a+¢€ < 1 gilt. Wegen

lim a"l—“ = a gibt es dann ein ng € N, so dass
n—oo | dn
ap+1 ..
i <a+e=gq firallen > ny,
ay

und damit |a,41| < g|ay|. Daraus ergibt sich fiir alle n > ng
lan| < qlan—1] < q2 lan2| <---<g"™™ |an0|~

Also ist die Reihe Y (4" |a,,| eine Majorante der gegebenen Reihe Y, (a,. Wegen
q < 1 konvergiert sie nach Beispiel 7.3 (a) absolut, denn es ist

o - oo - 1
Y q" " lang =g lang| Y 4" =" lang | T
n=0 n=0 —q

Die zu beweisende Aussage folgt damit aus dem Majorantenkriterium von Satz 7.18.

(b) Ista € Rmita > 1, so kdnnen wir ein € > 0 finden mit a — € > 1. In diesem Fall gibt es nach
der Grenzwertbedingung ein ng € N, so dass

an+-1
an

>a—¢&>1 firallen > ng.

Beachte, dass dies auch im Fall a = o gilt, denn auch dann sind ja insbesondere fast alle

an+1
an

grofier als 1.

Also gilt |ap1] > |ay| fiir alle n > ng. Damit ist (|a,|), ab ny aber eine monoton wachsende
Folge positiver Zahlen, und kann somit keine Nullfolge sein. Die gegebene Reihe divergiert
also nach dem Trivialkriterium aus Lemma 7.5. O

Das zweite, recht dhnliche Kriterium, das auf dem Vergleich mit der geometrischen Reihe beruht,
benutzt die hoheren Wurzeln aus Aufgabe 5.37.
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Satz 7.22 (Wurzelkriterium). Fiir jede Reihe )" a, in K gilt:
n=0

(a) Istlimsup /|an| < 1, so ist die Reihe Z a, absolut konvergent.
n—ree n=0

=

(b) Ist limsup {/|ay| > 1, so ist die Reihe Z ay divergent.

n—ee n=0

Der Fall limsup {/|a,| = o ist dabei in (b) wieder zugelassen. Ist jedoch limsup {/|a,| = 1, so macht
n—yoo n—soo
das Wurzelkriterium keine Aussage.

Beweis. Es seia:=limsup/|a,| € RsoU{eo}.

n—yoo

(a) Fira < 1 sei wieder € > 0 mit ¢ := a+ € < 1. Nach Lemma 5.47 (a) gilt dann

Van| <a+e=gq, also  a,| < ¢"
fiir fast alle n. Alsoist )~ ¢" eine Majorante der gegebenen Reihe. Da diese wegen g < 1
nach Beispiel 7.3 (a) (absolut) konvergiert, konvergiert auch } " a, nach dem Majoranten-
kriterium aus Satz 7.18 absolut.

(b) Ista € R mita > 1, so wihlen wir ein € > 0 mit @ — € > 1. Diesmal folgt dann aus Lemma

5.47 (b), dass
Vap| >a—e>1

fiir unendlich viele n. Beachte, dass dies auch im Fall a = « gilt, weil die Folge ({/|an|)x
dann eine Teilfolge mit uneigentlichem Grenzwert oo hat.

Damit ist aber auch |a,| > 1 fiir unendlich viele n. Also ist (ay), keine Nullfolge, und die
gegebene Reihe divergiert nach dem Trivialkriterium aus Lemma 7.5. O
Bemerkung 7.23 (Vergleich von Quotienten- und Wurzelkriterium). Das Quotientenkriterium hat
oft einfacher berechnen

gegeniiber dem Wurzelkriterium den Vorteil, dass sich der Quotient “’;:‘

ldsst als die Wurzel {/|a,|. Allerdings benétigen wir im Quotientenkriterium einen Grenzwert der
Quotientenfolge, wihrend im Wurzelkriterium der Limes superior der Wurzelfolge gentigt, der ja
nach Bemerkung 5.52 zumindest im uneigentlichen Sinne stets existiert.

Dies liegt daran, dass wir fiir die Induktion im Beweis von Satz 7.21 brauchten, dass fast alle Quo-
tienten in (a) kleiner als a + € und in (b) groBer als a — € sind, so dass a dort der Grenzwert der
Quotientenfolge sein musste. Im Beweis von Satz 7.22 brauchten wir dagegen in (a) zwar auch, dass
fast alle Wurzeln kleiner als a4+ € sind, aber in (b) reichten unendlich viele Wurzeln grofler als a — €.
Mit dieser Beobachtung sieht man allerdings mit Hilfe von Lemma 5.47 auch, dass wir den Grenz-
wert im Quotientenkriterium von Satz 7.21 in (a) durch den Limes superior und in (b) durch den
Limes inferior ersetzen konnten, um so noch allgemeinere Aussagen zu erhalten. Hat die Quotien-
tenfolge jedoch mehrere Haufungspunkte, von denen einer grof3er als 1 und einer kleiner als 1 ist, so
lasst sich aus der Idee des Quotientenkriteriums aber endgiiltig keine Aussage iiber die Konvergenz
der Reihe mehr herleiten.

Beispiel 7.24.
(a) Betrachten wir fiir ein ¢ € K mit g # 0 die geometrische Reihe ), ¢" selbst, ist also a,, = ¢"
in der Notation von Satz 7.21 und 7.22, so ist offensichtlich "Z—:') = {/|an| = |q| unabhingig

von n, und sowohl Quotienten- als auch Wurzelkriterium reproduzieren einfach das Ergebnis
aus Beispiel 7.3 (a) in den Fillen mit |g| # 1.

=

(b) Fir die alternierende harmonische Reihe Y a, =Y (—1)" % aus Beispiel 7.9 macht das
Quotientenkriterium keine Aussage, denn dort gilt

(1) /(n+1)
(—1)"/m

n 1
= = T — 1
n+l 1+;

An+1
An
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fiir n — co. Dies war natiirlich zu erwarten, da diese Reihe ja auch weder absolut konvergent
noch divergent ist.

(c) DieReihe ), (b;’ﬁ)” ist nach dem Wurzelkriterium (absolut) konvergent, denn es ist

n
n n ~on 1 Hl
<2n+1) 241 241 72
fiir n — oo.

(d) Fiir alle x € K ist die Reihe

) 2 3

x" X x
Y o=l
= n! 2 6

nach dem Quotientenkriterium absolut konvergent, denn es gilt

‘x”“/(n—kl)!
x"/n!

= L -0
n+1

fiir n — o. Auf diese Art haben wir also letztlich eine Funktion von K nach K definiert, die
jedem x den Wert der Reihe ) fl—': zuordnet.

Es handelt sich bei diesem letzten Beispiel genau um die Exponentialfunktion, die ihr zumindest im
reellen Fall bereits aus der Schule kennt. Sie ist aber letztlich nur ein spezielles Beispiel fiir eine
sehr grofle Klasse von Funktionen, die sich in der Form x +— }>” ; a, x" fiir gewisse a,, € K schreiben
lassen. Wir wollen derartige Funktionen, die in dieser Vorlesung immer wieder vorkommen werden,
daher jetzt einfithren und etwas genauer untersuchen.

7.C Potenzreihen

Potenzreihen kann man sich in gewissem Sinne als Verallgemeinerung der Polynome aus Abschnitt
3.C vorstellen: statt endlicher Summen ag + aj;x+ - - - + a,x" in einer Variablen x betrachten wir nun
unendliche Reihen der Form

Zanx" =agtayx+ap+---.
n=0

Wir beginnen mit der formalen Definition solcher Reihen, zusammen mit dem wohl wichtigsten
Beispiel: der Exponentialfunktion.

Definition 7.25 (Potenzreihen und die Exponentialfunktion).

(a) Ist (ay,), eine Folge in K und x € K, so heifit die Reihe Y7 a,x" die Potenzreihe in x mit
Koeffizienten (ay,),. Ist D C K die Menge aller x, fiir die diese Reihe konvergiert, so kénnen
wir die Potenzreihe offensichtlich als Funktion von D nach K auffassen.

Der Startindex einer Potenzreihe darf auch groBer als O sein (dann kann man die ersten
Koeffizienten ja gleich O setzen), aber nie kleiner als 0 — eine Potenzreihe in x enthélt nach
Definition keine negativen Potenzen von x.

(b) Die Exponentialfunktion ist die Potenzreihenfunktion

o o0
exp: K—K mit exp(x) = Z )
n=0"""

(die nach Beispiel 7.24 (d) fiir alle x € K absolut konvergiert).
Aus dem Wurzelkriterium konnen wir sofort eine allgemeine Aussage ableiten, auf welchen Gebie-

ten derartige Potenzreihen konvergieren: nimlich auf um 0O zentrierten Intervallen (im Fall K = R)
bzw. auf Kreisen um 0 (im Fall K = C).
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Satz und Definition 7.26 (Konvergenzgebiete von Potenzreihen, Formel von Cauchy-Hadamard).
Es sei).,”_a,x" eine Potenzreihe iiber K und

1
r=—— €RygU{e
limsup /| a,| =0V}

n—yoo

(beachte, dass dieser Wert nach Bemerkung 5.52 in jedem Fall existiert). Dann gilt:
(@) fiir alle x € K mit |x| < r ist die Potenzreihe absolut konvergent;
(b) fiir alle x € K mit |x| > r ist die Potenzreihe divergent.

Im Fall |x| = r kann keine allgemeine Aussage iiber die Konvergenz der Reihe getroffen werden.

Die geometrische Deutung dieser Konvergenzaussagen im reellen bzw. komplexen Fall zeigt das
folgende Bild. Man nennt r den Konvergenzradius und {x € K : |x| < r} das Konvergenzgebiet der
Potenzreihe.

divergent c
; absolut ;
dlverfient Konvergent dw;rgent
f_)% R

Beweis. Wir wenden das Wurzelkriterium aus Satz 7.22 auf die Potenzreihe },” ja,x" an: Nach
Aufgabe 5.51 (b) ist fiir alle x € K

limsup v/ |a, x"| = limsup (|x| . {'/m) = |x| ~limsup{'/m: m,
n—o0

n—soo n—soo r

also konvergiert die Reihe fiir x| < r absolut und divergiert fiir |x| > r. O

Bemerkung 7.27. Beachte, dass die Eigenschaften (a) und (b) aus Satz 7.26 den Konvergenzradius
eindeutig charakterisieren als

r=sup {|x| :x € K mit Z anx" konvergent}. (%)
n=0
So ist z. B. auch ohne Berechnung des Ausdrucks fiir r in Satz 7.26 klar, dass die Exponentialreihe
aus Definition 7.25 (b) den Konvergenzradius oo hat, da sie ja auf ganz K konvergiert. In der Tat wird
die Gleichung (x) in der Literatur auch oft als Definition des Konvergenzradius einer Potenzreihe
benutzt.

Es sollte nicht iiberraschen, dass man nicht nur mit dem Wurzelkriterium, sondern auch mit dem
Quotientenkriterium eine Aussage iiber den Konvergenzradius einer Potenzreihe treffen kann. Al-
lerdings ist diese nicht ganz so universell, da sie wie in Satz 7.21 die Existenz des Grenzwerts der
Quotientenfolge der Koeffizienten voraussetzt.

Satz 7.28 (Alternative Formel fiir den Konvergenzradius einer Potenzreihe). Es sei ) .. a,x" eine
Potenzreihe in K mit a, # 0 fiir fast alle n. Existiert dann der Grenzwert

r=lim|—— € R>0 U {00},
n—ee | dp41 N
so ist dies der Konvergenzradius der Potenzreihe.
Beweis. Wegen
. Any1 X" Ap+1 Aan+1 \X|
lim = lim |{ |x| =|x| - lim |—| ==
n—soo apXx n—soo n —oo | ay, r
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konvergiert die Potenzreihe nach Satz 7.21 absolut fiir |x| < r und divergiert fiir |x| > r. Nach Be-

merkung 7.27 ist r damit der Konvergenzradius der Reihe. O
Beispiel 7.29.
(a) Die Potenzreihe ), ’;l hat nach Satz 7.28 den Konvergenzradius
1 1 1
= tim | — " | i L i (1+-)=1.
noee| 1/(n4+1)| noe n n—yoo n

konvergiert also fiir alle x € K mit |x| < 1 absolut und divergiert fiir alle x mit |x| > 1. Fiir
|x| = 1 treten in der Tat verschiedene Fille auf: Im Fall x = 1 erhalten wir die harmonische
Reihe, die nach Beispiel 7.3 (c) divergiert, wihrend wir fiir x = —1 die alternierende harmo-
nische Reihe haben, die nach Beispiel 7.9 konvergiert. Dies zeigt noch einmal, dass unsere
obigen nur von |x| abhéingigen Kriterien auf dem Rand des Konvergenzgebiets wirklich keine
allgemeine Aussage machen konnen.

(b) Fiir den Konvergenzradius der Potenzreihe ) >_onx" gilt nach Satz 7.26 und 7.28

1
r=——— sowie r= lim =1.
limsup /n n—eo | n+1
n—soo

Vergleich dieser beiden Ergebnisse liefert also limsup /n = 1. Fiir alle € > 0 gilt damit nach
n—oo

Lemma 5.47 (a), dass /n < 1+ ¢ fiir fast alle n. Natiirlich ist aber auch /n > 1 fiir alle n,
und damit ergibt sich zusammen

lim v/n=1

n—oo
(was gar nicht so offensichtlich ist, da der Ausdruck /n fiir wachsendes n ja durch das n
unter der Wurzel groBer, durch das Ziehen der n-ten Wurzel aber kleiner wird).

Aufgabe 7.30. Untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz (im Fall (c) in Abhéangigkeit von
x eR):

=

— n n! o N
a _—, b —, c — "
@ X Gy ® Y © X i
Eine Berechnung des Grenzwerts im Fall der Konvergenz ist nicht erforderlich.

Aufgabe 7.31. Zeige, dass jede Potenzreihe )7 ;a,x" in K denselben Konvergenzradius wie ihre
formale Ableitung” ¥ | na, x"~! hat, aber nicht notwendig fiir die gleichen x konvergiert.

(Wir werden in Folgerung 10.27 sehen, dass dies dann auch genau die ,,gewohnliche* Ableitung der
urspriinglichen Reihe ist.)

Aufgabe 7.32. Es sei (a,), eine Folge in K. Man zeige:

(a) Ist a, der Quotient von zwei Polynomen in n, so machen weder das Quotienten- noch das
Waurzelkriterium eine Aussage {iber die Konvergenz der Reihe }"  a,.

(b) Macht das Wurzelkriterium keine Aussage iiber die Konvergenz der Reihe ), a,,, so macht
auch das Quotientenkriterium keine Aussage dariiber.

Aufgabe 7.33 (Alternative Darstellung der Exponentialfunktion). Zeige, dass fiir alle x € K
n
exp(x) = lim (1 + f)
n—oo n

gilt. (Hinweis: Eine Moglichkeit besteht darin, durch eine geeignete Abschitzung zu zeigen, dass
n k

(Bu)-(+0)

Der Ausdruck lim (1 + %)n in dieser Darstellung der Exponentialfunktion hat tibrigens eine sehr
n—oo

mit n — oo gegen 0 konvergiert.)

anschauliche Interpretation: Wenn ihr 1 Euro zu einem Zinssatz x ein Jahr lang anlegt und sich die
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Bank bereit erklirt, nicht einmal am Ende des Jahres den Betrag x an Zinsen auszuzahlen, sondern
stattdessen n-mal einen Zinssatz von ﬁ bezahlt, so habt ihr dadurch am Ende des Jahres aufgrund
des Zinseszinses natiirlich mehr Geld als bei einer einmaligen Zinszahlung, nimlich genau (1 + %)"
Die gerade gezeigte Formel besagt, dass ihr selbst fiir n — oo, also wenn ihr die Bank zu einer unend-
lichen Aufteilung der Zinsen auf diese Art iiberreden konntet, dadurch kein unendliches Vermogen

aufbauen konntet, sondern am Ende des Jahres lediglich den Betrag von exp(x) hittet.

Zum Schluss dieses Kapitels wollen wir nun noch Produkte von Reihen untersuchen. Haben wir
z.B. zwei Potenzreihen Y agx* und Y obi x!, so wiirden wir erwarten, dass wir ihr Produkt
fiir alle x im Durchschnitt der Konvergenzgebiete der beiden Reihen wie folgt durch ,,unendliches
Ausmultiplizieren berechnen und wieder zu einer neuen Potenzreihe zusammenfassen konnen:

(Zakxk) . <2b1x1> = (ao+a1x+a2x2+---)-(bo+b1x+b2x2+--~)
k=0 1=0
;aobo—l—(aob] —|—a1b0)x+(aob2—|—a|b1 —|—a2bo)x2—|—~~-
= chx”
n=0

mit ¢, = Y akb,—r. Wir wollen nun zeigen, dass dies in der Tat erlaubt ist — und zwar auch fiir
allgemeine Reihen, nicht nur fiir Potenzreihen (also wenn wir uns das x in der obigen Rechnung
wegdenken). Da die einzelnen ausmultiplizierten Summanden in der entstehenden Reihe dabei aber
irgendwie sortiert werden miissen, sollte es in Anbetracht des Umordnungssatzes 7.15 nicht tiberra-
schen, dass wir fiir die Giiltigkeit dieser Rechnung die absolute Konvergenz der Reihen benotigen.

Satz 7.34 (Cauchy-Produkt von Reihen). Es seien Y ay und Y ;> (b; zwei absolut konvergente
Reihen in K. Setzen wir dann

Cn = axb,_i

n
k=0
fiir alle n € N, so ist auch die Reihe Y, c,, absolut konvergent, und es gilt

(La)(Lo)=Lon e
k=0 1=0 n=0
Beweis. Nach Voraussetzung existieren die Grenzwerte A := ;>  |ax| und B := Y77 |b;| in R. Wir
zeigen, dass die Summe Y. ;. ;2 ax by liber die nach Beispiel 5.59 (a) abzihlbare Indexmenge N x N
im Sinne von Bemerkung 7.16 existiert und mit dem Wert beider Seiten der Gleichung (x) iiberein-
stimmt. Dazu betrachten wir die beiden im folgenden Bild dargestellten Aufzihlungen von N?: eine
»quadratische®, und eine ,,schrige* wie im Cantorschen Diagonalverfahren im Beweis von Satz 5.58.

01 2 3 4 —1 01 2 3 4 —1
?'Y:IFJ [ VT
NI , Vs
NSRS I s S
I %
k| k|

@ (b)

(a) Summieren wir zunéchst die Betrige |a b;| in der Reihenfolge dieser ,,quadratischen* Auf-
zdhlung, so erhalten wir nach der Summation von héchstens n? Termen, also denen im Qua-
drat links oben mit n Zeilen und Spalten, maximal den Wert

n—1n—1

k;) l;) laxby| = (:2;%) : <g|b1|> <A-B.
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Die Reihe iiber alle |ay b;| ist (in dieser Aufzahlungsreihenfolge) also beschrinkt. Damit ist
die Reihe tiber a;b; nach Definition 7.10 absolut konvergent, und nach Bemerkung 7.16
existiert somit die Reihe Y. jyene ax br-

Um den Wert dieser Reihe zu bestimmen, konnen wir nach Lemma 5.19 auch nur eine Teil-
folge der Partialsummenfolge betrachten. Nehmen wir hierzu die Partialsummen, bei denen
wir die ersten n> Terme aufaddieren, und lassen dort n gegen oo gehen, so erhalten wir

n—1n—1
szkbl—’}gl(}oz Zakbl—glm(z:a;) (Zbl) S_13<Z ) (Zbl>
(k,1)eN k=0
also die linke Seite von ().

(b) Indieser,schrigen Aufzihlungsreihenfolge kénnen wir den Wert von Y. /e ax by analog
als Grenzwert fiir N — oo der Partialsummen bestimmen, bei denen wir die ersten N Diago-
nalen aufsummieren. Da die Summe der a; b; entlang der Diagonale mit k 4/ = n gerade ¢,
ist, erhalten wir so

Z akbl_Al/an ch—ch
(k,I)EN? n=0
und damit durch Vergleich mit (a) die behauptete Gleichheit (x). Weil die ersten N Diago-

nalen auBlerdem im Quadrat links oben mit N Zeilen und Spalten enthalten sind, haben wir
weiterhin mit der Dreiecksungleichung

Z len] = Z < Z Zlak| lbai| < (tzolmk) : (Tzol |b,|> <A-B

n=0 k=
und damit auch die absolute Konvergenz von }7" ¢, gezeigt. g

n—k

Die wohl wichtigste Anwendung des Cauchy-Produkts erhalten wir im Fall der Exponentialfunktion.
Folgerung 7.35 (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion). Fiir alle x,y € K gilt
exp(x) - exp(y) = exp(x +).

Beweis. Nach Beispiel 7.24 (d) und Definition 7.25 (b) konvergiert die Exponentialreihe auf ganz K
absolut. Also gilt fiir alle x,y € K

exp(x) -exp(y) = < Y ;j) ' (ij)

k=0

(nach Satz 7.34)

3
Il
=]

| I
i 1
ol :

1=
= L =
It =17
—
D T‘g
N~ |
3 =~
< —
=~

L

~

oo n
-y (r+ (nach Satz 4.7)
= n!
=exp(x+Y),
was zu zeigen war. O

Bemerkung 7.36 (Produkte von Potenzreihen). Sind Y5> axx* und Y52, b, x' zwei Potenzreihen in
x mit Konvergenzradien r; bzw. ra, so gilt nach Satz 7.34 fiir alle x € K mit |x| < min(rj,r2) (wo
also nach Satz 7.26 beide Potenzreihen absolut konvergieren)

(Sas):(£0) - £ ()

d. h. das Produkt zweier Potenzreihen mit Konvergenzradien r; und r; ist wieder eine Potenzreihe,
deren Konvergenzradius mindestens min(ry,r;) betrigt und die durch ,,unendliches Ausmultiplizie-
ren‘ berechnet werden kann.
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Aufgabe 7.37. Es sei ¢ € C mit |¢| < 1. Berechne das Cauchy-Produkt (Z;:o q”)2 und damit den
Wert der Reihe Y " (ng".

Aufgabe 7.38. Fiir alle n € N sei q, = % Zeige in diesem Fall, dass die Reihe Z a, zwar
n=0

konvergiert, aber dass ihr Cauchy-Produkt mit sich selbst wie in Satz 7.34
o n
Y Y aan
n=0 k=0
divergiert.
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8. Stetigkeit

Nachdem wir uns gerade ausfiihrlich mit Grenzwerten von Folgen und Reihen befasst haben, wollen
wir den Grenzwertbegriff nun auf Funktionen einer reellen (oder evtl. komplexen) Variablen ausdeh-
nen, also auf Funktionen f: D — K mit einer Definitionsmenge D C K. Dies fiihrt zum zentralen
Begriff der Stetigkeit solcher Funktionen.

Anschaulich ist die Frage dabei: Wenn eine Stelle a € D mit Funktionswert f(a) gegeben ist, und
wir nun andere Punkte x € D in der Nihe von a betrachten, liegt dann auch f(x) in der Nihe von
f(a)? Im Bild unten links ist dies der Fall: Laufen wir entlang des dick eingezeichneten Pfeils mit
x auf den Punkt a zu, so nihern sich auch die Funktionswerte f(x) dem Punkt f(a). In diesem Fall
werden wir sagen, dass f im Punkt a stetig ist.

f(x) f(x)

fiststetigina f ist nicht stetig in a

Im Bild oben rechts dagegen fiihrt der Sprung im Funktionsgraphen zu einem anderen Verhalten:
Nihern wir uns hier entlang des dick eingezeichneten Pfeils mit x dem Punkt a, so néhert sich f(x)
nicht dem Wert f(a), sondern dem oberen Punkt der Sprungstelle. In diesem Fall ist f im Punkt a
unstetig.

Um dies mathematisch exakt zu formulieren, wollen wir jetzt den Begriff von Funktionsgrenzwerten
einfithren. Im linken Fall konnen wir dann sagen, dass f(x) mit x — a gegen f(a) konvergiert,
wihrend dies im Fall rechts nicht so ist.

8.A Grenzwerte von Funktionen

Wie eben erldutert wollen wir das Verhalten von Funktionen f: D — K mit D C K untersuchen,
wenn wir uns einem vorgegebenen Punkt a nidhern. Dieser Wert a kann dabei, muss aber nicht un-
bedingt selbst Element von D sein. Wir sollten aber natiirlich sicherstellen, dass wir uns zumindest
innerhalb von D dem Punkt a beliebig anndhern konnen — also anschaulich gesprochen, dass a ent-
weder in D oder am Rand von D liegt. Formal bedeutet dies, dass a im Sinne der folgenden Definition
ein Beriihrpunkt von D sein muss.

Definition 8.1 (Beriithrpunkte). Es sei D C K eine Menge. Eine Zahl a € K heifit Berithrpunkt von
D, wenn jede e-Umgebung von a (siche Bemerkung 5.2) mindestens einen Punkt aus D enthiilt, also
wenn es zu jedem € > 0 ein x € D gibt mit |x — a| < €. Die Menge aller Beriihrpunkte von D wird
mit D bezeichnet und heiBt der Abschluss von D.

Beispiel 8.2.

(a) Firein D C Kiist jedes a € D Beriihrpunkt von D: Wir kénnen in diesem Fall in der Defini-
tion 8.1 einfach x = a fiir jedes & wihlen. Es gilt also stets D C D.



90 Andreas Gathmann

(b) Fiir ein offenes reelles Intervall D = (a,b) C R ist D = [a, b] das zugehérige abgeschlossene
Intervall. Die Randpunkte a und b sind also Beriihrpunkte von D, die nicht selbst zu D
gehoren.

Fiir derartige Beriihrpunkte konnen wir nun Grenzwerte von Funktionen definieren. Die Konstruk-
tion ist vollig analog zur Definition 5.1 (b) des Grenzwerts von Folgen:

Definition 8.3 (Grenzwerte von Funktionen). Es seien D C K eine Menge und f: D — K eine
Funktion. Ferner sei a € D ein Beriihrpunkt von D.

Dann heif3t eine Zahl ¢ € K Grenzwert von f in a, wenn
VeeR.) I ER g VXED: |x—a| <= |f(x)—c|<e.

Wie schon im Fall von Folgen werden wir sehen (siche Bemerkung 8.12), dass ein solcher Grenzwert
im Fall der Existenz eindeutig ist, so dass wir also von dem Grenzwert von f in a sprechen kénnen.
Wir schreiben dies dann als
}}_I}(ll flx)=c bzw. lim f(x) =c
xeD
oder auch als ,,f(x) — ¢ fiir x — a“, und sagen, dass f in a konvergent ist gegen c. Existiert ein
solcher Grenzwert nicht, so heifit f divergent in a.

Bemerkung 8.4. Giltin Definition 8.3 sogar a € D, so kommt als Grenzwert ¢ nur f(a) in Frage: Wir
konnen dann nimlich x = @ in der Grenzwertbedingung von Definition 8.3 setzen (so dass |x —a| <
in jedem Fall erfuillt ist) und erhalten damit |f(a) —c| < € fiir alle € — was nur mdglich ist, wenn

¢ = f(a) ist.
Definition 8.5 (Stetigkeit). Es seien D C K eine Menge und f: D — K eine Funktion.

(a) Ista € D, so heiBt f stetig in ¢, wenn der Grenzwert lim f(x) existiert (und nach Bemerkung
xX—a

8.4 damit zwangsldufig gleich f(a) ist), d. h. wenn
VeeRsg ISR VXED: x—a|<d=|f(x)— f(a)| < €.

Die Funktion f heifit stetig (auf D), wenn sie in jedem Punkt a € D stetig ist.

(b) Ista € D\D, so heiBt f stetig fortsetzbar nach a, wenn der Grenzwert ¢ = lim f(x) existiert.
xX—a
(In diesem Fall erhilt man ndmlich eine in a stetige Funktion

f(x) firxeD,

c firx =a,

f:buU{a} =K, xn—>{

die man als stetige Fortsetzung von f nach a bezeichnet.)

Bemerkung 8.6 (Anschauliche Deutung des Grenzwertbegriffs). Das Bild unten zeigt noch einmal
das Beispiel vom Anfang dieses Kapitels mit den eben eingefiihrten Notationen: Nach Definition
ist eine Funktion f: D — K genau dann stetig in einem Punkt a € D, wenn es zu jeder (beliebig
kleinen) e-Umgebung Ue(f(a)) von f(a) eine §-Umgebung Us(a) von a gibt, in der alle Punkte
von D nach Ug(f(a)) abgebildet werden, also so dass f(DNUs(a)) C Ug(f(a)) gilt. Im Bild unten
bedeutet dies, dass zu jedem auch noch so schmal gewéhlten grauen horizontalen Streifen um f(a)
eine Einschriankung von f auf eine hinreichend kleine Umgebung von a dazu fiihrt, dass alle Funk-
tionswerte dort (im Bild unten dick eingezeichnet) in dem gewéhlten Streifen liegen. Dies entspricht
genau der urspriinglichen Motivation, dass eine kleine Anderung von x um a herum auch nur zu
einer kleinen Anderung der Funktionswerte f(x) um f(a) fiihren darf. Bei der linken Funktion ist
dies also der Fall, bei der rechten aufgrund der Sprungstelle jedoch nicht.



8. Stetigkeit 91

a a
f iststetigina f ist nicht stetig in a

Die ebenfalls oft gehorte geometrische Interpretation, dass eine reelle Funktion stetig ist, wenn man
,ihren Graphen zeichnen kann, ohne den Stift abzusetzen®, ist iibrigens etwas mit Vorsicht zu genie-
Ben, wie die Beispiele 8.7 (e) und (f) unten zeigen.

Beispiel 8.7.

(a)

(b)

(©

(d)

Die Identitit f: K — K, x — xist stetig: Sind a € K und € > 0 gegeben, so setze man 6 := €.
Dann gilt natiirlich fiir alle x € K mit |[x—a| < 8, dass | f(x) — f(a)| = |x—a| < § = €. Analog
zeigt man, dass konstante Funktionen stetig sind.

Wir zeigen, dass die Betragsfunktion f: K — K, x — |x] stetig ist. Es seien dazu a € K und
€ > 0 gegeben. Wir setzen wieder § := €. Dann folgt fiir alle x € K mit |x — a|] < J mit Hilfe
der Dreiecksungleichung nach unten

|x—a| > |x|—|a] und |x—a|>|a|—|x|

Da | f(x) — f(a)| = ||x| — |a|| aber eine der beiden Zahlen |x| — |a| und |a| — |x| sein muss,
ergibt sich in jedem Fall

If(x)=fla)| < |x—a]<d=¢.
Damit ist f stetig.

Analog ist die komplexe Konjugation f: C — C, z — 7 (siche Notation 6.2) stetig: Sind
a € Cund € > 0 gegeben, so setzen wir 6 := € und erhalten fiir alle z € C mit |z —a| < &

lf(x)—fla)|=z—a|=|z—a|=|z—a|< 6 =¢.

Die Funktion
0 fii 0
fiRSR, xs irx 70,
1 firx=0

(siehe Bild unten) ist in @ = 0 nicht stetig. Wollen wir dies formal zeigen, miissen wir die
Negation der Bedingung aus Definition 8.5 (a) beweisen, d. h.

Je>0Vo>03IxeR:|x—al <dund |f(x)— f(a)| > €.

(Beachte dabei, dass die Negation der Aussage ,,]x —a| < 6 = |f(x) — f(a)| < & nach
Beispiel 1.9 (a) die angegebene Bedingung ,,|x —a| < 8 und |f(x) — f(a)| > € ist, und
nicht etwa eine Folgerung ,,|x —a| < § = |f(x) — f(a)| > €“)

Dies zu zeigen ist hier aber sehr einfach: Setzen wir € = % und ist 6 > 0 beliebig, so kénnen
wir x = % setzen und erhalten |x —a| = g <dund |[f(x)—f(a)|=|0-1]=1>¢.

Anders ausgedriickt existiert in diesem Fall der Grenzwert lin(l) f(x) nicht. Falls ihr jetzt
X—

gedacht hiittet, dass dieser Grenzwert doch existiert und gleich 0 ist, so habt ihr damit sicher
gemeint, dass sich f(x) dem Wert 0 nihert, wenn x in der Nihe von 0, aber nicht gleich 0 ist.
Der Fall x = 0 (bzw. x = @) ist in Definition 8.3 aber nicht ausgeschlossen! Wenn wir dies
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ausschlieBen wollten, so miissten wir die Definitionsmenge von f auf R\{0} einschrinken
und wiirden dann in der Tat

lim f(x) =0

x—0

x#£0
erhalten.

Beachte jedoch, dass es hier in der Literatur zwei verschiedene Konventionen gibt: In man-
chen Biichern werden Funktionsgrenzwerte so definiert, dass lim immer fiir )lcl_rg steht.
xX—a
x#£a

(e) Die unten im Bild dargestellte Funktion

0 fiirx<O0,

FR\{0} =R, x— {1 i x > 0

ist stetig — ja, wirklich! Sie ist ndmlich an jedem Punkt der Definitionsmenge, also an jedem
a # 0 stetig, weil sie in der Nihe eines jeden solchen Punktes (genauer: in der |a|-Umgebung
von a) konstant ist. Die Funktion f ist aber natiirlich nicht stetig fortsetzbar nach 0: Der
Grenzwert lig{l) f(x) existiert nicht.

X

(f) Jede Funktion f: Z — R ist stetig (sieche unten). Das liegt anschaulich einfach daran, dass
wir hier gar keine Moglichkeit haben, ein gegebenes a € Z ein wenig so zu verindern, dass
es immer noch in der Definitionsmenge liegt. Formal konnen wir in der Bedingung aus
Definition 8.5 (a) fiir jedes gegebene € > 0 immer 0 = % setzen und haben damit sicher
gestellt, dass |x —a| < & mit x € Z nur fiir x = a erfiillt ist, womit dann natiirlich auch

|f(x) — fla)| =0 < €ist.

fx) fx) fx)
[ )
1 1 °
[ ] o °
X X [ ] X
1
(d) (e) (H

Bemerkung 8.8 (Funktionen mit Grenzwert ungleich 0). Es seien D C K, f: D — K eine Funktion
und @ € D mit ¢ := lim f(x) # 0. Aus Definition 8.3 fiir € = % erhalten wir dann wie in Bemerkung
x—a

5.12 ein 0 > 0, so dass | f(x) — c| < € und damit

¢
f )= 1f(x) —cte| = el = [f(x) —¢c[ > || - = % >0
fiir alle x € D mit |x —a| < 0 gilt.
Insbesondere ergibt sich im Fall a € D also, dass eine in a stetige Funktion f mit f(a) # 0 auch in
einer 0-Umgebung von a ungleich O ist. Beispiel 8.7 (d) zeigt (bei a = 0), dass dies fiir unstetige
Funktionen im Allgemeinen natiirlich falsch ist.
Eine analoge Aussage gilt im Fall K = R auch ohne Betrige: Eine in a stetige reelle Funktion f mit
f(a) > 0 ist auch in einer 5-Umgebung von a positiv.
Aufgabe 8.9. Es seien m,n € N+ (. Berechne den Grenzwert lirr} ’;::11
X—
Aufgabe 8.10. Zeige durch Riickgang auf die e-8-Definition der Stetigkeit, dass die Funktion
fi[=1,1] = R, x+— V1 —x? stetig ist.

Wie im Fall von Folgengrenzwerten wollen wir nun natiirlich auch fiir Grenzwerte von Funktionen
ein paar einfache Rechenregeln zeigen, z. B. dass solche Grenzwerte wie in Satz 5.13 mit Summen
und Produkten vertauschen. Gliicklicherweise lassen sich Grenzwerte von Funktionen mit Hilfe des
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folgenden Satzes immer auf Grenzwerte von Folgen zuriickfiihren, so dass wir viele unserer Ergeb-
nisse dann sofort von Folgen auf Funktionen iibertragen konnen:

Satz 8.11 (Folgenkriterium). Es seien D C K und f: D — K eine Funktion.
(a) (Folgenkriterium fiir Funktionsgrenzwerte) Fiir a € D und c € K gilt

lim f(x) =c < Fiir jede Folge (x,), in D mit x, — a gilt f(x,) — c.

x—a
(b) (Folgenkriterium fiir Stetigkeit) Fiir a € D gilt
fiststetigina < Fiir jede Folge (x,), in D mit x, — a gilt f(x,) — f(a).
Es ist dann also
lim £ () = f ( lim xa),
d. h. ,eine stetige Funktion f vertauscht mit der Grenzwertbildung von Folgen*.
Beweis. Wir beweisen zunichst Teil (a).

= Es seien lim f(x) = ¢ und (x,), eine Folge in D mit x, — a; wir miissen f(x,) — ¢ zeigen.
xX—a
Dazu sei € > 0 beliebig. Wegen lim f(x) = ¢ gibtes ein 6 > 0, so dass | f(x) — ¢| < € fiir alle
xX—a

x € D mit [x—a| < & gilt. Wegen x,, — a ist aber |x, —a| < § fiir fast alle n, und damit dann
auch |f(x,) — c| < € fiir diese n. Damit gilt f(x,) — c.

<= Wir zeigen diese Richtung durch einen Widerspruchsbeweis und nehmen also an, dass ¢ kein
Grenzwert von f(x) in a ist, d. h. (durch Negation der Definition 8.3)

Je>0V6>03xeD:|x—a|l<dund |f(x)—c|>e.

Wir wihlen nun ein solches €. Indem wir 6 = % fiir n € Ny setzen, erhalten wir fiir alle n
ein x, € D mit |x, —a| < 1 und |f(x,) — ¢| > . Fiir diese Folge gilt dann aber x, — a und
f(x,) # ¢ im Widerspruch zur Annahme.

Teil (b) folgt nun mit Definition 8.5 (a) sofort aus (a). O

Bemerkung 8.12. Mit Hilfe des Folgenkriteriums konnen wir nun sehr schnell viele Resultate iiber
Grenzwerte von Folgen auf Funktionen iibertragen. So folgt z. B. sofort, dass Grenzwerte von Funk-
tionen immer eindeutig sind, sofern sie existieren: Sind D C K, f: D — K, a € D und f(x) — c fir
X — a, so konnen wir wegen a € D eine Folge (xn)n in D mit x, — a wihlen, und erhalten mit Satz
8.11 (a) dann auch f(x,) — c. Da Folgengrenzwerte nach Lemma 5.5 aber eindeutig sind, ist dies
fiir hochstens ein ¢ moglich.

Die folgenden Rechenregeln ergeben sich ebenfalls sofort aus dem Folgenkriterium und sorgen auch
dafiir, dass wir fiir sehr viele Funktionen ohne weitere Rechnung direkt die Stetigkeit nachweisen
konnen:

Satz 8.13 (Grenzwertsitze fiir Funktionen). Es seien D C K und f,g: D — K zwei Funktionen.
Weiterhin sei a € D, so dass beide Grenzwerte lim f(x) und lim g(x) existieren. Dann gilt
x—a x—a

tim (£(x) + g(x)) = lim (x) + lim g(x).

x—a x—a
Eine analoge Aussage gilt auch fiir f(x) — g(x), f(x)-g(x) und % (letzteres natiirlich nur, falls
lim g(x) # 0).
X—a

Insbesondere sind fiir a € D also mit f und g auch f+g, f—g, f-g und é in a stetig (letzteres
wiederum nur, falls g(a) #0).
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Beweis. Beachte im Fall g zunidchst, dass die Definitionsmenge dieses Quotienten nicht ganz D,
sondern die evtl. kleinere Menge D' = {x € D : g(x) # 0} ist. Um iiberhaupt iiber den Grenzwert von
% fiir x — a sprechen zu kdnnen, miissen wir also zuerst iiberpriifen, dass a ein Berithrpunkt von D/

ist. Dies folgt aber aus Bemerkung 8.8, die besagt, dass g wegen lim g(x) # 0 in einer £-Umgebung
Xx—a
von a nirgends 0 wird, so dass D und D’ dort also iibereinstimmen.

Die eigentliche Behauptung des Lemmas ist nun eine direkte Ubertragung der Grenzwertsitze fiir
Folgen aus Satz 5.13. Wir betrachten hier nur den Fall der Addition, da die anderen drei Félle wort-
lich genauso bewiesen werden. Dazu berechnen wir den Grenzwert von f(x) -+ g(x) mit dem Fol-
genkriterium aus Satz 8.11 (a): Es sei (x,), eine beliebige Folge in D mit x, — a. Dann gilt nach
dem Folgenkriterium fiir f und g

lim f(x,) = lim f(x) und  lim g(x,) = lim g(x)

und damit nach Satz 5.13 (a)
Tim (£ (5) + 8(50)) = lim £ () + lim g(x,) = lim £(x) + lim g (x)
d.h. f(x,)+ g(x,) konvergiert fiir jede solche Folge gegen lim f(x) + lim g(x), also immer gegen
X—a xX—a

dieselbe Zahl. Wiederum nach dem Folgenkriterium — diesmal fiir f + g — ergibt sich damit also wie
gewlinscht auch

lim /() + §(0)) = lim /(x) + im 1), 0

X—a xX—a

Beispiel 8.14. Jede rationale Funktion, also jede Funktion der Form f(x) = % mit Polynomfunk-

tionen p(x) und g(x), ldsst sich natiirlich mit den vier Grundrechenarten aus der Identitit und den
konstanten Funktionen zusammensetzen. Damit folgt aus Satz 8.13, dass jede solche Funktion auf
jeder Definitionsmenge D C {x € K: g(x) # 0} — also iiberall dort, wo f tiberhaupt definiert werden
kann — stetig ist.

Als Nichstes wollen wir zeigen, dass auch Verkettungen stetiger Funktionen wieder stetig sind.
Dazu beweisen wir einen etwas allgemeineren Satz, der analog zur Vertauschbarkeit stetiger Funk-
tionen mit Folgengrenzwerten in Satz 8.11 (b) ist, und der auch oft zur Berechnung von Grenzwerten
niitzlich ist.

Satz 8.15 (Grenzwert einer Verkettung). Es seien f: D — Kmit D C K sowie g: D' — KmitD' CK
zwei Funktionen mit f(D) C D'. Ferner sei a € D, so dass liin f(x) existiert, in D' liegt, und g in
X—a

diesem Punkt stetig ist. Dann gilt

lim(g 0 f)(x) = g(lim /(x)).

Xx—a
d. h. ,fiir stetige g kann man die Anwendung von g mit der Grenzwertbildung vertauschen .
Insbesondere folgt fiir a € D also aus der Stetigkeit von f in a und der von g in f(a) auch die
Stetigkeit von go f in a, d. h. die Verkettung stetiger Funktionen ist stetig.
Beweis. Wir zeigen das Lemma wieder mit dem Folgenkriterium aus Satz 8.11 (a). Es sei also
(xn)n eine beliebige Folge in D mit x, — a. Weil der Grenzwert ¢ := liﬁm f(x) nach Voraussetzung
X—a

existiert, gilt f(x,) — ¢ nach dem Folgenkriterium fiir f. Da weiterhin g in ¢ stetig ist, gilt nach dem
Folgenkriterium fiir g auch (go f)(x,) = g(f(xn)) — g(c). Die Aussage des Lemmas ergibt sich
damit aus dem Folgenkriterium fiir go f. g

Aufgabe 8.16. Zeige, dass die Funktion

X fiir x € Q,

f: [0’1}_)R’xH{1—x fir v ¢ Q

genau im Punkt a = % stetig ist.
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Aufgabe 8.17. Man beweise: Ist f: R — R eine stetige Funktion, fiir die die Funktionalgleichung
flx4+y)=f(x)+f(y) firallex,ycR

gilt, so gibt es ein a € R mit f(x) = ax fiir alle x € R, d. h. f ist eine lineare Funktion.

Bleibt die Aussage richtig, wenn man iiberall R durch C ersetzt?

Genau wie bei Folgen wollen wir nun auch fiir Funktionen im reellen Fall uneigentliche Grenzwerte
einfiihren, und zwar sowohl in der Start- als auch in der Zielmenge: Wir wollen sowohl Grenzwerte

der Form lim f(x) definieren als auch sagen, was es bedeutet, dass der Grenzwert einer Funktion
X—yo0

gleich oo ist. Die folgende Definition ist vollig analog zu Definition 5.40.

Definition 8.18 (Uneigentliche Grenzwerte von Funktionen). Es seien D C Rund f: D — R eine
Funktion.

(a) Fiir a € D schreiben wir lim f(x) = oo, wenn
xX—a

VseR3IS>0VxeD: |x—a| <= f(x)>s.

Wie im Fall von Folgen in Definition 5.40 spricht man in diesem Fall von einem uneigent-
lichen Grenzwert bzw. sagt, dass f fiir x — a bestimmt divergiert.

(b) Ist D nach oben unbeschriinkt (so dass man x in f(x) iiberhaupt beliebig gro werden lassen
kann), so schreibt man lim f(x) = c fiir ein ¢ € R, wenn
X—ro0

Ve>03IreRVxeD:x>r=|f(x)—c|<e.

Kombiniert man dies nun noch mit (a), so erhélt man die Schreibweise lim f(x) = oo fiir
X—ro

VseRIreRVxeD:ix>r= f(x)>s.

Beachte, dass diese letzten beiden Notationen sogar exakt mit der Definition von Folgen-
grenzwerten aus Definition 5.1 (b) und 5.40 iibereinstimmen, wenn man sie auf eine Folge
(a,) als Funktion mit Definitionsmenge N anwendet.

Analog definiert man derartige Grenzwerte mit —oo statt oo.

Bemerkung 8.19. Man priift leicht nach, dass mit Definition 8.18 sowohl das Folgenkriterium fiir
Funktionsgrenzwerte aus Satz 8.11 (a) als auch die Grenzwertsitze aus Satz 8.13 auch fiir diese
uneigentlichen Grenzwerte gelten, wenn man die iiblichen Rechenregeln fiir +c0 verwendet.

8.B Eigenschaften stetiger Funktionen

Nachdem wir nun von vielen Funktionen gesehen haben, wie man ihre Stetigkeit nachweisen kann,
wollen wir jetzt untersuchen, was wir davon haben, wenn wir wissen, dass eine gegebene Funktion
stetig ist. Dazu wollen wir einige sehr anschauliche Aussagen formal beweisen, die fiir reelle stetige
Funktionen auf einem abgeschlossenen Intervall [a,b] mit a < b gelten. Die erste von ihnen besagt,
dass eine solche Funktion mit je zwei Funktionswerten auch jeden Wert dazwischen annehmen muss
— was bei einer kontinuierlichen Anderung der Funktionswerte natiirlich zu erwarten ist.

Satz 8.20 (Zwischenwertsatz). Es sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann gibt es zu jedem c¢
zwischen f(a) und f(b) ein x € [a,b] mit f(x) = c.

Beweis. Wir konnen ohne Einschriinkung annehmen, dass wie im Bild unten rechts f(a) < f(b)
und damit f(a) < ¢ < f(b) gilt. Ausgehend von [ag, bg] := [a, b] konstruieren wir nun rekursiv eine
Intervallschachtelung

[a,b] = [ao, bo] D [a1,b1] D [az,b2] O -+

mit in jedem Schritt halbierter Linge der Intervalle, so dass f(a,) < ¢ < f(b,) fiir alle n € N gilt:
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Ist [ay,by) fiir ein n € N bereits konstruiert, so betrachten

wir den Funktionswert f( ”"gb” ) in der Intervallmitte.

o Ist f(%tbe) > ¢ (wie im Bild im Fall n = 0), so er-
setzen wir die rechte Intervallgrenze durch den Mit-
telpunkt, setzen also a,+1 := a, und b,y := %.

e Ist dagegen f(%) < ¢ (wie im Fall n =1 im

Bild rechts), so ersetzen wir die linke Intervallgren-
ze durch den Mittelpunkt, setzen also a4 := @
und by, 11 1= by,

Fiir den nach Satz 5.39 durch diese Intervallschachtelung
definierten Punkt x € [a,b] gilt dann a, — x und b, — x,
nach dem Folgenkriterium aus Satz 8.11 also

Fx) = lim f(ay) < ¢ < lim f(by) = f(x)

n—oo n—oo

und damit f(x) =c. O

Als Nichstes wollen wir zeigen, dass eine stetige Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall wie
in Satz 8.20 immer beschrénkt ist.

Definition 8.21 (Beschrinkte und monotone Funktionen). Es seien D C R und f: D — R eine
Funktion. Dann heifit f auf D ...

(a) (nach oben bzw. unten) beschrinkt, wenn die Menge f(D) C R aller Bildpunkte von f
(nach oben bzw. unten) beschrinkt ist.

(b) monoton wachsend oder steigend (bzw. streng monoton wachsend oder steigend), wenn
fiir alle x,y € D mit x <y gilt, dass f(x) < f(y) (bzw. f(x) < f(¥)). Analog definiert man
(streng) monoton fallend.

Satz 8.22. Jede stetige Funktion f: [a,b] — R auf einem abgeschlossenen Intervall ist beschrinkt.

Beweis. Angenommen, f wire unbeschrinkt. Dann gébe es zu jedem n € N ein x, € [a,b] mit
| f(xn)| > n. Beachte, dass die Folge (f(x,)), dann natiirlich unbeschrinkt, die Folge (x,), aber
beschrénkt ist (weil ja stets x, € [a,b] gilt). Nach dem Satz 6.21 von Bolzano-Weierstra} besitzt
(Xa)n also eine konvergente Teilfolge (x,, )x. Der Grenzwert x dieser Teilfolge liegt nach Satz 5.24
(a) ebenfalls in [a,b] und damit in der Definitionsmenge von f. Nach dem Folgenkriterium aus Satz
8.11 (b) miisste dann aber die Folge (f(xy,))r gegen f(x) konvergieren — was ein Widerspruch dazu
ist, dass diese Folge nach Konstruktion unbeschrénkt und damit divergent ist. g

Bemerkung 8.23. Fiir nicht abgeschlossene Intervalle ist Satz 8.22 natiirlich im Allgemeinen falsch,
wie das Beispiel f(x) = % auf dem offenen Intervall (0, 1) zeigt.

Wir haben gerade gesehen, dass das Bild M = f([a,b]) einer steti-
gen Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall [a,b] immer be-
schrinkt ist und damit also stets zwischen inf M und sup M liegt. Wir
wollen nun zeigen, dass Infimum und Supremum dieser Menge in
der Tat sogar Minimum und Maximum sind, also dass diese beiden
Zahlen auch als Werte von f angenommen werden — so wie z. B. im
Bild rechts f(x) = supM ist.

Satz 8.24 (Satz vom Maximum und Minimum). Jede stetige Funktion f: [a,b] — R nimmt ein
Maximum und Minimum an, d. h. die Menge M = f([a,b]) = {f(x) : x € [a,b]} hat ein Maximum
und Minimum.

Beweis. Wir zeigen die Aussage fiir das Maximum; das Minimum ergibt sich analog. Die Menge
M ist natiirlich nicht leer und nach Satz 8.22 beschrinkt, also existiert s := supM. Da s die kleinste
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obere Schranke fiir M ist, ist s — % fiir alle n € N dann keine obere Schranke mehr. Wir finden also
ein x, € [a,b] mit

1
S—; <f(-xn) Ss- (*)

Nach dem Einschachtelungssatz 5.24 (b) konvergiert (f(x,)), damit gegen s. Nun konnen wir aber
wieder nach dem Satz 6.21 von Bolzano-Weierstral aus (x,), eine konvergente Teilfolge (xy, )«
auswihlen, die gegen ein x € [a, b] konvergiert. Weil f in x stetig ist, gilt nach dem Folgenkriterium
aus Satz 8.11 (b) damit

f(x) :f(klimxnk) :klim flxy,) =s. O

Die Ergebnisse aus den Sétzen Satz 8.20, 8.22 und 8.24 lassen sich iibrigens einfach in einer einzigen
Aussage zusammenfassen:

Folgerung 8.25. Ist f: [a,b] — R eine stetige Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall [a,b],
so ist das Bild von f ebenfalls ein abgeschlossenes Intervall [c,d).

Beweis. Nach Satz 8.24 existieren ¢ := min f([a,b]) und d := max f([a,b]). Insbesondere gilt damit
f([a,b]) C [c,d], wobei die Werte ¢ und d von f angenommen werden. Nach dem Zwischenwertsatz
werden damit von f aber auch alle Werte zwischen ¢ und d angenommen, d. h. es ist in der Tat

f([a7b]):[c7d]' -
Aufgabe 8.26. Man zeige:

(a) Esseien f: R — Reine stetige Funktion mit £(0) = 0 sowie g: R\{0} — R eine beschrinkte
stetige Funktion.

Dann ist die Funktion f - g: R\{0} = R, x — f(x)-g(x) stetig in den Nullpunkt fortsetzbar.

(b) Jede bijektive, monoton wachsende Funktion f: [a,b] — [c,d] zwischen abgeschlossenen
reellen Intervallen ist stetig.

Eine der wichtigsten Anwendungen dieser Aussage ist die Konstruktion von (stetigen) Umkehrfunk-
tionen fiir streng monotone Funktionen:

Satz 8.27 (Existenz und Stetigkeit von Umkehrfunktionen). Es sei f: [a,b] — [c,d] eine streng
monoton wachsende, stetige Funktion mit ¢ = f(a) und d = f(b). Dann ist f bijektiv, und ihre
Umbkehrfunktion f~': [c,d) — [a,b] ist ebenfalls streng monoton wachsend und stetig.

Analog gilt dies mit ,,streng monoton fallend“ statt ,, streng monoton wachsend .

Beweis. Die Abbildung f ist surjektiv nach Folgerung 8.25. Sie ist auch injektiv, da sie streng
monoton wachsend ist. Also ist f bijektiv, und die Umkehrfunktion f~!: [c,d] — [a,b] existiert.
Sie ist notwendigerweise streng monoton wachsend, denn wenn es x,y € [c,d] mit x < y und
f~1(x) > f~1(y) gibe, wiirde sich daraus durch Anwenden der streng monotonen Funktion f der
Widerspruch £(f~!(x)) > f(f~(y)), also x > y ergeben. Nach Aufgabe 8.26 (b) ist £~ damit auch
stetig. O

Beispiel 8.28 (Wurzelfunktionen). Es seien n € N5y und R € R+ gegeben. Dann ist die Funktion
f:[0,R] — [0,R"], x — x" nach Lemma 4.16 streng monoton wachsend und nach Beispiel 8.14 ste-
tig. Also ist die Umkehrfunktion f~!: [0,R"] — [0,R], x + </, die wir bereits aus Aufgabe 5.37
kennen, ebenfalls streng monoton wachsend und stetig. Betrachtet man diese Aussage fiir alle R
zusammen, ist damit auch die Wurzelfunktion f~': R>g — Rxq, x + {/x streng monoton wach-
send und stetig. Thr Graph ensteht wie im Bild unten durch Spiegelung des Graphen von f an der
gestrichelt eingezeichneten Diagonalen.
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Umkehrfunktion

Aufgabe 8.29. Man beweise:
(a) Jede stetige Funktion f: [a,b] — [a,b] hat einen Fixpunkt, d. h. ein x € [a,b] mit f(x) = x.

Ist f dariiber hinaus monoton wachsend, so konvergiert die rekursiv definierte Folge (x;,),
mit x,+1 = f(x,) fiir alle n € N fiir ein beliebiges xo € [a,b] gegen einen Fixpunkt von f.

(b) Ist f: R — R eine stetige Funktion mit f(x) = f(x+ 1) fiir alle x € R (d. h. ,,f ist periodisch
mit Periodenlinge 1), dann gibt es ein @ € R mit f(a) = f(a+ %) (Anschaulich bedeutet
dies z.B., dass es auf dem Aquator der Erde (mit Umfang 1 und Koordinate x) stets zwei
gegeniiberliegende Punkte gibt, an denen die gleiche Temperatur f(x) herrscht.)

Aufgabe 8.30. Es sei f: R>o — R eine stetige Funktion mit 1211 f(x) = oo. Zeige, dass f ein Mini-
X—ro0

mum annimmt.
Aufgabe 8.31. Man zeige:

(a) Es gibt keine stetige Funktion f: R — R, unter der jede reelle Zahl genau zwei Urbilder hat.

(b) Jede stetige Funktion f: R — R, die offene Intervalle auf offene Intervalle abbildet, ist streng
monoton.

(c) Ist f: R — R eine beschrinkte stetige Funktion, so gibt es eine Gerade in R2, die mit dem
Graphen von f mindestens drei Punkte gemeinsam hat.

8.C GleichmiBige Konvergenz und Stetigkeit

Wir haben nun einige schone Eigenschaften stetiger Funktionen gesehen und auch Methoden ken-
nengelernt, mit denen wir von vielen Funktionen ihre Stetigkeit nachweisen konnen. Allerdings ha-
ben wir dabei bisher eine wichtige Klasse von Funktionen ausgelassen — nimlich solche, die durch
den Grenzwert einer konvergenten Folge oder Reihe definiert sind, wie z. B. die Exponentialfunktion
oder ganz generell allgemeine Potenzreihen wie in Definition 7.25. Zur Untersuchung der Stetigkeit
derartiger Funktionen starten wir mit einem einfachen Beispiel.

Beispiel 8.32. In Definition 7.25 (b) hatten wir die Exponentialfunktion als expx = Y; i—k, fiir alle
x € C definiert, also als den Grenzwert

o xk
= k! '

Natiirlich ist jede einzelne Partialsumme f,, nach Beispiel 8.14 eine stetige Funktion in x. Da sich
diese Partialsummen fiir # — oo immer mehr der Exponentialfunktion anndhern, wiirden wir nun
hoffen, dass aus der Stetigkeit aller f,, auch die Stetigkeit der Grenzfunktion, also der Exponenti-
alfunktion folgt. Allgemein fragen wir uns also: Sind f,: D — K fiir n € N stetige Funktionen auf
einer Menge D C K, so dass fiir alle x € D der Grenzwert
f(0) = lim fu(x)

existiert (wir sagen in diesem Fall auch, dass die Funktionen f;, punktweise gegen f konvergieren —
siche Definition 8.33), ist dann auch diese Grenzfunktion f: D — K stetig? Der Fall der reellen Ex-
ponentialfunktion auf dem Intervall [0, 1] ist im folgenden Bild links dargestellt, wobei die einzelnen
fn gestrichelt und die Grenzfunktion f dick eingezeichnet ist.

exXpx = lgn Ja(x) mit f(x) =
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1.

(x) = exple) y
2

l+x+% s

2 f 7 ’:

’, /

1 —+x /1’ )/ //1 I

v /o

|

2 ok ; 0 firx<1
fn(x):k;)g, f(x) = exp(x) Jalx) =", f()c):{1 fir x — 1

Es sieht hier also bereits so aus, als ob die Grenzfunktion wie gewiinscht stetig ist, und in der Tat
werden wir auch sehen, dass dies bei der Exponentialfunktion wirklich der Fall ist. Allerdings ist die
Situation im Allgemeinen leider nicht ganz so schon, wie man es sich wiinschen wiirde. Betrachten
wir z. B. einmal die Funktionen

[ D=10,1] > R, x —x"
wie im Bild oben rechts, so existiert nach Beispiel 5.3 (c) zwar der Grenzwert

e |
F(x) = Tim fu(x) = lim »" = {0 dirx < 1,
n—reo n—soo

1 firx=1

fiir alle x € D, aber die Grenzfunktion ist hier offensichtlich nicht stetig! Wir halten also fest:

Konvergiert eine Folge stetiger Funktionen f,,: D — K punktweise gegen eine Grenz-
funktion f: D — K, so muss f nicht notwendig stetig sein!

Analog zum Fall der Umordnungen von Reihen in Beispiel 7.9 wird auch hier der Ausweg aus
diesem Problem darin bestehen, eine stirkere Form der Konvergenz einer Folge stetiger Funktionen
einzufiihren, die letztlich die Stetigkeit der Grenzfunktion sicherstellt.

In der Tat kénnen wir an unserem obigen Beispiel f,(x) = x" auch schon motivieren, wie dieses

stiarkere Kriterium aussehen wird, denn man sieht an diesem Bild bereits recht deutlich, wo das

Problem liegt: Es ist zwar richtig, dass fiir jedes x € [0,1) der Grenzwert lim x" gleich 0 ist, d. h.
n—soo

dass x" < ¢ fiir alle n ab einem gewissen ng gilt — aber dieses ng hingt extrem vom betrachteten
Punkt x ab und wird insbesondere fiir x — 1 immer groBer. So kann man z. B. fiir den Wert x = a im
Bild oben rechts noch ny = 1 wihlen, beim Wert x = b braucht man mindestens ng = 3, beim Wert
x = ¢ schon mindestens ng = 5. Je weiter sich x dem Wert 1 nihert, um so groer muss man dieses
no wihlen — bis es im Grenzfall x = 1 schlieBlich gar kein solches ny mehr gibt, so dass 0 nicht
mehr der Grenzwert der Folge r}gr(}o x" ist. Im Bild oben links hingegen kann man fiir die dargestellte

e-Umgebung um f z.B. ng = 3 fiir alle x (in dem dort betrachteten Intervall [0, 1]) wihlen, denn
13, f4, f5,... liegen komplett in dem grau eingezeichneten Streifen.

Es kommt bei der Grenzwertdefinition also anscheinend darauf an, ob man das verlangte ng unab-
hingig vom betrachteten Punkt x wihlen kann. Dies fiihrt auf die folgende Definition:

Definition 8.33 (Gleichmifige Konvergenz). Es seien D C K und f: D — K eine Funktion. Wei-
terhin sei fiir alle n € N eine Funktion f,,: D — K gegeben — man nennt (f,), dann auch eine
Funktionenfolge auf D.

(a) Ist lijn Jfa(x) = f(x) fiir alle x € D, d. h. gilt
n—oo
VxeDVe>03ng e NVn>ng:|fulx)— f(x)| <&,

so nennt man (f,), punktweise konvergent gegen f. Beachte, dass das ng hierbei nicht nur
von &, sondern auch vom betrachteten Punkt x abhiingen darf.



100 Andreas Gathmann

(b) Kann man ng in (a) auch unabhingig von x wéhlen, d. h. gilt sogar
Ve>03InpeNVxeDVn>ng:|fulx)— f(x)| <&,
so heiBt die Funktionenfolge (f;,), auf D gleichmiBig konvergent gegen f.
Bemerkung 8.34.

(a) Beachte, dass die gleichméBige Konvergenz nach Definition kein ,,punktweises Konzept*
ist, also nicht an jedem Punkt der Definitionsmenge D separat iiberpriift werden kann. Es
ergibt also z. B. keinen Sinn, zu sagen, eine Funktionenfolge auf D sei ,,in jedem Punkt von
D gleichmiBig konvergent. Stattdessen muss man bei der Bestimmung der gleichmifigen
Konvergenz immer alle Punkte von D gleichzeitig betrachten.

(b) Natiirlich ist jede gleichmiBig konvergente Funktionenfolge (f;,), auf D auch punktweise
konvergent mit der gleichen Grenzfunktion f.

Wollen wir also die gleichmiBige Konvergenz von (f;,), untersuchen, so werden wir in der

Regel zunichst mit der punktweisen Konvergenz beginnen und fiir alle x € D die Grenz-

werte f(x) := lim f,(x) bestimmen. Existiert dann einer dieser Grenzwerte nicht, so ist die
n—yoo

Funktionenfolge damit nicht punktweise, also auch nicht gleichméfig konvergent. Ansons-

ten ist die so bestimmte Funktion f die Grenzfunktion, mit der wir fiir die gleichmifige

Konvergenz die Bedingung aus Definition 8.33 (b) iiberpriifen miissen.

Unser wichtigstes Beispiel von Funktionenfolgen sind Potenzreihen wie z. B. die Exponentialreihe in
Beispiel 8.32, und gliicklicherweise sind diese in folgendem Sinne immer gleichmiflig konvergent.

Satz 8.35 (GleichmiBige Konvergenz von Potenzreihen). Jede Potenzreihe Y ;. aix* in K mit Kon-
vergenzradius r ist gleichmdf3ig konvergent auf jeder Menge der Form

Kp:={xeK:|x| <R} firO<R<r
(d. h. die Folge (f,)n der Partialsummen f,(x) = Y4_,arx* konvergiert gleichmdpig auf jedem Kg
gegen die Grenzfunktion f mit f(x) = Yy ax*).
divergent C

; leichmafi ;
dlverf.g\,‘ent %<0nvergentg dl\?rgent
R

TR

-r
—R R

Mit anderen Worten konvergieren Potenzreihen also gleichmdflig auf jedem abgeschlossenen Inter-
vall (fiir K = R) bzw. Kreis (fiir K = C) innerhalb des Konvergenzgebiets.

Beweis. Wir weisen das Kriterium aus Definition 8.33 (b) direkt nach. Es sei dazu € > 0 beliebig.
Wegen R < r konvergiert die Reihe } ;7 ay R* nach Satz 7.26 absolut. Es gibt also ein ng € N, so

dass
oo n

Ylal R =Y |a|-R| = Y |ul R <e

k=0 k=0 k=n+1
fiir alle n > ng gilt. Dann folgt fiir alle n > ng und x € K mit |x| < R aber auch

i akxk - i akxk i akxk
k=0 k=0

k=n+1
Da wir unser ng hierbei unabhéngig von x € Kg wihlen konnten, ist die Potenzreihe auf K also
gleichméBig konvergent. ]

=)

=

< Y lal W< Y Jul-R <e.
k=n+1 k=n+1

f(x) = falx)| =
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Beachte, dass man den Wert von R in Satz 8.35 beliebig nahe an r wihlen darf. Insbesondere findet
man also zu jedem x € K im Konvergenzgebiet D = {x € K: |x| < r} ein R, so dass x in K enthalten
ist. Da die gleichmiBige Konvergenz gemif3 Bemerkung 8.34 (a) nicht punktweise iiberpriift werden
kann, bedeutet dies jedoch nicht, dass die Potenzreihe auch auf ganz D gleichmifig konvergiert!
Hier ist ein einfaches Gegenbeispiel dafiir:

Beispiel 8.36. Die geometrische Reihe f(x) = ZZ’:Oxk hat nach Beispiel 7.3 (a) das Konvergenz-
gebiet D = {x € K : |x| < 1}, also den Konvergenzradius 1. Wir behaupten, dass f auf D nicht
gleichmiBig konvergent ist, d. h. dass die Umkehrung der Bedingung aus Definition 8.33 (b)

Yoy

k=0 k=0

de>0VnpeN3IxeD In>ny: > €

gilt. Dazu wihlen wir € := 1; es sei ng € N gegeben, und wir setzen n := ng. Fiir alle x € D mitx > 0
ist nun nach der Formel fiir die geometrische Reihe aus Beispiel 7.3 (a)

oo n
Y-y
k=0 k=0

Nihert sich x nun innerhalb von D dem Wert 1, so wichst dieser Ausdruck offensichtlich unbe-

schriankt an. Also gibt es insbesondere ein x € D, fiir das dieser Ausdruck mindestens gleich 1 = €
ist, was zu zeigen war.

_ v k,xn+1.°°)g(7xn+l
=) A= k;) -

k=n+1

Wir kommen nun zu dem zentralen Satz, der in Beispiel 8.32 die Motivation fiir die Einfithrung der
gleichméBigen Konvergenz war:

Satz 8.37 (Der gleichmiBige Grenzwert stetiger Funktionen ist stetig). Es seien D C K und (f,)n
eine Folge stetiger Funktionen f,: D — K, die gleichmdflig gegen eine Grenzfunktion f: D — K
konvergiert. Dann ist auch f stetig.

Beweis. Wir weisen das €-6-Kriterium aus Definition 8.5 (a) fiir f nach. Es seien dazu a € D und
€ > 0 beliebig. Da (f,), gleichmiBig gegen f konvergiert, gibt es ein ng € N, so dass

() — F(0)] <§ fiir alle x € D und alle n > no )

gilt (insbesondere also auch fiir x = a). Wir konnen hier also n := ng setzen. Wegen der Stetigkeit
von f, gibt es dann ein 6 > 0 mit

|fn(x)—f,,(a)\<§ fiir alle x € D mit |x —a| < &. 2)

Insgesamt folgt damit fiir alle x € D mit |x — a| < § nach der Dreiecksungleichung

[f(x) = f@)| = [f(x) = fu(x) + fulx) = fula) + fu(a) — f(a)]
< f) =S+ [ falx) = fal@)| + ]| fula) — f(a)|
< £ nach (1) < £ nach (2) < £ nach (1)

<E. O

Folgerung 8.38 (Stetigkeit von Potenzreihen). Jede Potenzreihe in K ist in ihrem Konvergenzgebiet
stetig.

Beweis. Wir betrachten eine Potenzreihenfunktion f in K mit Konvergenzradius r, also eine Funk-
tion der Form f(x) = lim £, (x) mit £, (x) = Y{_oaxx* fiir alle x € K mit |x| < r.
n—yoo

Es sei nun ein ¢ € K mit |c| < r gegeben; wir miissen zeigen, dass f in c¢ stetig ist. Wihle dazu
ein R > 0 mit |¢| < R < r. Dann ist f nach Satz 8.35 auf Kz = {x € K : |x| < R} der gleichmiBige
Grenzwert der stetigen Partialsummen f,,. Also ist diese Grenzfunktion f nach Satz 8.37 auf Kz und
damit insbesondere in c stetig. g
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Beispiel 8.39.

(a) Die Exponentialfunktion exp: K — K ist als Potenzreihe mit Konvergenzradius e nach Fol-
gerung 8.38 auf ganz K stetig.

(b) Die reelle Funktionenfolge (x"), auf [0, 1] aus Beispiel 8.32 ist nach Satz 8.37 nicht gleich-
méBig konvergent, da ihre Grenzfunktion nicht stetig ist. (Natiirlich konnte man dies auch
analog zu Beispiel 8.36 direkt nachrechnen.)

Aufgabe 8.40 (Supremumsnorm).
(a) Zu einer Funktion f: D — K mit D C K definieren wir die Supremumsnorm

1/ llsup := sup{|f (x)

Zeige, dass eine Funktionenfolge (f,), auf D genau dann gleichméBig gegen f konvergiert,
wenn || f, — f/lsup — O fiir n — oo gilt.

:x€D}  €RsoU{e}.

(b) Zeige, dass die reelle Funktionenfolge (fy), mit f,(x) = 175 zwar nicht auf R, aber auf

jedem Intervall [a, ) mit a > 0 gleichmiBig konvergiert.
Aufgabe 8.41.
(a) Firn € Nog sei f: R > R, x> /x2+ % Zeige, dass die Funktionenfolge (f,), auf R
gleichmifig konvergiert.

(b) Zeige, dass die Exponentialreihe auf R nicht gleichmifig konvergiert.

Aufgabe 8.42 (Koeffizientenvergleich fiir Potenzreihen). Es sei f(x) = Y,_ja,x" eine Potenzreihe
tiber K mit Konvergenzradius mindestens r > 0.

(a) Zeige mit vollstindiger Induktion: Ist f(x) = 0 fiir alle x € K mit |x| < r, so gilt bereits
a, = 0 fiir alle n € N (d. h. ist der Wert der Reihe gleich O fiir alle diese x, so sind bereits alle
Koeffizienten der Reihe gleich 0).

(b) Man zeige: Ist g(x) =Y~ b, x" eine weitere Potenzreihe mit Konvergenzradius mindestens
rund gilt f(x) = g(x) fiir alle x € K mit |x| < r, so ist bereits a, = b, fiir alle n € N.

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir nun noch das Konzept der gleichmiBigen Stetigkeit ein-
fiihren, das wir spéter (z. B. in Satz 12.12) noch benétigen werden und das eine sehr dhnliche Idee
wie die gleichméBige Konvergenz hat:

Definition 8.43 (Gleichmifige Stetigkeit). Es seien D C K und f: D — K eine Funktion. Bekannt-
lich heif3t die Funktion f nach Definition 8.5 stetig, wenn sie in jedem Punkt a € D stetig ist, also
wenn gilt

YaeDVe>030>0VxeD:|x—al<d=|f(x)—f(a) <e.

Beachte, dass & hierbei (analog zu ng in Definition 8.33 (a)) nicht nur von &, sondern auch vom
betrachteten Punkt a abhingen darf. Kann man & jedoch auch unabhingig von a wihlen, gilt also

Ve>038>0VaeDVxeD:|[x—al|<d=|f(x)—fla)| <&,
so nennt man f auf D gleichmiBig stetig.

Bemerkung 8.44. Genau wie die gleichmiflige Konvergenz (siche Bemerkung 8.34 (a)) ist auch
die gleichméaBige Stetigkeit einer Funktion f: D — K kein punktweises Konzept, sondern kann nur
nachgewiesen werden, indem man alle Punkte von D gleichzeitig betrachtet.

Beispiel 8.45. Wir behaupten, dass die nach Beispiel 8.14 stetige Funktion

1
fiRso— R, x— -
X
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nicht gleichméaBig stetig ist. Anschaulich ist diese Aussage im
Bild rechts dargestellt: Die Stetigkeit von f bedeutet ja gera-
de, dass wir zu jeder e-Umgebung U, (f(x)) eines Bildpunktes
f(x) eine 8-Umgebung von x finden, die ganz nach Ug(f(x))
abgebildet wird. Zum Punkt x = a haben wir in der Skizze
eine e-Umgebung von f(a) grau eingezeichnet, und auf der
x-Achse eine dazu passende §-Umgebung wie in Bemerkung
8.6 dick markiert. Wenn wir nun auf einen (viel) kleineren
Wert x = b gehen und das gleiche € wie oben behalten, so
sehen wir, dass wir das zugehorige 8 viel kleiner wihlen miis-
sen. Wenn sich x der O nihert, miissen wir bei gleich blei-
bendem & das O in der Tat sogar gegen O gehen lassen. Dies
bedeutet, dass wir fiir festgehaltenes € kein 0 finden konnen,
das in jedem Punkt x > O funktioniert — und das wiederum
bedeutet genau, dass f nicht gleichméBig stetig ist.

Wollen wir diese Aussage formal beweisen, so miissen wir die Negation der Bedingung aus Defini-
tion 8.43 nachweisen, d. h.

Je>0V6>03aeD3IxeD:|x—al<dund|f(x)— fla)| >e.

Dies ist schnell gezeigt: Wir setzen € := 1; es sei 0 > 0 beliebig. Dann wihlen wir x =8 und a = HLS’
und es gilt wegen x > a

1)

x—a|=0—-——<<9 und lfx)—fla)|=|s———|=1>¢

13} o

Wir wollen nun aber zeigen, dass eine stetige Funktion auf einem abgeschlossenen reellen Intervall
gliicklicherweise immer gleichmiBig stetig ist, so dass wir in diesem Fall die eigentlich stirkere
Bedingung der gleichmifigen Stetigkeit immer umsonst mitgeliefert bekommen.

Satz 8.46. Jede stetige Funktion f: [a,b] — R auf einem abgeschlossenen reellen Intervall ist dort
auch gleichmdpflig stetig.

Beweis. Angenommen, f wire nicht gleichméBig stetig. Dann wiirde wie in Beispiel 8.45 das Ge-
genteil der Bedingung aus Definition 8.43 gelten, d. h.

Je>0V8>03x,ye[a,b]:|y—x| <8und|f(y)— f(x)] > €.
Wiihlen wir ein solches €, so finden wir also mit § = % zu jedem n € N+ Zahlen x,,y, € [a,b] mit
|yn —%n| < + und | f(ys) — f(xs)| > €. Insbesondere ist dann ,}Ln;(y" —xp,) = 0. Wihlen wir nun nach
dem Satz 6.21 von Bolzano-Weierstral} eine gegen ein x € [a,b] konvergente Teilfolge (x,, )r von
(xn)n» so folgt

limx,, =x und lim = lim x,,, + lim — Xy, ) =x+0=x
k—>o0 "k kﬁooynk k—>oo "k kaw(ynk nk) ’

d. h. die entsprechende Teilfolge von (y,), konvergiert ebenfalls gegen x. Wegen der Stetigkeit von
f in x ergibt sich dann aber nach dem Folgenkriterium aus Satz 8.11 (b)

(£ ) = f () = Jim f ) = lim (o) = £(06) = 1) =0,
im Widerspruch zu | f(y,, ) — f(xn,)| > € fiir alle k. O

Aufgabe 8.47 (Lipschitz-Stetigkeit). Es sei D C K. Eine Funktion f: D — K heif3t Lipschitz-stetig,
wenn es ein L € R gibt, so dass

f() = fO < L-|x—yl
fuir alle x,y € D. Man nennt L in diesem Fall eine Lipschitz-Konstante fiir . Man zeige:
(a) Ist f Lipschitz-stetig, so ist f auch gleichmiBig stetig.
(b) Die Wurzelfunktion f: [0,1] = R, x — /x ist gleichmBig stetig, aber nicht Lipschitz-stetig.

20
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9. Spezielle Funktionen

Nachdem wir jetzt schon recht viel allgemeine Theorie kennengelernt haben, wollen wir diese nun
anwenden, um einige bekannte spezielle Funktionen zu studieren (oder iiberhaupt erst einmal exakt
zu definieren), die ihr bereits aus der Schule kennt: die Exponential- und Logarithmusfunktion, die
allgemeine Potenz x“ fiir a € R, die Winkelfunktionen und ihre Umkehrfunktionen. Ausgangspunkt
aller dieser Funktionen ist letztlich die in Definition 7.25 (b) bereits eingefiihrte Exponentialfunktion

= X" ¥ X
exp(x) ::,,;ﬁ =ldxt o+t fiir x € K.
Aus Folgerung 7.35 wissen wir schon, dass diese Funktion die Funktionalgleichung
exp(x+y) =exp(x)-exp(y) furallex,y K
erfiillt. AuBerdem ist sie nach Beispiel 8.39 (a) stetig, und aus der Reihendarstellung sieht man
sofort, dass exp(0) = 1.

Die weiteren Eigenschaften der Exponentialfunktion sind im reellen und komplexen Fall trotz der
gleich lautenden Definition sehr unterschiedlich. Wir werden diese beiden Félle im Folgenden daher
separat untersuchen.

9.A Logarithmen und allgemeine Potenzen

Wir beginnen mit der reellen Exponentialfunktion und zeigen zunichst einige ihrer wichtigen Ei-
genschaften.
Satz 9.1 (Eigenschaften der reellen Exponentialfunktion).
(a) Es giltexp(x) > 0 fiir alle x € R.
(b) Die Funktion exp: R — R ist streng monoton wachsend.
(¢c) Fiirallen € N gilt
im P g tim 2 exp(x) = 0.
x—voo X——oc0

Insbesondere ist also lim exp(x) = co und lim exp(x) = 0.
X—r—o00

X—>o0
(d) Fiir die Zahl e :== exp(1) gilt 2 < e < 3. (Man nennt e die Eulersche Zahl; eine explizite
ndherungsweise Berechnung der Exponentialreihe zeigt, dass e =2,71828....)
Beweis.

(a) Fiir x > 0 ist dies aus der Reihendarstellung offensichtlich. Fiir x < 0 folgt aus der Funktio-
nalgleichung
1
exp(x) -exp(—x) = exp(0) =1 und damit exp(x) = xp(n)’
was nun wegen —x > 0 ebenfalls positiv ist.

(b) Esseienx,y € Rmitx <y. Wegen y—x > 0 folgt aus der Reihendarstellung der Exponenti-
alfunktion dann exp(y —x) > 1. Da nach (a) auBerdem exp(x) > 0 gilt, erhalten wir mit der
Funktionalgleichung wie gewiinscht

exp(y) = exp(x) -exp(y —x) > exp(x) - 1 = exp(x).



9. Spezielle Funktionen 105

(c) Fiir x > 0 ergibt sich aus der Reihendarstellung der Exponentialfunktion natiirlich

n+1
exp(x) > al und damit exp(x) > r
(n+1)! x" (n+1)!
fiir alle n € N. Wegen 11m 0 +1) = oo folgt damit auch lim ex)[c)( %) _ o
X—roo

Die Aussage fiir x — —oo zeigt man analog: Fiir x < 0 ist —x > 0, und da wir in (a) schon
gesehen haben, dass exp(x) = - &ilt, erhalten wir

exp(
1 1 . (n+1)!
exp(x) = < und damit Xexp(x)| < ———+
P = e < o /e ! el
Wegen lim (n \XI) = 0 ergibt sich damit auch lim x" exp(x) =0.
X—y—o0 X—y—o0
(d) Aus der Exponentialreihe erhalten wir sofort
1 1
e > a + F = 2,
und wegenn! =1-2-3- .- .n>1-2-2- .. .2 =2""! mit Hilfe der geometrischen Reihe
aus Beispiel 7.3 (a) auch
1
+Z—<1+Zznl—1+22n= =3 O
2

Aufgabe 9.2 (Irrationalitidt von e). Finde fiir alle n € N explizit eine natiirliche Zahl a € N mit

% <e< “;r,l, und zeige so, dass e irrational ist.

Bemerkung 9.3.

(a) Da die (uneigentlichen) Grenzwerte von exp(x) fiir x — 4o nach Satz 9.1 (b) gleich oo
bzw. 0 sind, bedeutet die Aussage desselben Satzes fiir n > 0 gerade, dass sich in diesen
Grenzwerten, die ja von der Form = bzw. too- 0 sind, die Exponentialfunktion gegeniiber
der Potenz x" durchsetzt. Man sagt auch, ,,die Exponentialfunktion ist fiir x — +oo stirker
als jede Potenz*.

(b) Im Bild unten links haben wir den Graphen der reellen Exponentialfunktion gemif Satz 9.1
skizziert. Da exp nach Beispiel 8.39 (a) stetig und nach Satz 9.1 (b) streng monoton wach-
send ist, existiert nach Satz 8.27 eine Umkehrfunktion (wie in Beispiel 8.28 zunichst fiir
Start- und Zielmenge [—R, R] — [exp(—R),exp(R)] fiir alle R > 0, dann durch den Ubergang
R — oo aber auch fiir R — R<):

exp(x) log(x)
e ly-- '/
s s
_/ | -
—1 1 g

Definition 9.4 (Logarithmus). Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion exp: R — R~ wird
mit

log: Rog — R, x> log(x)
bezeichnet und heift die (natiirliche) Logarithmusfunktion. Sie ist im Bild oben rechts dargestellt.
Statt log(x) ist oft auch die Bezeichnung In(x) iiblich.

Notation 9.5 (Schreibweise spezieller Funktionen). Bei den speziellen Funktionen, die wir in die-
sem Kapitel kennenlernen werden, ist es zur Vereinfachung der Notation oft tiblich, die Klammern
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beim Funktionsargument wegzulassen, wenn es sich nur um eine einfache Zahl oder Variable han-
delt, also z.B. logx statt log(x) zu schreiben. Ist das Funktionsargument jedoch ein zusammenge-
setzter Ausdruck, sind die Klammern zwingend erforderlich: log(x + y) kann man nicht als logx +y
schreiben, da logx + y immer als (logx) +y zu verstehen ist.

Bemerkung 9.6 (Eigenschaften der Logarithmusfunktion). Unsere bisher gezeigten Eigenschaften
der Exponentialfunktion iibertragen sich natiirlich sofort auf die Logarithmusfunktion:

(a) log ist stetig und streng monoton wachsend nach Satz 8.27.
(b) logl =0undloge =1.

(c) Die Grenzwerte aus Satz 9.1 (b) iibertragen sich durch Vertauschen von Start- und Zielraum
auf den Logarithmus als lim logx = o und lin(l) logx = —oo.
X—ro0 x—

(d) Wenden wir die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion auf logx und logy fiir x,y > 0
an, so erhalten wir

exp(logx+1logy) = exp(logx) -exp(logy) =x-y
und damit durch Logarithmieren
logx+1logy = log(x-y) fiir x,y € Ry,
was die Funktionalgleichung der Logarithmusfunktion genannt wird.
Eine der wichtigsten Anwendungen der Logarithmusfunktion ist, dass man mit ihr allgemeine Po-

tenzen definieren kann — also Potenzen der Form x“, wobei a nun nicht mehr wie bisher in Z liegen
muss, sondern eine beliebige reelle Zahl sein kann:

Definition 9.7 (Allgemeine Potenzen). Fiir x € R-o und a € R definieren wir die Potenz
x* :=exp(alogx)

(wir werden in Bemerkung 9.9 (a) noch sehen, dass dies fiir a € Z mit unserer alten Definition aus
Notation 3.9 (b) iibereinstimmt — was dann auch diese neue, allgemeinere Definition motiviert).

Lemma 9.8 (Rechenregeln fiir allgemeine Potenzen). Fiir alle x,y € R und a,b € R gilt
@ X=1undx!=x;
(b) x* =x-xb und x~* = L;
(©) x® = (x7);
(d) (xy)®=x-y".
Beweis. Alle Beweise sind einfaches Nachrechnen mit Hilfe der Funktionalgleichung:

(a) x° =exp(0-logx) = exp(0) = I und x' = exp(logx) = x.
(b) Esist

X0 = exp((a+ b) logx) = exp(a logx+ b logx) = exp(a logx) - exp(b logx) = x* - x°.

Setzen wir in dieser Gleichung b = —a, so ergibt sich ferner 1 = x%-x~¢ und damit x™ ¢ = x%,
(c) Es gilt

(x*)? = exp(b log(x*)) = exp(b log(exp(a logx))) = exp(ab logx) = x®.

(d) Esist

(xy)* = exp(alog(xy)) = exp(alogx+alogy) = exp(a logx) -exp(alogy) =x*-y*. O
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Bemerkung 9.9.

(a)

(b)

(©

(d)

Aus Lemma 9.8 (a) und (b) folgt insbesondere, dass im Fall a € N fiir unsere allgemeine
Potenz aus Definition 9.7

x4 = x]+~-~+1

==

_ 1

=X X und genauso x “=x -
N—— X
a-mal —

a-mal

gilt, dass sie dann also mit der alten Definition der Potenz aus Notation 3.9 (b) iiberein-
stimmt.

Nach Lemma 9.8 (¢) ist x — xa fiir a # 0 eine Umkehrfunktion zu x — x“, denn es ist
(xa)é:xlzx und (xcll)a:xlzx

fiir alle x € R~ und a € R\{0}.

Da Umkehrfunktionen eindeutig sind und wir im Fall a € N+ aus Aufgabe 5.37 und Beispiel
8.28 bereits wissen, dass die Wurzelfunktion x — /x ebenfalls eine solche Umkehrfunktion

. . 1 .
ist, sehen wir also, dass xa = /x fiir alle x € R~ und a € Ny gilt.

Mit der Eulerschen Zahl e aus Satz 9.1 (d) ist offensichtlich e = exp(a loge) = expa fiir alle
a € R. Man verwendet daher in der Regel die einfachere Potenzschreibweise e fiir expa.

Beachte, dass wir die allgemeine Potenz x* mit a € R nur fiir positive x definieren konnten,
weil fiir negative Zahlen kein Logarithmus existiert. In der Tat ist es auch einleuchtend, dass
ein Ausdruck wie z. B. (—l)ﬁ nicht sinnvoll definiert werden kann, da nicht einmal klar ist,
ob diese Zahl positiv oder negativ sein sollte.

9.B Winkelfunktionen

Nach der reellen wollen wir nun die komplexe Exponentialfunktion studieren, die uns schlielich zu
den Winkelfunktionen fithren wird. Wie in Bemerkung 9.9 (c) werden wir dabei die Exponential-
funktion auch im Komplexen in der Regel mit z — e® bezeichnen (obwohl es keine allgemeine Potenz
w* fiir w,z € C gibt). Thre wesentlichen Eigenschaften, die wir benétigen, um den Zusammenhang
mit Winkelfunktionen herstellen zu konnen, sind die folgenden:

Satz 9.10 (Eigenschaften der komplexen Exponentialfunktion). Es gilt:

()
(b)

Beweis.

(a)

(b)

e’ =€ fiiralle 7 € C;

|el¥| = 1 fiir alle x € R.

Fiir die Partialsummen f;,(z) :=Y}_,, %A, der Exponentialfunktion folgt natiirlich f,,(Z) = f,(z)
durch fortgesetztes Anwenden von Lemma 6.9 (a). Da die komplexe Konjugation z — Z nach
Beispiel 8.7 (c) stetig ist, ergibt sich also nach dem Folgenkriterium fiir Stetigkeit aus Satz
8.11 (b)

& = lim /,,(2) = lim £,(2) = lim /,,(2) = &
Wegen |z| = /77 (siehe Bemerkung 6.4) erhalten wir nun mit (a)

|eix‘:\/eix.eTx:\/eix.eE:\/eix,e—ix:\/eix—ix:\/@:l. -
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Bemerkung 9.11. Satz 9.10 (b) besagt gerade, dass die komple-
xe Zahl e™ fiir reelle x immer auf dem Rand des Einheitskrei-
ses liegt. Multiplizieren wir zwei solche Zahlen e und eV fiir
x,y € R miteinander, so erhalten wir einerseits nach der Funktio-
nalgleichung der Exponentialfunktion die Zahl

el¥.ely — el(x+y)

(d. h. die Exponenten addieren sich), andererseits haben wir aber
auch schon in Bemerkung 6.5 gesehen, dass sich bei der komple-
xen Multiplikation die Winkel, die die Zahlen mit der positiven
reellen Achse einschlieBen, ebenfalls addieren. Wir konnen den
Exponenten x der Zahl e'* daher wie im Bild rechts als ein Maf
fiir diesen Winkel auffassen.

In der Tat werden wir in Aufgabe 9.16 sehen, dass dieses x genau die (im Bild oben rechts dick
eingezeichnete) Linge des Kreisbogens ist, der von 1 zu der Zahl e fiihrt — man sagt auch, dass x
der im Bogenmaf} gemessene Winkel ist. Wir werden diese Aussage im Folgenden nicht benétigen,
sondern verwenden sie hier nur als Motivation dafiir, dass Real- und Imaginérteil von el (also die
beiden Koordinaten dieses Punktes in der Ebene) dann wie aus der Schule bekannt der Kosinus bzw.
Sinus des Winkels x sein sollten. Diese Idee machen wir nun zu unserer Definition von Kosinus und
Sinus.

Definition 9.12 (Kosinus und Sinus). Fiir x € R definieren wir Kosinus und Sinus als die reellen
Zahlen

cosx := Re(e") und sinx := Im(e"),
so dass also e = cosx +isinx die Zerlegung der komplexen Exponentialfunktion in Real- und
Imaginirteil ist.

Bevor wir die Eigenschaften dieser beiden Funktionen studieren, wollen wir erst einmal zwei einfa-
che alternative Darstellungsweisen notieren:

Lemma 9.13 (Alternative Darstellung von Kosinus und Sinus).

(a) Fiir alle x € R ist

1. . i .
cosx =5 (e"+e™) und ~ sinx = —% (e®—e™™).
(b) Kosinus und Sinus lassen sich darstellen als reelle Potenzreihen mit Konvergenzradius o
_ 0 (7 1)n o 7 x2 x4 x6
COSX—r;)(Zn)!X = 754’575:&,
< B G O LYot S S
Smx_,;)(znﬂ)! TR T

Insbesondere sind Kosinus und Sinus nach Folgerung 8.38 also stetige Funktionen auf R.

Beweis.

(a) Dies folgt aus den allgemeinen Formeln Rez = 4 (z+Z) und Imz = — $ (z —Z) (siche Bemer-
kung 6.4) zusammen mit Satz 9.10 (a).

(b) Die Potenzreihendarstellungen ergeben sich mit (a) sofort aus

o0 (I.X)n ) 1 2 _)C3 )C4 5 )C6 7
w __ — i J— - 1
e j;) P TR TR E TR TIE TR TR T
B = (—ix)" o2 3 4 56 7
w __ — 1 — - —
R A T TRk Tt TRl R TRANE
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da man konvergente Reihen nach Lemma 7.4 (a) gliedweise addieren kann. Weil diese Rei-
hendarstellung fiir alle x € R gilt, ist der Konvergenzradius dieser Potenzreihen gleich co. [

Wir listen nun zunéchst die einfachsten Eigenschaften von Kosinus und Sinus auf, die sich direkt
aus der Definition ergeben.

Satz 9.14 (Eigenschaften von Kosinus und Sinus). Fiir alle x,y € R gilt
(a) cos(—x) = cosx und sin(—x) = —sinx. (Der Graph von cos ist also achsensymmetrisch zur
vertikalen Achse, der von sin punktsymmetrisch zum Ursprung).
(b) (cosx)?+ (sinx)? = 1; insbesondere ist also | cosx| < 1 und |sinx| < 1.
(c) (Additionstheoreme)
cos(x £ y) = cosx cosyFsinx siny
und sin(x+y) = sinx cosy 4 cosx siny
(wobei die Gleichungen so zu verstehen sind, dass an beiden Stellen das obere oder an
beiden Stellen das untere Vorzeichen zu nehmen ist).
Beweis.
(a) Dies folgt z. B. unmittelbar aus Lemma 9.13 (a).
(b) Nach Satz 9.10 (b) ist (cosx)? + (sinx)? = (Re(e™))? + (Im(e'¥))? = [e™|*> = 1.
(c) Einerseits gilt nach der Funktionalgleichung der komplexen Exponentialfunktion
el0H) — . el = (cosx+1i sinx) (cosy+i siny)
= COosXx CcoSy — sinx siny+1 (sinx COSy +COoSX siny) ,
andererseits nach Definition aber auch
elh) = cos(x+y) +isin(x+y).

Vergleich von Real- und Imaginirteil liefert nun die behaupteten Formeln fiir cos(x+y) und
sin(x+y). Die Formeln fiir cos(x —y) und sin(x — y) ergeben sich daraus durch den Ubergang
y — —y mit (a). 0

Notation 9.15 (cos"x und sin”x). Fiir n € N schreibt man zur Abkiirzung oft auch cos”x und
sin” x anstatt (cosx)" und (sinx)". Die Formel aus Satz 9.14 (b) schreibt sich dann z.B. kiirzer
als cos?x + sin®x = 1. Beachte aber, dass dies leicht zu Verwechslungen fiihren kann, weil wir die
Umkehrfunktion einer bijektiven Funktion f in Definition 2.20 ja mit x — f~!(x) bezeichnet haben,
dies aber nach dieser neuen Notation auch als x — (f(x))~! = ﬁ interpretiert werden konnte —
was natiirlich etwas vollig anderes ist. Wir werden daher fiir Kosinus und Sinus die Schreibwei-
se cos~!(x) bzw. sin~!(x) iiberhaupt nicht verwenden, und den Umkehrfunktionen dieser beiden

Funktionen andere Namen geben (siehe Definition 9.25).
Aufgabe 9.16 (BogenmaB).

(a) Berechne den Grenzwert lim
x—0

(b) Es sei x€ R>o. Wir wollen zejgen, dass die ,,Bogenlinge entlang des Einheitskreises von 1
nach e” € C gleich x ist und e** damit als der Punkt auf dem Einheitskreis aufgefasst werden
kann, der mit der positiven reellen Achse den Winkel x ,,im BogenmaB* einschlief3t.

1—cosx
— .

Fiir alle n € N+ unterteilen wir dazu den Kreisbogen wie im
Bild durch die Zwischenpunkte ek/n mit k =0,...,n. Die | N
Linge des geraden Streckenzuges, der diese Punkte der Rei-
he nach miteinander verbindet, ist dann

L,= nil |ei(k+1)x/n - eikx/n|'
k=0

ix

eZix/n

e1)c/n

Zeige, dass lim L, = x. i
n—ro0 .
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Aufgabe 9.17. Es sei x € R. Finde und beweise eine explizite Formel fiir die Summen
n n
Z cos(kx) und sin(kx).

k=0 k=0

Als Nichstes wollen wir die Nullstellen und die Periodizitit von Kosinus und Sinus untersuchen. Aus
Bemerkung 9.11 (und dem, was ihr aus der Schule wisst) ist z. B. klar, dass diese beiden Funktionen
die Periode 27 besitzen sollten. Aber bisher wissen wir iiberhaupt noch nicht, was 7 eigentlich
genau ist! Wie ihr euch vielleicht schon denken konnt, wird auch hier der Ausweg wieder darin
bestehen, die Sache riickwérts anzugehen und die Zahl 7 iiber die Eigenschaften der Kosinus- und
Sinusfunktion zu definieren. Dazu benotigen wir das folgende Lemma.

Lemma 9.18.
(a) Fiir alle x € (0,2) ist sinx > 0.
(b) Die Kosinusfunktion ist im Intervall [0,2] streng monoton fallend, und es gilt cos0 > 0 sowie
cos2 < 0.
Beweis. Wir bemerken zunichst, dass die Summanden der Exponentialreihe )~ ’,‘l—n, fir0 <x<2

ab dem x!-Term betragsmifig monoton fallend sind, denn fiir n > 1 ist

n+1 |
/(D x < 2 L
X" /n!

Ton+l T 141

Dasselbe gilt dann natiirlich auch fiir die Glieder der Kosinus- und Sinusreihe, die nach Lemma 9.13
(b) ja bis auf das Vorzeichen genau die geraden bzw. ungeraden Terme der Exponentialreihe sind.
Da die Kosinus- und Sinusreihe zudem alternierend sind, sind ihre Partialsummen nach Satz 7.8
damit abwechselnd obere und untere Schranken fiir den Grenzwert (sofern wir mindestens bis zum
x!-Term aufsummieren, ab dem die Summanden betragsm:Big monoton fallen).

(a) Nach unserer Vorbemerkung folgt nun sofort fiir alle x € (0,2)
3 2 2

2
sianx—%zx(l—%) >x(1—€) :§>0.

(b) Natiirlich ist cos0 =1 > 0. Fiir cos?2 gilt wieder nach der Vorbemerkung

22 24 4 16 1
2<l—-——=+—=1--4+—=—=<0.
R TR 2 247 73°
Es bleibt also nur noch die strenge Monotonie zu zeigen. Es seien dazu x,y € [0,2] mitx <y
gegeben. Mit den Additionstheoremen aus Satz 9.14 (c) ergibt sich

cos (% + ygx) = cosy;x -cosy;x :Fsiny;x ~sinygx.
Subtraktion dieser beiden Gleichungen voneinander liefert nun
cos(m—ku) —Cos (m — yfx) =-2 sinerx ~sinu
2 2 2 2 2
=y =x €(0,2) €(0,2)
mit (a) also cosy — cosx < 0 und damit wie behauptet cosx > cosy. g

Da die Kosinusfunktion nach Lemma 9.13 (b) stetig ist, ergibt sich mit dem Zwischenwertsatz 8.20
aus Lemma 9.18 (b) also, dass es genau ein x € (0,2) gibt mit cosx = 0. Aus der Interpretation von
Bemerkung 9.11 sehen wir, dass diese Nullstelle des Kosinus genau bei x = % auftreten sollte, also
dort wo el auf der imaginiren Achse liegt. Wir benutzen dies nun, um die Zahl 7 zu definieren:

Definition 9.19 (Die Zahl 7). Wir definieren die Zahl w € R als das Doppelte der (nach obigen
Uberlegungen eindeutig bestimmten) Nullstelle der Kosinusfunktion im Intervall [0,2]. (Eine niihe-
rungsweise Berechnung dieser Nullstelle zeigt, dass 7 = 3,14159....)
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Bemerkung 9.20.

(a) Unsere Definition 9.19 ist natiirlich nicht die einzig mogliche Art, wie man die Zahl 7 defi-
nieren kann. Man konnte genauso gut auch irgendeine andere charakteristische Eigenschaft
dieser Zahl als Definition verwenden, wie z.B. (was ja hiufig gesagt wird) den Fldchen-
inhalt des Einheitskreises. Allerdings wissen wir bisher noch gar nicht, wie man derartige
Flacheninhalte iiberhaupt definieren und berechnen kann. Fiir uns hat die etwas merkwiirdig
scheinende Definition 9.19 daher einfach den Vorteil, dass sie am schnellsten zu den ge-
wiinschten Resultaten fiihrt (insbesondere auch ohne Flacheninhalte berechnen zu kénnen).

(b) Da die Kosinusfunktion nach Lemma 9.18 (b) auf [0,2] streng monoton fallend ist, ist ihre
Einschrinkung auf das Intervall [0, 5] damit eine bijektive, streng monoton fallende Funk-
tion, die von cosO = 1 nach cos% = 0 lauft. Wir wollen nun sehen, wie wir aus diesem
Abschnitt der Kosinusfunktion die Kosinus- und Sinusfunktion auf ganz R rekonstruieren
konnen.

Satz 9.21 (Periodizitit von Kosinus und Sinus).

(a) Anden Stellen x € {0,%,, 37”,271} nehmen e, cosx und sinx die folgenden Werte an:

x 0 7 =n I 2rm
e 1 i -1 —i 1
cosx|1 O —-1 O 1
sinx [0 1 0 -1 0

(b) Kosinus und Sinus sind 27t-periodisch, d. h. es gilt cos(x+27) = cosx und sin(x+27) = sinx
fiir alle x e R.

(¢) Fiir alle x € R ist cos(r — x) = —cosx und sin(5 £x) = cosx.

Beweis.

(a) Nach Definition 9.19 ist cos 7 = 0. Fiir den Sinus gilt damit sin? Z=1- cos? I=1-0=1
nach Satz 9.14 (b); da auBBerdem sin% > 0 nach Lemma 9.18 (a) gilt, muss also sin% =1
sein. Damit ist e!? = cos Z+ising =i
Die iibrigen behaupteten Werte fiir " mitn € {0,1,2,3,4} folgen damit sofort nach den

Rechenregeln fiir Potenzen aus e'”3 = (¢i)” = i”. Aufteilen dieser Zahlen in Real- und
Imaginirteil liefert dann die Werte fiir Kosinus und Sinus in der Tabelle.

(b) Nach (a) ist 2" = 1 und damit e" (**27) = ¢i¥.¢l'2% — ¢i¥_ Aufteilen in Real- und Imaginiirteil
liefert wieder die Behauptung.

(c) Wiederum mit (a) ist

cos(m —x) =cosm cosx+sinm sinx = (—1)-cosx+0-sinx = —cosx
und sin (g j:x) = sing cosxicosg sinx =1-cosx=+0-sinx = cosx
nach den Additionstheoremen aus Satz 9.14 (c). O

Bemerkung 9.22. Mit Satz 9.21 konnen wir nun aus dem Verlauf der Kosinusfunktion im Intervall
[0, %] (nach Bemerkung 9.20 (b) streng monoton fallend von 1 nach 0 verlaufend; im Bild unten dick
eingezeichnet) die gesamte Kosinus- und Sinusfunktion rekonstruieren:

e Satz 9.21 (c) fiir x € [0, %] legt zunichst Kosinus und Sinus im Intervall [0,7] fest: Die
Graphen verlaufen hier ,,genauso wie beim Kosinus von 0 bis %, nur gedreht bzw. gespiegelt
(im Bild unten als durchgezogene Linie markiert);

e Satz 9.14 (a) bestimmt Kosinus und Sinus damit dann auch im Intervall [—7, 7] (im Bild
gestrichelt eingezeichnet);

e Satz 9.21 (b) schlieBlich besagt dann, dass dieser Verlauf von Kosinus und Sinus in beide
Richtungen 27-periodisch fortgesetzt wird (wie im Bild gepunktet eingezeichnet).
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CcoSXx sinx

o
/

e N R

Wie in der Schule definiert man schlieBlich noch den Tangens:

Definition 9.23 (Tangens). Fiir alle x € R\{Z +nm : n € Z}, also nach Bemerkung 9.22 fiir alle x
mit cosx # 0, heilit

der Tangens von x.

Bemerkung 9.24 (Eigenschaften des Tangens). Die wesentlichen Eigenschaften des Tangens erge-
ben sich unmittelbar aus denen des Kosinus und Sinus:

(a) Der Tangens ist auf seiner Definitionsmenge als Quo- étanx
tient stetiger Funktionen stetig. : 5
(b) Esist ' g
sin(—x)  —sinx S Y A
tan(—x) = = = —tanx : Lo /
cos(—x)  cosx ; x
T T
nach Satz 9.14 (a) (d.h. der Graph von tan ist punkt- / 1 42 T

symmetrisch zum Ursprung), und

sin(x+m)  —sinx
tan(x+ ) = = = tanx
cos(x+m)  —cosx

nach Bemerkung 9.22 (d. h. tan ist periodisch mit Periode ). Der Graph der Tangensfunktion
ist wegen dieser Symmetrien also bereits durch den Graphen im Intervall [0, 7) bestimmt.

(c) Es ist tan0 = sg;% = % = 0 sowie tan = 1, denn nach Satz 9.21 (c) ist sin§ = cos 7.
Weiterhin ist
lim tanx = oo,
x—m/2
x<m/2
da in diesem Grenzfall sinx — 1 gilt und cosx von der positiven Seite gegen 0 konvergiert.
(d) Die Tangensfunktion ist auf [0, 7) (und damit nach der Symmetrie aus (b) auch auf (—%,7%))
streng monoton wachsend: Fiir x,y € [0,7) mit x < y ist sinx < siny und cosx > cosy > 0
nach Bemerkung 9.22, also

sinx  siny
< _

=tany.
Cosx  CcOSy

Wir konnen nun natiirlich auf den Intervallen, auf denen die Winkelfunktionen stetig und streng
monoton sind, nach Satz 8.27 die Umkehrfunktionen definieren. Aufgrund der Periodizitdt haben
wir dabei in allen drei Fillen eine Wahl, welches solche Intervall wir betrachten. Ublicherweise
verwendet man die folgenden:

Definition 9.25 (Umkehrfunktionen der Winkelfunktionen). Die Umkehrfunktion von ...

(a) sin: [-F,%] — [~1,1] heiBt Arkussinus arcsin: [-1,1] — [-F,Z].

(b) cos: [0,7] — [—1, 1] heifit Arkuskosinus arccos: [—1,1] — [0, 7].
(c) tan: (—%,%) — R heiBt Arkustangens arctan: R — (— %, %),
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arcsinx arccosx
Tl ____
27T . arctanx
| B e
| Tl ___
| 4 |
t —~ X + X
-1 1 -1 1
1
1
p —_— Bl
2
_ T
2 x
1
Bemerkung 9.26.

(a) Beachte, dass die Arkusfunktionen nur in den betrachteten Intervallen die Umkehrfunktio-
nen der Winkelfunktionen sind; es ist also z. B. arcsin(sinx) = x nur fiir x € [~ 7, 7], wohin-

gegen z. B. arcsin(sin ) = arcsin0 = 0 ist.

(b) Wie bei den anderen bisher betrachteten Umkehrfunktionen ergeben sich die Eigenschaften
der Arkusfunktionen natiirlich wieder direkt aus denen der Winkelfunktionen. So sind z. B.
alle Arkusfunktionen stetig und streng monoton nach Satz 8.27 (wachsend fiir arcsin und
arctan, fallend fiir arccos), und die wichtigsten speziellen Werte und Symmetrien sind wie
im Bild oben dargestellt.

Als Anwendung der Arkusfunktionen wollen wir zum Abschluss dieses

Kapitels nun noch die sogenannte Polarkoordinatendarstellung komple-

xer Zahlen behandeln, mit der sich Rechnungen in C oft wesentlich Imz )
vereinfachen lassen. Die Idee dabei ist einfach, dass man durch Multi- z=re'?
plikation einer Zahl ¢'? auf dem Einheitskreis (siche Bemerkung 9.11)
mit einer positiven reellen Zahl r jeden Punkt der komplexen Zahlen-
ebene (mit Ausnahme des Nullpunkts) erreichen konnen sollte, wobei ® Rez
wie im Bild rechts r gerade der Betrag und ¢ der Winkel des betrachte-
ten Punktes ist. Man kann einen solchen Punkt also auch durch Angabe
der Werte von r und ¢ (anstatt durch Real- und Imaginérteil) charakte-
risieren:

Satz 9.27 (Polarkoordinatendarstellung).

(a) Jede komplexe Zahl 7z € C\{0} lisst sich in der Form z = re'® mit r € Rog und ¢ € R
schreiben.

(b) Die Darstellung aus (a) ist eindeutig bis auf ganzzahlige Vielfache von 21 in @, d. h. fiir
rr € Rogund @,¢' € R gilt re'® = /el? genau dann wenn ¥’ = r und @' — @ = 27n fiir ein
nez.

Man nennt r und ¢ die Polarkoordinaten von z.

Beweis.

(a) Wir setzen r := |z|. Es bleibt also noch zu zeigen, dass es ein ¢ € R gibt mit z = |z|e!?,

d.h. dass sich die komplexe Zahl r;, die ja jetzt Betrag 1 hat, in der Form e'? schreiben

lasst. Aufgeteilt in Real- und Imaginérteil bedeutet dies genau, dass wir é—l =
cos @ +i sin ¢ schreiben wollen, d. h. wir suchen zu x,y € R mit x> +y? = 1 eine Zahl ¢ € R

mit

:x+iy als

cosQ =Xx und sing =y. (%)
Wegen x2 +y2 = 1 ist insbesondere |x| < 1, wir kinnen also o := arccosx setzen, so dass
schon einmal cos o = x gilt. Nun ist mit Satz 9.14 (b)

y=1-x>=1—cos’ o =sin’a
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und damit y = +sin a. Im Fall des Vorzeichens ,,+* ergibt nun ¢ := ¢, im Fall des Vorzei-
chens ,,—* hingegen ¢ := — die gewiinschten Relationen (x).

(b) Zunichstist rel? = el?’ genau dann, wenn r = 7/ und ¢!? = ¢l (fiir die Richtung ,,<=* neh-

men wir auf beiden Seiten den Betrag). Weiterhin ist el = i’ also el(?'~%) = 1, #quivalent
7u

cos(@' — @) =1 und sin(¢p’ — @) = 0.
Aus Bemerkung 9.22 ergibt sich nun, dass dies genau dann der Fall ist, wenn @’ — ¢ ein

ganzzahliges Vielfaches von 27 ist. 0
Beispiel 9.28.
(a) In Polarkoordinaten ist insbesondere die Multiplikation zweier komplexer Zahlen sehr ein-
fach: Es ist

(rie®)- (r2e') = (ryry) (@1 +92)
was die algebraische Version der geometrischen Aussage aus Bemerkung 6.5 ist, dass sich
bei der Multiplikation komplexer Zahlen die Betridge multiplizieren und die Winkel addieren.

(b) (Einheitswurzeln) In Polarkoordinaten konnen wir in C besonders einfach die Gleichung
7" =1 fiir n € Ny 16sen. Schreiben wir namlich z = re'?, so wollen wir also

= rneinq) — 1= 1ei~07
was nach der Eindeutigkeitsaussage aus Satz 9.27 (b) bedeutet, dass

=1 und n@ = 27k fiir ein k € Z,

alsor=1und ¢ = % fiir ein k € Z. Da man die Po- Imz oni
larkoordinaten stets so wihlen kann, dass ¢ € [0,27) ist, 1-e€7
geniigt es dabei, sich auf die Werte k € {0,1,...,n— 1} B 7 N
zu beschrinken. Die komplexen Losungen der Gleichung e \\\
7" =1 sind also genau die n Zahlen ,'l "1
zk:ey firk=0,....,.n—1. ]‘\ ,"Rez
Man bezeichnet diese Zahlen als die n-ten Einheitswur- on\( J
zeln; sie bilden die Ecken eines regelmiBigen n-Ecks — © S e i
(wie im Bild rechts fiir das Beispiel n = 5 dargestellt). es
Aufgabe 9.29.
(a) Bestimme cos % und sin Z.
(b) Stelle alle komplexen Losungen der Gleichung z% = —8 sowohl in Polarkoordinaten z = rel?

als auch ohne Verwendung von Winkelfunktionen in der Form z = x 4 iy dar. Wo liegen sie
in der komplexen Zahlenebene?

Aufgabe 9.30.

(a) Zeige, dass

¢ ( i ) tanx +tany

an(x =
Y 1 —tanx-tany

fiir alle x,y € R, fiir die diese Ausdriicke definiert sind.
(b) Skizziere die Funktion

1—
fiR\{-1} = R, x> arctanx + arctan (ler)
X

und begriinde dabei alle wesentlichen qualitativen Merkmale des Funktionsgraphen.
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10. Differentialrechnung

Wir kommen nun zum wohl wichtigsten Teil der Analysis (in
einer Verdnderlichen), der sogenannten Differentialrechnung.
Ziel der Differentialrechnung ist es, wie im Bild rechts eine
Funktion f: D — K in einem gegebenen Punkt @ € D C K
linear zu approximieren, d.h. eine Gerade & zu finden, die f f (@)t---------, .
in einer kleinen Umgebung von a moglichst gut annihert. Mit - !
anderen Worten konnen wir 4 als Tangente an den Graphen X
von f im Punkt a auffassen. a

In der Praxis ist dies natiirlich oft wiinschenswert, denn immer wenn wir aus irgendwelchen Griinden
wissen, dass wir die Funktion f nur in der Nihe von a benétigen werden, dann kénnen wir die
womoglich sehr komplizierte Funktion f ndherungsweise durch eine Gerade ersetzen, also durch
eine viel einfacher zu behandelnde Funktion.

Wie kann man nun diese Tangente /& bestimmen? Als Gerade durch den Punkt (g, f(a)) muss sie
natiirlich von der Form /(x) = f(a) + ¢ (x — a) fiir ein ¢ € K sein, wobei dieses ¢ die Steigung der
Geraden angibt. Wir mochten also erreichen, dass

f(x) = f(a) +c(x—a),
wobei das Symbol ,,~* hier nicht exakt definiert ist, sondern nur den anschaulichen Sachverhalt ,,ist
fiir x in der Nihe von a in etwa gleich* beschreiben soll. Es miisste dann also

_ fx)—fla)
x—a
sein. Aufgrund unserer Vorarbeiten wissen wir aber natiirlich nun, wie man dies mathematisch exakt
formulieren muss: Die beste Ndherung erhalten wir fiir den Grenzwert
. x)— f(a
e 0= (@)
X—a X—d

(sofern er existiert). Derartige Grenzwerte wollen wir nun also in der Differentialrechnung studieren.

10.A Ableitungen von Funktionen
Bevor wir den obigen Grenzwert von M fiir x — a exakt definieren konnen, miissen wir noch
kurz eine (recht schwache) Bedingung an die Definitionsmenge D der betrachteten Funktion stellen:
Da dieser Quotient nur fiir x € D\{a} definiert ist, muss a nach Definition 8.3 ein Beriithrpunkt von
D\{a} sein, damit der Grenzwert dieses Ausdrucks fiir x — a iiberhaupt definierbar ist, also damit
man sich innerhalb von D\{a} dem Punkt a beliebig nihern kann. Wir wollen diese Bedingung nun
formalisieren.

Definition 10.1 (Isolierte Punkte). Es sei D C K. Ein Punkt a € D heif3t isolierter Punkt von D,
wenn es eine £-Umgebung von a gibt, die auller a keinen Punkt von D enthilt (also ,,wenn man sich
innerhalb von D\{a} dem Punkt a nicht beliebig nidhern kann*).
Beispiel 10.2.

(a) Die Menge Z besteht nur aus isolierten Punkten.

(b) Intervalle in R — egal ob offene, halboffene, abgeschlossene oder uneigentliche — haben keine
isolierten Punkte (solange sie nicht ein einpunktiges Intervall [a,a] sind). Vereinigungen
derartiger Intervalle haben ebenfalls keine isolierten Punkte.

22
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Durch Negation der Bedingung aus Definition 10.1 sehen wir, dass ein Punkt a € D kein isolierter
Punkt von D ist, wenn in jeder e-Umgebung von a ein Punkt von D\{a} liegt, also wenn a ein
Beriihrpunkt von D\{a} ist. Um Grenzwerte fiir x — a mit x € D und x # a in jedem Punkt a € D
bilden zu kénnen, machen wir wie oben erldutert jetzt also die

Grundvoraussetzung fiir dieses Kapitel: Die Definitionsmengen aller betrachteten
Funktionen haben keine isolierten Punkte.

Damit kénnen wir nun wie oben motiviert die Steigungen der lokalen linearen Approximationen
einer gegebenen Funktion als Grenzwerte berechnen:

Definition 10.3 (Differenzierbarkeit). Es seien D C Kund f: D — K eine Funktion.

(a) Die Funktion f heif3it differenzierbar in a € D, wenn der Grenzwert

f/(a) — lim f(x) _f(a)
i xa

in K existiert (ein uneigentlicher Grenzwert £oo im reellen Fall wie in Definition 8.18 ist
hier also nicht zugelassen). Die Zahl W bezeichnet man oft als Differenzenquotient,
ihren Grenzwert f’(a) — sofern er existiert — als Differentialquotient oder Ableitung von f
in a. Da es offensichtlich ist, dass wir hier bei der Grenzwertbildung x # a beachten miissen,

werden wir diese Bedingung in der Regel nicht jedes Mal wieder explizit hinschreiben.

(b) Man nennt f differenzierbar (auf D), wenn f in jedem Punkt von D differenzierbar ist. Offen-
sichtlich erhilt man dann eine Funktion f': D — K, x — f’(x), die die Ableitungsfunktion
(oder ebenfalls kurz Ableitung) von f genannt wird.

Wie oben erlédutert ist f’(a) also (zumindest im reellen Fall) die Steigung der Tangenten an den
Graphen von f im Punkt (a, f(a)).
Beispiel 10.4.

(a) Jede Gerade f: K — K, x — mx+ b mit m,b € K ist differenzierbar mit Ableitung m, denn

x—a xX—a x—a xX—a

Dies ist geometrisch natiirlich klar, denn eine solche Gerade ist ihre eigene Tangente in
jedem Punkt und hat damit iiberall die Steigung m.

(b) Essei f: R>g — R, x— /x die Wurzelfunktion. Dann ist fiir alle a € R>g

VEi—va N 1 {;f fiira > 0,

li 1 lim — =
N xma (Ve va)  waxtya |e fira=0.
1

Also ist f differenzierbar auf R~ mit Ableitung f'(x) = SN aber nicht differenzierbar auf
R>0. Anschaulich ist f nicht differenzierbar in 0, weil f dort ,,unendliche Steigung* hat
und die lineare Approximation daher eine senkrechte Gerade sein miisste (siehe Bild unten

links).
VX ||

X X

N N
nicht differenzierbar nicht differenzierbar
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(c) Die Betragsfunktion f: R — R, x — |x] ist nicht differenzierbar in O nach dem Folgenkrite-
_ ="

rium, denn die Folge (x,), mit x, = Tl konvergiert gegen 0, aber der Grenzwert
—f(0 n . 1 .
lim f ) — f(0) —1i 6] — lim _Un = lim (—1)"
n—eo X, — n—e X, n—oo (=1)1/n  n—eo

existiert nicht. Anschaulich ist f deswegen nicht differenzierbar in 0, weil der Funktions-
graph dort einen ,,Knick® hat und sich die Funktion daher dort nicht durch eine Gerade
approximieren lédsst (sieche Bild oben rechts).

Wir haben gerade mit Beispiel 10.4 (b) und (c) zwei Beispiele von Funktionen gesehen, die (in
einem Punkt) stetig, aber nicht differenzierbar sind. Wir wollen nun zeigen, dass umgekehrt aber
jede differenzierbare Funktion stetig ist. Hierfiir benotigen wir das folgende Lemma, das wir auch
spiter noch einmal verwenden werden.

Lemma 10.5 (Aquivalentes Kriterium fiir Differenzierbarkeit). Es seien D C K, f: D — K eine
Funktion und a € D. Dann sind die folgenden beiden Bedingungen dquivalent:

(a) f ist differenzierbar in a.

(b) Es gibt eine in a stetige Funktion @: D — K mit f(x) — f(a) = ¢(x) - (x — a) fiir alle x € D.
In diesem Fall ist dann @(a) = f'(a).

Beweis. Die gegebene Bedingung an ¢ legt diese Funktion fiir alle x # a offensichtlich fest als den
Differenzenquotienten

o = 10 =110)

Damit besagt (b) also genau, dass diese Funktion stetig nach a fortsetzbar ist. Dies ist gemif3 Defi-
nition 8.5 (b) exakt dasselbe wie die Aussage, dass der Grenzwert

lim ¢ (x) = lim fx)=fa) (%)
X—a xX—a XxX—a
x#a x#a
existiert, also dass f in a differenzierbar ist. Ist dies der Fall, so ist der Ausdruck (x) dann aber
sowohl gleich der stetigen Fortsetzung @ (a) von ¢ in a als auch gleich der Ableitung f'(a). O

Bemerkung 10.6. Anschaulich gibt die Funktion ¢ aus Lemma 10.5 im Punkt x genau die Stei-
gung der Geraden durch die Punkte (a, f(a)) und (x, f(x)) an — die im Grenzfall x — a dann zur
Tangentensteigung wird.

Folgerung 10.7. Es seien D C K, f: D — K eine Funktion und a € D. Ist f differenzierbar in a, so
ist f auch stetig in a.

Beweis. Ist f differenzierbar in a, so gibt es nach Lemma 10.5 eine in a stetige Funktion ¢ : D — K
mit f(x) = f(a) + @(x) (x — a). Insbesondere existiert also der Grenzwert lim ¢(x) = ¢(a), und
xX—a

damit nach den Grenzwertsétzen aus Satz 8.13 auch

lim f(x) = lim (f(a) + ¢(x) (x—a)) = f(a) + ¢(a) (a —a) = f(a),

Xx—a X—a
d.h. f ist stetig in a. g
Genau wie bei unserer Untersuchung der Stetigkeit wollen wir nun zeigen, dass sich die Differen-
zierbarkeit von Funktionen auf Summen, Differenzen, Produkte, Quotienten, Verkettungen, Um-

kehrfunktionen und schlielich auch auf Potenzreihen iibertriigt — und auch wie man dann die Ab-
leitungen dieser neuen Funktionen berechnet. Wir beginnen mit den vier Grundrechenarten.

Satz 10.8 (Rechenregeln fiir Ableitungen). Die Funktionen f,g: D — K seien differenzierbar in
a € D. Dann gilt:

(a) f =+ g ist differenzierbar in a mit Ableitung (f +g)'(a) = (f' +¢')(a).
(b) (Produktregel) fg ist differenzierbar in a mit (fg)'(a) = (f'g+ fg')(a).
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. / ot !
(c) (Quotientenregel) Ist g(a) # 0, so ist Jé differenzierbar in a mit (g) (a) = (fgg;zfg) (a).

Beweis.
(a) Wir fithren den Beweis hier nur fiir die Addition, der fiir die Subtraktion ist analog:

(48 @) = tim LTI U450, (1)=1l0)  st0)ste)

x—a X—a xX—a X—a X—a

—f'(a) —¢'(a)
= (f'+&)(a).
(b) Da g in a differenzierbar, nach Folgerung 10.7 also auch stetig ist, gilt lim g(x) = g(a). Damit
xX—a
ergibt sich nach den Rechenregeln fiir Grenzwerte aus Satz 8.13

(o) () = lim L8 = fl@)g(a)

i T80 — f(@)g () + f(@)g(x) — f(a)g(a)
= tim (LS ) B8
—_——————
=fa)  —sa) ¢'(a)
=(f'g+ 14 )(a).

(c) Da g als differenzierbare Funktion nach Folgerung 10.7 auch stetig ist, ist g wegen g(a) # 0
nach Bemerkung 8.8 in einer e-Umgebung von a nirgends 0. Damit stimmt die Definitions-
menge von Jé dort mit D iiberein. Also ist a kein isolierter Punkt dieser Definitionsmenge,

und wir kénnen sinnvoll iiber die Ableitung von g in a sprechen.

Die eigentliche Berechnung dieser Ableitung ist nun analog zu (b):
[ _ fla)

<£>/(a) — lim 2@

x—a  X—a

= lim
0 e e@ x—a
o 1 f(x) = f(a) g(x) —g(a)
—)1613(11 g(x)g(a) ( x—a g(a)—f(a) x—a )
—— —_———
—1/(g(a))? —f'(a) —g(a)

Beispiel 10.9.

(a) Wir zeigen mit (auf- und absteigender) Induktion tiber n, dass die Ableitung der Potenzfunk-
tion f(x) = x" gleich f’(x) = nx"~! fiir alle n € Z ist. Der Induktionsanfang fiir n = 0 ergibt
sich aus Beispiel 10.4 (a). Wissen wir nun fiir ein festes n € Z, dass die Ableitung von x — x"
gleich x +— nx"~ ! ist, so folgt mit der Produktregel fiir die Ableitung von f(x) = x"*! = x"-x

) ="' x+x"1=(n+1)x"
(da die Ableitung der Funktion x — x nach Beispiel 10.4 (a) die konstante Funktion 1 ist),

und mit der Quotientenregel fiir die Ableitung von f(x) =x""! = % analog
™ lx—x"1 _
f/(x):—xz =(n—1)x""2%

(b) Aus der Produktregel und Beispiel 10.4 (a) folgt insbesondere fiir alle ¢ € K und jede diffe-
renzierbare Funktion f: D — K, dass (cf) =c- f'.
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(c) Mit den Regeln aus Satz 10.8 (und Beispiel 10.4 (a)) konnen wir nun offensichtlich die

Ableitung jeder rationalen Funktion, also jeder Funktion der Form f(x) = % mit Poly-

nomfunktionen p und ¢ berechnen. Ist z. B. f(x) = Y}_, a;x* selbst eine Polynomfunktion,
soist f'(x) = Y7, kapx*~! nach (a), (b) und Satz 10.8 (a).

Wir kommen jetzt zu Verkettungen und Umkehrfunktionen.

Satz 10.10 (Kettenregel). Es seien f: D — Kund g: D' — K zwei Funktionen, so dass f(D) C D'
Ist dann a € D, so dass f differenzierbar in a und g differenzierbar in f(a) ist, so ist auch die
Verkettung g o f differenzierbar in a, und es gilt

(gof)(a)=¢'(f(a))- f'(a),
d. h. ,,die Ableitung einer Verkettung ist das Produkt der beiden Ableitungen .

Beweis. Da f und g in a bzw. f(a) differenzierbar sind, gibt es nach Lemma 10.5 Funktionen
¢:D—Kund y: D' = K, die in a bzw. f(a) stetig sind, und fiir die

f(x)=f(a) = ¢(x)(x—a) fiiralle x € D
bzw.  g(v) —g(f(a)) =y () (y—f(a)) firalleyeD

sowie @(a) = f'(a) und y(f(a)) = g'(f(a)) gelten. Setzen wir nun y = f(x), so erhalten wir durch
Einsetzen der ersten Gleichung in die zweite

8(f(x) = 8(f(a)) = y(f(x)) (f(x) = f(a)) = ¥(f(x)) p(x) (x—a)

fiir alle x € D. Da f und ¢ in a sowie ¥ in f(a) stetig sind, ist nun aber auch x — y(f(x)) ¢(x) in
a stetig, und somit ergibt sich aus der Richtung ,,(b) = (a)* von Lemma 10.5 angewendet auf go f,
dass diese Funktion in a differenzierbar ist mit (go f)'(a) = w(f(a)) @(a) =g (f(a))- f'(a). O

Satz 10.11 (Ableitung der Umkehrfunktion). Es seien D,D' C K und f: D — D' eine bijektive
Funktion mit Umkehrfunktion f~': D' — D. Ist dann a € D ein Punkt, so dass f differenzierbar in
a ist mit f'(a) # 0, und so dass f~" stetig in f(a) ist, so ist auch f~" differenzierbar in f(a) mit
1
—1y/ _
(@)= 5
Beweis. Wir berechnen die Ableitung von f~! in b := f(a) mit dem Folgenkriterium aus Satz 8.11.
Es sei dazu (y,), eine beliebige Folge in D'\ {b} mit y, — b. Da f~! nach Voraussetzung in b stetig

ist, gilt dann x, := £~ '(y,) — f~'(b) = a. Also ist lim fon)=fla) f'(a), und somit nach dem
n—soo

Xp—a
Grenzwertsatz 5.13 (c) fiir Quotienten

) —f'(b 1
fim O S0 g xeza 1
noe ya—b n=ee f(xn) = fla)  f'(a)
woraus die Behauptung folgt. g

Bemerkung 10.12. Im Fall einer reellen, streng monotonen Funktion f bendtigen wir die Voraus-
setzung der Stetigkeit von f~!in f(a) in Satz 10.11 nicht, da dies nach Satz 8.27 automatisch erfiillt
ist. Die Bedingung f’(a) # 0 ist hingegen auch in diesem Fall nicht iiberfliissig: Das Beispiel der
reellen Funktion f: R — R, x+— x> mit f’ (0) = 0 zeigt, dass eine differenzierbare, streng monotone
Funktion in einem Punkt auch Ableitung Null haben kann.

Beispiel 10.13. In den Sétzen 10.10 und 10.11 werden nicht alle Ableitungen an derselben Stelle a,
sondern manche auch an f(a) ausgewertet. Man macht dies ,,automatisch” richtig, wenn man wie in
den folgenden beiden Beispielen fiir die Definitions- und Wertemengen der beteiligten Funktionen
bestimmte Variablennamen festlegt und darauf achtet, dass Funktionen und ihre Ableitungen immer
an der entsprechenden Variablen ausgewertet werden.
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(a) Die Funktion h: R — R, x+—y=v/x2+ 1 ist von der Form A = go f mit f: x> u=2x>+1
und g: u+> y = y/u. Thre Ableitung ergibt sich daher nach der Kettenregel aus Satz 10.10 zu

1 x
Hx)=gWw) f(x) = —= 20 = ——,
denn f'(x) = 2x und g’ (u) = 51~ nach Beispiel 10.9 (c) und 10.4 (b).

=27

(b) Nach Beispiel 10.9 (a) ist die Ableitung der Potenzfunktion f: Ryo — R-q, x+— y = x" fiir
n € Ny gleich f'(x) = nx"~!. Damit ist die Ableitung ihrer Umkehrfunktion, also der n-ten
Waurzelfunktion f~!: y— x = Wy = y!/7 nach Satz 10.11 gleich

TP S 1 1
(f )(y)*f/(x) - nxn,] - I’l(\’ﬁ)nil - n

Notation 10.14 (Differentialschreibweise). Die Regeln aus
den Sitzen 10.10 und 10.11 lassen sich leicht mit Hilfe der
sogenannten Differentialschreibweise merken: Man legt hierzu
wie in Beispiel 10.13 fiir eine Funktion f: D — K bestimm-
te Variablennamen fiir Definitions- und Wertemenge fest, et-
wa y = f(x), und schreibt die Ableitung f’(x) dann als forma-
len Quotienten %, wobei die ,,Differentiale dx und dy wie im
Bild rechts fiir eine (unendlich kleine) Differenz in den x- und
y-Werten stehen sollen.

Wichtig dabei ist, dass dies nur eine formale Schreibweise ist — es gibt nicht wirklich Objekte dx
und dy, die hier durcheinander geteilt werden. Dennoch nehmen die Sétze 10.10 und 10.11 in dieser
Schreibweise eine sehr natiirliche Form an, die so aussieht, als konnte man mit diesen ,,Briichen*
wirklich rechnen:

(a) (Verkettung) Ist h = go f eine Verkettung und setzen wir u = f(x), y = g(u) und damit

y = h(x), so besagt Satz 10.10 einfach % = % . 3—;, so als ob man hier mit du erweitern

wiirde.

(b) (Umkehrfunktion) Ist y = f(x), also x = f~!(y), so wiirden wir die Ableitung von f~! ja als

Z—; schreiben, und damit sagt Satz 10.11 gerade Z—“; = (%) - , 80 als ob man hier einfach den

Kehrwert des Bruches % bilden wiirde.

Aufgabe 10.15. Es seien f,g: R — R stetige Funktionen. Man beweise oder widerlege:

(a) Ist f differenzierbar in 0 und g(0) = 0, dann ist f - g differenzierbar in 0.
(b) Ist f differenzierbar in O und f(0) = 0, dann ist f - g differenzierbar in 0.

(c) Sind f und g differenzierbar in 0 mit £(0) =0 und f(x)g(x) = x fiir alle x € R, dann gilt
g(0) #0.

Aufgabe 10.16. Es seien D C Rund f: D — R eine Funktion. Zeige, dass fiir jedes a € Dund c € R
die folgenden beiden Bedingungen dquivalent sind:

(a) Die Funktion f ist differenzierbar in a mit f'(a) = c.

(b) Fiir zwei beliebige gegen a konvergente Folgen (x;), und (y,), in D mit x, < a <y, und
X, 7 y, fur alle n € N gilt

tim O =) _
e Yp = Xn
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Aufgabe 10.17. Wir betrachten wie im Bild rechts dargestellt

8(x)
die ,Zickzackfunktion* g: R — R, die periodisch mit Peri- 1
odenlinge 2 ist und auf [—1,1] mit der Betragsfunktion iiber-

einstimmt. Zeige, dass dann die Funktion ] ] 1 X
o 8(2"x)
R>Rx— ) =——-
JiRoR x> ) = £2)
in jedem Punkt stetig und in keinem Punkt differenzierbar ist. 1
(Hinweis: Fiir die Differenzierbarkeit ist Aufgabe 10.16 niitz- .
lich.) ! 1 2

10.B Extremwerte und der Mittelwertsatz

Nachdem wir nun schon einige Ableitungen berechnen konnen, wollen wir uns als Néchstes an-
schauen, welche Informationen man iiber eine differenzierbare Funktion aus ihrer Ableitung erhalten
kann. Am wichtigsten ist dabei, dass man mit Hilfe der Ableitung sehr leicht die Stellen finden kann,
an denen eine Funktion ihre grof3ten bzw. kleinsten Werte annimmt. Dies zu untersuchen ist natiirlich
nur fiir reelle Funktionen sinnvoll, und daher beschrinken wir uns im Folgenden auf solche.

Definition 10.18 (Extrema). Es seien D C R, f: D — R eine Funktion und a € D. Man sagt, ...

(a) f habe in g ein (globales) Maximum, wenn f(a) > f(x) fiir alle x € D.

(b) f habe in a ein lokales Maximum, wenn es ein € > 0 gibt, so dass f(a) > f(x) fiir allex € D
mit |x —a| < €. Gilt sogar f(a) > f(x) fiir alle x € D mit |x —a| < € und x # a, so nennt man
das lokale Maximum isoliert.

Analog definiert man globale und lokale (isolierte) Minima. Hat f in a ein (globales, lokales, iso-
liertes) Maximum oder Minimum, so sagt man auch, dass f dort ein (globales, lokales, isoliertes)
Extremum hat.

Bemerkung 10.19. Ein globales Maximum (ana-

log Minimum) bedeutet also gerade, dass f dort 4/ (%)

den groBten aller moglichen Funktionswerte an- < globales (und lokales) Maximum
nimmt; ein lokales Maximum dagegen nur, dass
f in einer kleinen Umgebung des betrachteten
Punktes den grofiten Wert hat. Offensichtlich ist
also jedes globale Maximum auch ein lokales.
Das Bild rechts zeigt, dass die Umkehrung nicht
notwendig richtig ist. X

~— lokales, aber kein
globales Maximum

Wie wir im Bild schon sehen, zeichnet sich ein lokales Extremum, das nicht am Rand des Defini-
tionsbereichs liegt, dadurch aus, dass die Ableitung, also die Steigung der Funktion, dort gleich 0
ist:

Lemma 10.20 (Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema). Hat eine Funktion f: (a,b) — R in
einem Punkt x € (a,b) ein lokales Extremum und ist f dort differenzierbar; so gilt f'(x) = 0.

Beweis. Wir beweisen das Lemma fiir ein Maximum; der Beweis fiir ein Minimum ist natiirlich
analog. Nach eventuellem Verkleinern des Definitionsintervalls (a,b) kénnen wir weiterhin ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass f in x sogar ein globales Maximum hat. Wihle
nun eine Folge (x,), in (a,b) mit x, — x und x, > x fiir alle n € N — also eine Folge in D, die sich
dem Punkt x von rechts nihert. Die Ableitung f’ (x), die nach Voraussetzung existiert, kénnen wir
dann nach dem Folgenkriterium aus Satz 8.11 als

f’(x) = lim f(xn) 7f(x)

n—eo Xy —X

[\
(O8]
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berechnen. Nun ist der Zihler dieses Bruches immer kleiner oder gleich 0 (weil f in x ein Maximum
hat), und der Nenner immer groBer als Null —und damit folgt f(x) < 0 nach Satz 5.24 (a). Durch eine
Folge, die sich von links dem Punkt x néhert, erhilt man genauso f’(x) > 0, und damit letztendlich
f(x)=0. O
Bemerkung 10.21. Hat eine reelle Funktion f: [a,b] — R auf einem abgeschlossenen Intervall in
einem Punkt x € [a,b] ein lokales Extremum, so gibt es also zwei Moglichkeiten:

(a) x € (a,b): Nach Lemma 10.20 muss dann f’(x) = O sein, falls f dort differenzierbar ist.
Beachte aber, dass die Bedingung f’(x) = 0 nicht hinreichend dafiir ist, dass in x ein lokales
Extremum vorliegt — dies zeigt das Beispiel der Funktion f(x) = x, fiir die zwar f'(0) =0
gilt, die bei x = 0 aber kein Extremum hat. Punkte x € (a,b), fiir die f’(x) = 0 gilt, die also
als lokales Extremum im Inneren des Definitionsintervalls in Frage kommen, werden oft
kritische Punkte genannt. Wir werden spiter noch sehen, wie man feststellen kann, ob ein
kritischer Punkt wirklich ein lokales Extremum ist oder nicht (sieche Bemerkung 10.25 und
Satz 11.18).

(b) x =a oder x = b: In diesem Fall muss die Ableitung von f in x nicht notwendig 0 sein (wie
z.B. beim globalen Maximum der Funktion in Bemerkung 10.19). Solche Extremwerte am
Rand des Definitionsintervalls nennt man Randextrema.

Als Nichstes wollen wir mit Hilfe der Ableitung einer reellen Funktion ihre Monotonieeigenschaften
untersuchen. Wir beweisen dazu zunichst zwei einfache Resultate, die wir auch noch fiir spitere
Anwendungen benétigen werden.

Satz 10.22 (Satz von Rolle). Es sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion, die auf (a,b) differenzierbar
ist. Gilt dann f(a) = f(D), so gibt es ein x € (a,b) mit f'(x) = 0.

Beweis. Da f stetig ist, nimmt f nach Satz 8.24 auf dem In-
tervall [a, b] Maximum und Minimum an. Sind diese beide
gleich f(a) = f(b), so ist f offensichtlich konstant und wir
konnen ein beliebiges x € (a,b) wihlen. Andernfalls kon-
nen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen,
dass das Maximum von f groBer als f(a) = f(b) ist, al-
so im Inneren des Definitionsintervalls angenommen wird.
Dort gilt dann aber f’(x) = 0 nach Lemma 10.20. O

Satz 10.23 (Mittelwertsatz).

(a) (1. Version) Es sei f: [a,b] — R eine stetige
Funktion, die auf (a,b) differenzierbar ist. Dann
gibt es ein x € (a,b) mit f'(x) = w. Mit
anderen Worten wird die Steigung der Geraden
zwischen (a, f(a)) und (b, (b)) also wie im Bild
rechts an einer Stelle x € (a,b) als Tangenten-
steigung angenommen.

(b) (2. Version) Es seien f,g: [a,b] — R stetige, auf
(a,b) differenzierbare Funktionen. Dann gibt es
ein x € (a,b) mit

f'(x)- (3(b) —g(a)) = ¢'(x) - (f(b) — f(a))-

Beweis. Es geniigt, die allgemeinere Aussage (b) zu zeigen, da sich Teil (a) sofort daraus ergibt,
wenn man g(x) = x setzt. Wir betrachten dazu die Funktion

h:la,b] = R, x = (f(x) = f(a)) (8(b) —g(a)) — (g(x) —&(a)) (f(b) — f(a)).
Mit f und g ist auch & auf [a, D] stetig und auf (a,b) differenzierbar; auBerdem ist h(a) = h(b) = 0.
Nach dem Satz 10.22 von Rolle gibt es also ein x € (a,b) mit #'(x) = 0, und wegen

H (x) = f'(x) (3(b) — g(a)) — &'(x) (f(b) - f(a))
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ergibt sich daraus genau die Behauptung. g

Der Mittelwertsatz wirkt auf den ersten Blick etwas unscheinbar, ist in der Tat aber sehr wichtig, da
er es erlaubt, einen Differenzenquotienten (und damit letztlich die Differenz zweier Funktionswerte)
durch einen Differentialquotienten (also eine Ableitung) auszudriicken. Wie bereits angekiindigt ist
ein erstes Beispiel hierfiir, dass man die Monotonie von Funktionen mit Hilfe von Ableitungen un-
tersuchen kann.

Folgerung 10.24 (Monotonie differenzierbarer Funktionen). Es sei f: [a,b] — R eine stetige, auf
(a,b) differenzierbare Funktion. Gilt dann fiir alle x € (a,b). ..

(@ f'(x) >0 (bzw. f'(x) > 0), so ist f monoton (bzw. streng monoton) wachsend.
(b) f(x) <0 (bzw. f(x) <0), so ist f monoton (bzw. streng monoton) fallend.
(©) f'(x) =0, soist f konstant.

Beweis. Es seien x,y € [a,b] mit x < y. Nach dem Mittelwertsatz 10.23 (a) angewendet auf das
Intervall [x,y] gibt es dann ein ¢ € (x,y) C (a,b) mit f(y) — f(x) = f'(c) (y — x). Im Fall (a) ist nun
f'(c) > 0bzw. f'(c) >0, und damit f(y) — f(x) > 0 bzw. f(y) — f(x) > 0, d. h. f ist monoton (bzw.
streng monoton) wachsend. Teil (b) ergibt sich natiirlich genauso, und (c) folgt aus der Kombination
der beiden Teile. O

Bemerkung 10.25 (Hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema).
Mit Folgerung 10.24 ergibt sich ein einfaches hinreichendes Krite-
rium fiir ein (lokales) Extremum: Ist f: [a,b] — R stetig und auf
(a,b) differenzierbar, und gibt es ein ¢ € (a,b) mit

f'(x) > 0 fiir alle x < c und f'(x) < O fiir alle x > ¢

(d.h. hat f’ einen Vorzeichenwechsel von + nach — in c¢), so ist ! — X

f nach Folgerung 10.24 streng monoton wachsend auf [a,c] und a ! c b
streng monoton fallend auf [c,b], d.h. f hat ein isoliertes lokales >0 f<0
Maximum in c. Eine analoge Aussage gilt natiirlich auch fiir ein

Minimum.

Wir sehen also, dass man mit Hilfe der Ableitung gut die Extrema von differenzierbaren Funktionen
finden kann. Um dies in der Praxis auch anwenden zu konnen, miissen wir aber auch noch in der
Lage sein, von komplizierteren Funktionen — z. B. den ,,speziellen Funktionen* aus Kapitel 9 — die
Ableitung zu berechnen oder iiberhaupt erst einmal ihre Differenzierbarkeit nachzuweisen. Da diese
Funktionen oftmals iiber Potenzreihen definiert sind, miissen wir uns also mit der Differenzierbarkeit
solcher Potenzreihen (oder allgemeiner von Funktionenfolgen) beschiftigen. Entscheidend hierfiir
ist die folgende Aussage, die ebenfalls zentral den Mittelwertsatz verwendet.

Satz 10.26 (Vertauschbarkeit von Differentiation und Grenzwertbildung). Es seien D C R ein Inter-
vall und (f,), mit f,: D — R eine Folge differenzierbarer Funktionen. Wir setzen voraus, dass

o (fn)n punktweise gegen eine Grenzfunktion f: D — R konvergiert, und

e die Ableitungen f, stetig sind und gleichmdifig gegen eine Grenzfunktion g: D — R konver-
gieren.

Dann ist f differenzierbar mit f' = g (d. h. ,, Differentiation und Grenzwertbildung konnen vertauscht

werden*; es ist ( lim f”)/ = lim f}).
n—soo n—soo

Beweis. Fiir alle a € D zeigen wir direkt mit der Grenzwertdefinition, dass lim W =g(a). Es
xX—a

sei also € > 0 beliebig. Da g nach Satz 8.37 als gleichméBiger Grenzwert stetiger Funktionen stetig
ist, gibt es zunichst ein § > 0, so dass

1g(x) — g(a)| < g fiir alle x € D mit |x —al < &. (1)
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AuBerdem konvergiert (f;), nach Voraussetzung gleichmiBig gegen g, d. h. es gibt auch ein (von x
unabhingiges) ng € N mit

€
|fo(x) —g(x)| < 3 fiir alle x € D und n > ny. 2)

Es seien nun x € D mit x # a und |x —a| < § sowie n > ng beliebig. Nach dem Mittelwertsatz 10.23
() gibt es dann ein ¢ zwischen a und x (fiir das also insbesondere auch |¢ —a| < |x—a| < § gilt) mit

Ja(x) = fula)

= fulc). 3)

Setzen wir dies nun alles zusammen, so erhalten wir mit der Dreiecksungleichung
Ja(x) = fula) ®
T —g(a)| = |fale) —gla)| = |fale) —g(c) +g(c) — g(a)|

X—a
<|fule) —g(c)|[+g(c) —g(a)]
M, e € 2¢

37373
wobei wir (1) und (2) fiir den Punkt ¢ angewendet haben. Nehmen wir hier nun den Grenzwert fiir
n — oo, s0 erhalten wir daraus mit Satz 5.24 (a) fiir alle x mit |x —a| < &

f(x)—f(a) 2¢
=7l -7 < — .
xX—a OIS 3 <€
Da £ > 0 beliebig war, bedeutet dies aber genau, dass f’(a) = hm x))c Z @ — = g(a). O

Auch wenn der Beweis dieses Satzes recht kompliziert war, ist die Aussage doch sehr einfach anzu-
wenden. So ergibt sich z. B. in dem fiir uns wichtigsten Fall von Potenzreihen:

Folgerung 10.27 (Differenzierbarkeit von Potenzreihen). Es sei f(x) =Y, aix* eine reelle Po-
tenzreihe mit Konvergenzradius r. Dann ist f im Konvergenzgebiet (—r,r) differenzierbar mit Ablei-
tung f'(x) =Y kag x*=1, d. h. ,, Potenzreihen konnen gliedweise differenziert werden*.

Beweis. Es sei ¢ € (—r,r); wir wollen zeigen, dass f in ¢ differenzierbar ist mit Ableitung
f'(c) = X  kapc*~!. Wihle dazu ein R mit |c| < R < r. Dann ist die Folge der Partialsummen
fu(x) = Yi_ax x* nach Satz 8.35 auf (—R, R) gleichmiBig konvergent gegen f. Die Ableitung dieser
Partialsummenfunktionen sind nach Beispiel 10.9 (c) die stetigen Funktionen f;,(x) = Y}_, kak Xt

Da die Reihe g(x) =Y, kagx*=! nach Aufgabe 7.31 den gleichen Konvergenzradius r wie f hat,
konvergieren genauso auch die f, auf (—R,R) gleichmiBig gegen g.

Damit haben wir alle Voraussetzungen iiberpriift, um Satz 10.26 auf die Folge (f,), auf (—R,R)
anwenden zu konnen. Der Satz liefert uns also f’ = g auf (—R, R), und damit insbesondere auch im
Punkt c. O

Mit Folgerung 10.27 (und unseren vorherigen Resultaten) konnen wir jetzt endlich von ,,praktisch
allen® Funktionen die Ableitungen berechnen:
Beispiel 10.28 (Ableitungen spezieller Funktionen).

(a) Die Ableitung der (reellen) Exponentialfunktion f(x) =e* =Y, fl—r: ergibt sich durch glied-
weises Differenzieren zu

Ve W

die Exponentialfunktion ist also gleich ihrer eigenen Ableitung.

(b) Die Ableitung der Sinusfunktion f(x) = sinx =Y é;}r)l) x*" 1 st analog

R = (=D" 2w (D" 5,
f(x)—ngb(zn"‘l)'mxz _r;) (2n)!X2 = cosx.



(©)

(d)
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Genauso berechnet man cos’(x) = — sinx. Aus der Quotientenregel von Satz 10.8 (c) ergibt
sich damit

p sin '\’ cos? x4 sin®x 2
tan'(x) = | — | (x) = ———5— = 1+tan"x.
cos cos?x

Die Ableitungen der Umkehrfunktionen zu (a) und (b) folgen nun sofort aus Satz 10.11: Mit
fix—y=¢e* also f'(x) =e*und f~!(y) = logy ist z. B.
1 1 1

1 / = = -,

og'(y) Wy
Fiir f: x+ y = sinx, also f'(x) = cosx und f~!(y) = arcsiny ist analog
R O] 1 _ 1

fi(x)  cosx /1 _gin?x /1 —y?

wobei wir in (x) die Gleichung aus Satz 9.14 (b) benutzen (sowie dass der Arkussinus streng
monoton wachsend ist, so dass wir hier das positive Vorzeichen der Wurzel nehmen miissen).
Genauso zeigt man

arcsin’(y)

1
arccos’ (y) = — ———— und arctan’(y) =

1—y?

1
14y2

Die Ableitung der Potenzfunktion f(x) = x* = e*!°#* (mit festem Exponenten a und variabler
Basis x) ist nach der Kettenregel aus Satz 10.10
f/(x) _ ealogx. a —x4. a :axa—l’
X X
das Ergebnis ist also fiir alle a € R das gleiche wie schon fiir die speziellen Exponenten in
Beispiel 10.9 (a) und 10.13 (b). Die Ableitung der Potenzfunktion f(x) = a* = *1°2¢ mit

fester Basis und variablem Exponenten ist hingegen ebenfalls nach der Kettenregel

f'(x) = e*l°¢% . loga = loga- a*.

Bemerkung 10.29.

(a)

(b)

Man kann zeigen, dass die Aussage von Satz 10.26 (und damit auch von Folgerung 10.27)
genauso auch im komplexen Fall gilt. Da wir in unserem Beweis dieser Aussagen den Mittel-
wertsatz verwendet haben (der nur in R gilt), benotigt man hierfiir jedoch andere Argumente.
Wir werden den komplexen Fall im Folgenden in dieser Vorlesung aber nicht benotigen — die
Untersuchung komplex differenzierbarer Funktionen bzw. Potenzreihen ist der wesentliche
Inhalt der Vorlesung ,Einfiihrung in die Funktionentheorie®, die ihr im zweiten Studienjahr
horen konnt.

Ohne die Voraussetzung der (gleichméBigen) Konvergenz der Folge der Ableitungen in Satz
10.26 wire die Aussage im Allgemeinen falsch: Betrachten wir z.B. die Folge f,: R —
R, x — % sin(nx), so gilt zwar r}g& fu(x) = 0 fiir alle x, d.h. (f,), konvergiert punktweise
(und in der Tat auch gleichmé@Big) gegen die Nullfunktion, die ja Ableitung O hat — aber die
Folge der Ableitungen f (x) = cos(nx) konvergiert fiir n — oo noch nicht einmal punktweise!
Hier konnen Differentiation und Grenzwertbildung also nicht vertauscht werden.

X

Aufgabe 10.30. Bestimme alle lokalen und globalen Extrema der Funktion f: R — R, x — —$—

1+2|x]

Aufgabe 10.31. Essei f: [a,b] — R eine differenzierbare Funktion. Man zeige:

(a)
(b)

Ist f'(a) > 0und f'(b) < 0, so gibt es ein x € (a,b) mit f’(x) = 0.

Fiir alle ¢ zwischen f’(a) und f’(b) gibt es ein x € [a,b] mit f'(x) = c. (Ableitungen erfiillen
also den Zwischenwertsatz, obwohl sie nach Aufgabe 10.33 (d) nicht stetig sein miissen.)

Aufgabe 10.32. Untersuche die Funktionenfolge (f;), mit f,: Rso — R, x + x"Tle ™ auf gleich-
maiBige Konvergenz.
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fir x #0

X" sin &
Aufgabe 10.33. Finde m € Nund n € Nog, sodass f1 [1,1] R, xrs 4 o har "
0 flirx=0

(a) unstetig ist.

(b) stetig, aber nicht differenzierbar ist.

(c) differenzierbar mit unbeschriankter Ableitung ist.

(d) differenzierbar mit beschrinkter, aber unstetiger Ableitung ist.

(e) differenzierbar mit stetiger Ableitung ist.

Skizziere fiir kleine Werte von m und n auch die Graphen dieser Funktionen!

Aufgabe 10.34. Ein Rettungsschwimmer, der sich an Land
am Punkt A befindet, mochte eine im Meer ertrinkende Per-
son am Punkt B retten. Er lduft dazu zunéchst entlang einer |
geraden Linie zu einem Punkt P am Ufer, und schwimmt von | Meer '

dort wieder entlang einer geraden Linie nach B. Wenn er mit E

der Geschwindigkeit v; laufen und mit der Geschwindigkeit P
v schwimmen kann, wo muss er dann den Punkt P wihlen, (]
damit er méglichst schnell bei B ist? Zeige, dass diese mini-  Land
male Zeit genau dort erreicht wird, wo

sing; v

singy vy
Fiir die Physiker und physikalisch Interessierten unter euch: Dies ist iibrigens genau das Brechungs-
gesetz fiir Licht — auch Licht bewegt sich so, dass es schnellstmoglich ans Ziel kommt!

Aufgabe 10.35. Wir betrachten wie im Bild unten rechts Kreissektoren mit variablem Offnungswin-
kel @ € (0,27) und Radius r € R+.

Welcher solche Kreissektor hat bei vorgegebenem Fldcheninhalt F den kleinst-
moglichen Umfang U? Bestimme fiir diesen Fall r, o und U in Abhéngigkeit
von F.

(Der Umfang beinhaltet dabei auch die beiden Geradenstiicke zum Mittelpunkt. r
Die Formeln fiir den Fldcheninhalt und Umfang eines Kreissektors konnen als
bekannt vorausgesetzt werden.)

Aufgabe 10.36. Es sei f: D — R eine auf einem Intervall D definierte Funktion. Wir setzen voraus,
dass es b,c € R gibt mit | f(x) — f(y)| < c|x—y|? fiir alle x,y € D mit x # y. Man zeige:

(a) f ist gleichmiBig stetig.
(b) Istb > 1, soist f konstant.
Aufgabe 10.37. Zeige mit Hilfe des Mittelwertsatzes fiir alle x,y € R:

(a) |sinx—siny| < [x—y|;

(b) e —e | < \/E =yl

Aufgabe 10.38. Es sei f: R>¢ — R differenzierbar und beschrinkt. Zeige mit Hilfe des Mittelwert-
satzes, dass es eine Folge (x,), in R>( gibt mit lign X = oo und lijn S (xn) =0.
n—o0 n—roo
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11. Anwendungen der Differentialrechnung

Im letzten Kapitel haben wir gesehen, wie wir von ,,nahezu allen* Funktionen ihre Ableitung berech-
nen konnen und welche elementaren Eigenschaften der Funktion man daran ablesen kann. In diesem
Kapitel wollen wir nun zwei weitere Anwendungen vorstellen, die sich aus der Differentialrechnung
ergeben. Der Einfachheit halber beschrianken wir uns dabei auf reelle Funktionen.

11.A Die Regel von de I’Hopital

Als Erstes wollen wir eine einfache Regel vorstellen, mit der man oft Grenzwerte berechnen kann,

die anders nur schwer zu bestimmen wiren: namlich Grenzwerte der Form lim %, bei denen die
X—a

normalen Grenzwertsétze aus Satz 8.13 bzw. Bemerkung 8.19 nicht anwendbar sind, weil sich die
unbestimmten Quotienten ,,8“ oder ,,%“ ergeben wiirden.

Es gibt viele Varianten dieser Regel, je nachdem, bei welchen der im folgenden Satz vorkommenden
Grenzwerten auch uneigentliche Grenzwerte oo zugelassen sind. In der Praxis treten alle diese Va-
rianten auch oft auf. Um die Beweisidee des Satzes klar herauszustellen, beschrinken wir uns hier
aber zunichst (wie auch bei unseren bisherigen Beweisen von Rechenregeln fiir Grenzwerte) auf den
Fall, in dem keine uneigentlichen Grenzwerte vorkommen, und geben die moglichen Verallgemei-
nerungen dann in der anschlieBenden Bemerkung 11.2 an.

Satz 11.1 (Regel von de I’'Hépital, Grundversion). Es seien f,g: (a,b) — R differenzierbare Funk-
tionen mit g'(x) # 0 fiir alle x € (a,b). Wir nehmen ferner an, dass

lim f(x) = lim g(x) = 0

(so dass der Grenzwert lim 1) also formal von der unbestimmten Form ,,2“ ist). Existiert dann der
g(x) 0
X—a
Grenzwert lim ! :(x) in R, so auch lim ﬁ, und es gilt
x—a 8 (%) x—a &%)
/
tim £ _ jig L&)

x—ag(x) x—ag(x)
Beweis. Wegen lim f(x) = lim g(x) = 0 konnen wir f und g durch f(a) := g(a) := 0 stetig nach
X—a xX—a
[a,b) fortsetzen. Beachte auBerdem, dass g auf (a,b) nirgends gleich 0 sein kann, denn sonst giibe es
im Widerspruch zur Voraussetzung nach dem Satz 10.22 von Rolle zwischen a und dieser Nullstelle
von g eine Nullstelle von g’.

fx)

Wir zeigen nun den Grenzwert lim e mit dem Folgenkriterium. Es sei also (x,), eine Folge in
xX—a

(a,b) mit x, — a. Nach dem Mittelwertsatz 10.23 (b) gibt es dann fiir alle n € N ein ¢, € (a,x,) mit

/ / FGa) _ f'(cn)
fien) - (8(xn) —8(a)) = g'(ca) - (f(xa) — f(a)), also o) 2(en)
wegen f(a) = g(a) = 0 und der Nullstellenfreiheit von g und g’. Nun konvergiert wegen a < ¢, < x,
mit (x,), aber auch (c,), gegen a, und damit ergibt sich
tim L0 _ i L) i SO
nee g(xy) - nmeegl(cn)  xa gl (x)
was die Behauptung mit dem Folgenkriterium zeigt. O

Bemerkung 11.2 (Regel von de ’Hépital, Varianten). Der Satz 11.1 von de I’Hopital hat die fol-
genden Varianten, die wir im Folgenden ebenfalls verwenden werden. Die Beweise sollen hier nicht
gegeben werden — sie lassen sich mit analogen, allerdings oft technisch etwas aufwendigeren Me-
thoden fiihren.
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(a) Die Regel gilt auch, wenn ligl f(x) und 1131 g(x) beide im uneigentlichen Sinne gleich +oo
X—a X—a

sind, wir also beim Grenzwert lim % den unbestimmten Ausdruck ,,£2 haben.

x—a 7 oo
(b) Statt einer Annédherung von rechts an die Grenze der Definitionsmenge (in unserem Fall
also an den Punkt ¢ am Rand des Intervalls (a,b)) ist natiirlich auch eine Anniherung von
links oder eine beidseitige Anndherung moglich. Dabei sind die Fille a = —co und b = oo
zugelassen.

!
(c) Die Regel gilt auch, wenn der Grenzwert von ij /g)) nur im uneigentlichen Sinne existiert,

also gleich oo ist.

Existiert der Grenzwert von f; ;g; dagegen auch im uneigentlichen Sinne nicht, so macht die Re-
gel von de I’Hopital keine Aussage — wir konnen daraus dann also nicht schlieen, dass auch der

urspriingliche Grenzwert von % nicht existiert!

Beispiel 11.3.

(a) Fiir jedes n € N ist der Grenzwert lim l(;# von der Form ,,Z*. Um ihn mit der Regel von
X—>00
de 1’Hopital (mit f(x) = logx und g(x) = x) zu bestimmen, differenzieren wir also Zéhler

und Nenner separat und erhalten den Bruch g : 8)) = ni,{f

x > 0 nirgends gleich O ist und der Grenzwert
1/x .1

lim =lim — =0
x—eo X1 xmoo pxt

r. Da der Nenner dieses Bruchs fiir

existiert, folgt mit Satz 11.1 (bzw. der Verallgemeinerung aus Bemerkung 11.2) also auch

0 ¢

2% 00

. logx | . 1/x
lim 08X L lim L}
x—yoo X' x—yoo X

=0. (%)

Analog zu Bemerkung 5.15 zur Anwendung von Grenzwertsétzen schreibt man dabei die
Anwendung der Regel von de 1’Hopital oftmals gleich wie in der oben in (x) mit ,,=* be-

zeichneten Gleichung, und iiberpriift erst nachtréglich, dass der neu entstandene Bruch einen
(evtl. uneigentlichen) Grenzwert hat und sein Nenner stets ungleich 0 ist.

(b) Analog erhilt man
logx T 1/x X"

lim x"* logx = lim = lim———=1lim-— =0,
x—0 x—0 X" x—0 —nx~ " =0 n

da der nach dem Differenzieren entstandene Nenner —nx~"~! fiir x > 0 ungleich 0 ist. Zu-
sammen mit (a) sehen wir in diesem Sinne also, dass ,,der Logarithmus fiir x — 0 oder x — oo
schwicher ist als jede Potenz — in den beiden betrachteten Grenzwerten setzt sich jeweils
die Funktion x" durch. Dies ist natiirlich ganz analog zu der Aussage von Bemerkung 9.3
(a), dass die Exponentialfunktion schneller als jede Potenz wichst. Beachte auch, dass wir
in der zweiten Rechnung oben gesehen haben, dass es sich auch bei einem urspriinglichen
Ausdruck der Form ,,0 - (d-c0)* lohnen kann, ihn kiinstlich als Bruch umzuschreiben, um
dann die Regel von de 1’Hopital anwenden zu kdnnen.

(c) Falls sich nach einmaliger Anwendung von Satz 11.1 immer noch ein Bruch der Form ,,%“

oder ,,%“ ergibt, kann man den Satz natiirlich auch mehrfach hintereinander anwenden, wie

z.B. in dem Grenzwert

> 900 2 9900 2
im~ £ im= £ limZ=0

x—oo @X x—roo X x—roo X

(wegen e* # O fiir alle x), den wir aber natiirlich auch schon aus Satz 9.1 (c) kannten.
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Bemerkung 11.4 (Die Regel von de I’Hopital fiir Folgengrenzwerte). Manchmal kann man auch
den Grenzwert einer reellen Folge (a,), mit der Regel von de I’'Hdpital berechnen. Kann man die
Folge nimlich — betrachtet als Abbildung N — R — zu einer Abbildung R — R fortsetzen, also auch
fiir reelles n betrachten, und existiert dann der Grenzwert fiir reelle n — oo, so existiert er dann
natiirlich auch fiir natiirliche n — oo, und hat denselben Wert. Fiir die Berechnung des Grenzwerts
fiir reelle n haben wir dann aber wieder die Regel von de 1’Hopital zur Verfiigung.

Betrachten wir als Beispiel hierfiir einmal fiir gegebenes x € R den Grenzwert lim (1 + %)", den
n—soo

wir in Aufgabe 7.33 mit viel Aufwand zu e* berechnet haben. Da wir Potenzen inzwischen auch fiir
reelle n definiert haben, konnen wir den Ausdruck (1 + %)" nun aber auch als Funktion einer reellen
Variablen n auffassen und seinen Grenzwert fiir n — oo mit der Regel von de 1’Hopital berechnen:
Es ist
. X\" . X ..
lim (1 + 7) = lim exp (n log (1 + 7)) (Definition 9.7)
n n—oo n

n—yoo

. x .
= exp (y}gl}on log (1+ ;)) (Stetigkeit von exp, Satz 8.15)

_log(1+7)
= exp ( lim fl)
n—yoo n
. _x/n2 1 0 . . 1
= exp (,}E‘L‘o T % . _1/n2) (”6“, Differenzieren nach n, beachte - #* 0)
= expx.

Aufgabe 11.5. Berechne die folgenden Grenzwerte:

log(tan(2x)) . 1 1 )
lim ————= 1 -— 1
(@ xl—r%) log(tan(3x)) ®) Py (xfl logx) © x]—l% *
x> x>

Aufgabe 11.6. Es sei f: [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar, so dass lim f’(x) existiert.

xX—a
Zeige, dass f dann auch in a differenzierbar ist und f’(a) = lim f’(x) gilt.
xX—a

11.B Taylor-Entwicklung

Als weitere Anwendung der Differentialrechnung wollen wir nun unsere urspriingliche Idee der li-
nearen Approximation einer (reellen) Funktion f: D — R in einem Punkt a € D erweitern und uns
fragen, ob wir vielleicht noch bessere Niherungen bekommen konnen, wenn wir als Naherungsfunk-
tion statt einer linearen Funktion eine Polynomfunktion von hoherem Grad verwenden. Betrachten
wir z. B. statt unserer bisherigen Ndherung vom Anfang von Kapitel 10

fx) = fla)+ei(x—a)
den Ansatz
F) & fla)+er (x—a) +e2 (x—a)’,

bei dem wir auch einen quadratischen Term zulassen (den wir proportional zu (x —a)? statt zu x
wihlen, damit er am Niherungspunkt a selbst verschwindet), so konnen wir wie im Bild unten
erwarten, dass wir eine viel bessere Niherung erhalten, da die Niaherungsfunktion ja jetzt eine qua-
dratische Parabel ist und damit auch ein wenig die Kriimmung von f an der Stelle a nachbilden kann.
Natiirlich konnen wir dies dann auch noch weiter treiben und Polynomfunktionen hoheren Grades
zulassen: Wenn wir fiir ein n € N einen Ansatz

f@)~ Y (v —a)
k=0

machen und dabei die Koeffizienten c; geschickt wiéhlen, sollte die Ndherung mit wachsendem n
immer besser werden. Wir konnen sogar versuchen, den Grenziibergang n — oo zu machen und uns
fragen, ob wir mit einer Potenzreihe

2

i cr(x—a)k
k=0
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im Grenzfall vielleicht nicht nur eine ganz besonders gute Néiherung, sondern sogar genau die Funk-
tion f zuriick erhalten, also ob wir f letztlich als Potenzreihe in x — a schreiben konnen — schlieflich
haben wir ja auch wie z. B. die Exponentialfunktion schon einige Funktionen gesehen, die wir von
vornherein bereits als Potenzreihe geschrieben haben.

f(x) Fx) » quadratische
Niherung

>~ lineare
Néherung

/ | / |

a a

Um diese Idee zu verfolgen, wollen wir nun als Erstes untersuchen, welche Koeffizienten c; wir
in den obigen Polynomen bzw. Reihen wihlen sollten. Da wir bereits wissen, dass der lineare Ko-
effizient ¢| gerade die Ableitung f'(a) ist, sollte es nicht iiberraschen, dass wir fiir die hoheren
Koeffizienten ¢, mit k > 1 hohere Ableitungen benétigen. Diese wollen wir daher jetzt einfiihren.

Definition 11.7 (Hohere Ableitungen). Es seien f: D — R eine Funktion und n € N.

(a) Die Funktion f heifit n-mal differenzierbar auf D, wenn alle fortgesetzten Ableitungen
FO =g fO = @ = = (Y, L, )= (f7 DY existieren.
(b) Die Funktion f heift n-mal stetig differenzierbar auf D, wenn zusitzlich £ stetig ist.

(c) Existieren die hoheren Ableitungen f () fiir alle n, so heiBt f unendlich oft differenzierbar
auf D.

Die Menge aller n-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf D wird mit C"(D) bezeichnet (der
Buchstabe C kommt vom englischen Wort ,,continuous* fiir ,,stetig*). Inbesondere ist also CO(D) die
Menge aller stetigen und C*(D) die Menge aller unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf D.

Wie diese hoheren Ableitungen die oben betrachteten Koeffizienten c; bestimmen, sieht man am
besten wie im folgenden Satz am Beispiel von Potenzreihen, die ja bereits in einer derartigen Form
geschrieben sind. (Beachte, dass dies auch noch einmal die Aussage aus Aufgabe 8.42 zeigt, dass
die Koeffizienten einer Potenzreihe mit Konvergenzradius ungleich O durch die durch sie definierte
Funktion bereits eindeutig bestimmt sind.)

Satz 11.8 (Taylor-Formel fiir Potenzreihen). Es seien a € Rund f(x) = Yo cx (x—a)k eine reelle
Potenzreihe in x — a mit Konvergenzradius r > 0, so dass wir f also als Funktion f: (a—r,a+r) =R
auffassen konnen.

Dann ist f auf (a —r,a+r) unendlich oft differenzierbar, und fiir die Koeffizienten c; der Potenzreihe
gilt

(k)
=7 kf“) fiir alle k € N.
Mit anderen Worten ist also
o (k) ! 11
10 =Y D e ap = pa) + L ) ¢ LD
k=0 : : !

fiiralle x € (a—r,a+r).

Beweis. Nach Folgerung 10.27 ist jede Potenzreihe in ihrem Konvergenzgebiet differenzierbar, und
ihre Ableitung ist wieder eine Potenzreihe (mit demselben Konvergenzradius), die sich durch glied-
weises Differenzieren berechnen lisst. Insbesondere ist f damit also unendlich oft differenzierbar,
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und die hoheren Ableitungen sind

oo

fO) =Y k(k—=1)- (k—n+1)cp (x—a)*™"
k=n

fiir alle n € N. Setzen wir hier nun x = a ein, so ist (x —a)*™" gleich O fiir k > n und 1 fiir k = n. In
der obigen Summe bleibt dann also nur der Term fiir k = n librig, und wir erhalten wie behauptet

@) =n(n—1)---(n—n+1)c, =nlc,. O
Beispiel 11.9. Wir betrachten die Funktion f: R — R, f(x) = l+lx2 und mochten die 10. Ableitung
f (10)(0) im Nullpunkt berechnen. Natiirlich kdnnte man jetzt mit Hilfe der Regeln von Satz 10.8
alle fortgesetzten Ableitungen von f berechnen und schlieBlich in dem so gefundenen Ausdruck fiir
U9 den Wert x = 0 einsetzen — dies wiire aber sehr zeitaufwendig. Viel schneller geht es mit der
Taylor-Formel: Nach der geometrischen Reihe konnen wir f ja fiir x| < 1 gemiB

1 1 -

_ _ — (_x2)n:1_x2_|_x4_x6+x8_x10:t.__
1+x2  1—(—x2) ,;)

f(x)

als Potenzreihe in x schreiben. Satz 11.8 mit a = 0 und k = 10 sagt uns also fiir den Koeffizienten
von x!'0 in dieser Reihe, der ja offensichtlich gleich —1 ist, dass

19(0)

=0

. unddamit  f19(0)=—10!.

Wir sehen an diesem Beispiel schon, dass die Taylor-Formel fiir Potenzreihen auch dann niitzlich
ist, wenn die Funktion f urspriinglich gar nicht als Potenzreihe gegeben ist, sondern wir nur wissen,
dass es eine solche Darstellung als Potenzreihe gibt. In der Tat benutzt die Taylor-Formel in der
Form

= ),
=1 L - e

ja auch gar nicht mehr die Koeffizienten der urspriinglichen Reihe, sondern nur noch die Tatsache,
dass sich f liberhaupt irgendwie als Potenzreihe schreiben ldsst. Gilt die Formel (x) also vielleicht
sogar fiir jede unendlich oft differenzierbare Funktion f?

Leider ist (wie wir gleich sehen werden) die Antwort auf diese Frage nein. Fiir viele in der Praxis
vorkommende Funktionen ist die Antwort allerdings auch ja — und daher lohnt es sich, die Sache
doch noch weiter zu verfolgen. Wir geben der rechten Seite von (x), bzw. den Partialsummen dieser
Reihe, daher zunéchst einen Namen.

Definition 11.10 (Taylor-Polynom und Taylor-Reihe). Es seien D C R ein Intervall, f: D — R eine
Funktion, sowie a € D ein fest gewihlter Punkt.

(a) Die Funktion f sei n-mal differenzierbar fiir ein » € N. Dann heif3t die Polynomfunktion

% (a)

a (x— a)k

n
T/,:D—R, x— Y
k=0

das n-te Taylor-Polynom von f mit Entwicklungspunkt a; offensichtlich ist deg 77, < n.

(b) Ist f unendlich oft differenzierbar, so heif3t die Potenzreihe in x — a

~ = f M (a) k
[ n — —
Tral) = Jim Ta(0) = B = (-
die Taylor-Reihe von f mit Entwicklungspunkt a. Beachte, dass zunéchst nicht klar ist, ob
diese Potenzreihe einen Konvergenzradius grofer als O hat, also ob sie iiberhaupt in irgend-
einem Punkt x (auBer a) konvergiert — und dass, selbst wenn sie konvergiert, nicht klar ist,
ob sie als Funktion im Konvergenzgebiet mit f {ibereinstimmt.
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Beispiel 11.11.

(a) Liésst sich eine Funktion f auf einem Intervall (¢ — r,a+r) mit a € R und r > 0 als Po-
tenzreihe in x — a (mit Konvergenzradius mindestens r) schreiben, so besagt Satz 11.8 ge-
rade, dass die Taylor-Reihe Ty ,(x) genau diese Reihe ist, also dass Ty ,(x) = f(x) fiir alle
x € (a—ra+r) gilt.

(b) Wir betrachten die Funktion
f:Ryo—= R, x— logx

und bestimmen ihre Taylor-Reihe mit Entwicklungspunkt a = 1. Die Ableitungen von f sind
einfach zu berechnen: Wegen f’(x) = x~ ! ist

FOE) = (1) (-2) (== 1) = (<D (= 1t

und damit f®)(1) = (=1)¥~!- (k— 1)! fiir alle k > 0. Die Taylor-Reihe von f mit Entwick-
lungspunkt 1 ist damit

Ty1(x) = logl + i M(x, 1)k = i ﬂ(x—l)k
k=1 ke -k
B (x—l)2 (x—1)3

Wie in Beispiel 7.29 (a) hat diese Potenzreihe in x — 1 den Konvergenzradius 1, sie konver-
giert also fiir |x— 1| < 1, d. h. fiir x € (0,2), und divergiert fiir [x — 1| > 1, also fiir x < 0 oder
x > 2. Damit ist schon einmal klar, dass die Taylor-Reihe 7y (x) fiir x > 2 sicher nicht die
urspriingliche Funktion f(x) = logx darstellt, da sie dort ja nicht einmal konvergiert. Aber
auch fiir x € (0,2) ist noch nicht klar, dass wirklich Ty (x) = f(x) gilt: Das folgende Bei-
spiel zeigt, dass eine Taylor-Reihe auch im Fall der Konvergenz nicht mit der urspriinglichen
Funktion iibereinstimmen muss.

Aufgabe 11.12. Es sei

1 ..
FIRSR xm exp(—x—z) fiir x # 0,
0 firx=0.
Zeige, dass f unendlich oft differenzierbar ist, und dass die Taylor-Reihe Tr o die Nullfunktion ist
(also insbesondere zwar iiberall konvergiert, aber auler im Nullpunkt nirgends mit f tibereinstimmt).
Skizziere auch den Graphen von f.

(Hinweis: Man zeige mit vollstandiger Induktion, dass alle Ableitungen von f in O gleich O und fiir

(x)

x # 0 von der Form % exp(— xiz) fiir gewisse Polynomfunktionen p und ¢ sind.)
Wir bendtigen also ein Kriterium, mit dem wir eine Funktion f mit ihren Taylor-Polynomen T7',
bzw. ihrer Taylor-Reihe T¢, vergleichen konnen, so dass wir letztlich nachpriifen konnen, ob eine

(konvergierende) Taylor-Reihe auch wirklich gleich der urspriinglichen Funktion ist. Dies liefert der
folgende Satz:

Satz 11.13 (Taylor-Formel). Es seien n € N, D C R ein Intervall, und f: D — R eine (n+ 1)-mal
differenzierbare Funktion. Ferner seien a,x € D. Dann gibt es ein ¢ zwischen a und x mit

f(”Jrl)(C) (x_a)n+1
(n+1)! '
Man bezeichnet f(x) — T} ,(x) auch als das Restglied des n-ten Taylor-Polynoms und schreibt es als

R} ,(%).

fO) =Tf,(x) =

Beweis. Fiir den Fall x = a ist die Aussage trivial, da dann beide Seiten der zu zeigenden Formel
gleich 0 sind. Fiir x # a behaupten wir, dass die Aussage unmittelbar aus dem Mittelwertsatz 10.23
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(b) angewendet auf die beiden Funktionen

fll('t) (x—1)+

F:D =R, t=Tf,(x) = f(t) +
und G:D—R, 1 (x—1)"!

folgt. In der Tat sind F' und G dann differenzierbar mit

F/(t):f/(t)+ (_fl([) +f//([) (x—t))_p(_f”('t) (x_t)+f’//(t) (x—t)2> +..

1! 1 1! 2!
(n) (n+1)
T
— M(x_ t)"

n!
und G'(t)=—(n+1)(x—1)"

sowie F(x) — F(a) = f(x) = T} ,(x) = R} ,(x) und G(x) — G(a) = —(x — a)"™!. Der Mittelwertsatz

10.23 (b) liefert also ein ¢ zwischen a und x mit

f("+l> c n n n n
D (o (e = a0 R
d. h. wie behauptet R;’c’a (x) = %(X —a)"*tl -

Bemerkung 11.14.

(a) Fiir n =0 ist Satz 11.13 exakt der Mittelwertsatz 10.23 (a). Wir konnen die Taylor-Formel
also auch als eine Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes auffassen.

(b) Setzen wir in der Formel aus Satz 11.13 noch den Ausdruck aus Definition 11.10 (a) ein, so
erhalten wir fiir jede (n+ 1)-mal differenzierbare Funktion f
_ f'(a) %@ fUE)
F(x)=fla)+ 1 (x—a)+~~-+T(x—a) —l—m (x—a)
=T7 ,(x) =R} ,(x)

fiir ein ¢ zwischen a und x. Das Restglied des n-ten Taylor-Polynoms hat also genau die Form
des (n+ 1)-ten Gliedes der Taylor-Reihe — bis auf den Unterschied, dass man die Ableitung
dort an einer Zwischenstelle ¢ anstatt am Entwicklungspunkt a nehmen muss.

(c) Offensichtlich gilt fiir eine unendlich oft differenzierbare Funktion f nach Satz 11.13 genau
n

dann Ty ,(x) = f(x), wenn ILm R} ,(x) = 0. Wenn man die Taylor-Reihe oder die Taylor-
’ n—oo J
Polynome mit der urspriinglichen Funktion vergleichen mochte, muss man also in irgendei-
ner Form das Restglied abschitzen. Hier sind zwei Beispiele dafiir.
Beispiel 11.15 (Restgliedabschitzung).

(a) Wenden wir Satz 11.13 auf die Taylor-Reihe der Funktion f: R.g — R, x — logx mit Ent-
wicklungspunkt a = 1 aus Beispiel 11.11 (b) an, so erhalten wir mit den dort berechneten
Ableitungen £t (x) = (—1)" xﬂl fiir jedes x € R~¢

1y Gy
n+1 c2+l

R'},l(x) =f(x)— T;l,1(x) =

fiir ein ¢, zwischen 1 und x (wir haben den Zwischenwert hier mit c¢,, statt ¢ bezeichnet, da
es natiirlich fiir jedes n ein anderer sein wird). Ist nun x € [1,2], so ist aber stets ¢, > 1 und
|x— 1| < 1, und wir erhalten die Abschétzung

1

R’ < —
| f,l(x)| SuTn
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was mit n — oo gegen 0 konvergiert. Also konvergieren die Taylor-Polynome fiir n — oo
zumindest auf [1,2] wirklich gegen die Funktion f: Es gilt

& (1! k "
logx=) —(x—1 fiir alle x € [1,2]. *
pr=) 0l [1,2] ()
Insbesondere ergibt sich damit fiir x = 2 der Wert der alternierenden harmonischen Reihe zu
= (—1)kt 1 1 1
022=) 27373

k=1
Wir werden spiter in Beispiel 12.39 (a) tibrigens noch sehen, dass die Gleichung (x) sogar
fiir alle x € (0,2] gilt (also fiir alle x, fiir die die Taylor-Reihe iiberhaupt konvergiert), aber
mit unserer bisherigen Formel fiir das Restglied aus Satz 11.13 koénnen wir das noch nicht
beweisen.

(b) Wenn wir als Ndherung einer Funktion nur an einem bestimmten Taylor-Polynom (und nicht
an der kompletten Reihe) interessiert sind, kann uns Satz 11.13 sagen, wie grof3 der Fehler
ist, den wir dabei machen. Betrachten wir z. B. die Sinusfunktion f: R — R, x > sinx, so
ist am Entwicklungspunkt 0

3

X

(wie man aus Lemma 9.13 (b) sofort abliest, denn nach Satz 11.8 ist ja jede Potenzreihe ihre
eigene Taylor-Reihe). Wegen f (5) (x) = cosx besagt Satz 11.13 fiir n = 4 nun fiir alle x € R
3

4 . X cosc s
R o(x) = sinx— (xf g) =
fiir ein ¢ zwischen 0 und x. Wenn wir nun z. B. nur an Werten x € R mit |x| < % interessiert
sind, so konnen wir diesen Ausdruck wegen |cosc| < 1 abschitzen zu

() 1
R4 < N2
\ f,o(x)| > 3840’
3

155
5!
d.h. wenn wir fiir |x| < % den Sinus durch sein viertes Taylor-Polynom x — ¢ ersetzen,

machen wir dabei einen Fehler von hdchstens ﬁ ~ (0,0003.

Aufgabe 11.16.
(a) Berechne das Taylor-Polynom Tf% , fiir die Funktion f(x) = y/x und zeige die Restgliedab-
schatzung | f(x) — T?, (x)| < 5 fiir alle x € [},3].

(b) Berechne f(19)(0) sowie das Taylor-Polynom Tflg fiir die Funktion f(x) = ioj(zxxsﬁ) .

Aufgabe 11.17. Es sei f: R — R eine zweimal differenzierbare Funktion mit f” = f sowie

f(0) = f(0) = 1. Berechne die Taylor-Reihe von f mit Entwicklungspunkt O und zeige durch eine
Restgliedabschitzung, dass f = exp die Exponentialfunktion ist.

Als weitere Anwendung der Taylor-Formel wollen wir nun noch ein einfaches hinreichendes Kri-
terium fiir lokale Extrema geben. Wir hatten bisher ja nur in Lemma 10.20 gesehen, dass an einem
lokalen Extremum, das nicht am Rand der Definitionsmenge liegt, ein kritischer Punkt vorliegen,
also die erste Ableitung verschwinden muss — dass diese Bedingung aber nicht fiir ein lokales Extre-
mum ausreicht. Mit Hilfe hoherer Ableitungen und der Taylor-Formel knnen wir nun ein Kriterium
angeben, das nahezu immer und ohne allzu gro3en Aufwand entscheiden kann, ob wirklich ein lo-
kales Extremum vorliegt oder nicht:

Satz 11.18 (Extremwertkriterium). Es seien n € Ny und f: (a,b) — R eine n-mal stetig diffe-
renzierbare Funktion. Fiir ein ¢ € (a,b) gelte f'(c) = f"(c) = --- = f""V(¢) = 0 und f" (c) #0.

(a) Ist n gerade und f") (¢) >0, so hat f in c ein isoliertes lokales Minimum.

(b) Ist n gerade und (¢) <0, so hat f in c ein isoliertes lokales Maximum.
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(c) Ist nungerade, so hat f in c kein lokales Extremum.

Beweis. Es sei ohne Beschriinkung der Allgemeinheit £ (c) > 0 (der Fall f)(c) < 0 ist analog).
Da f nach Voraussetzung stetig ist, gilt nach Bemerkung 8.8 dann sogar f () (x) > 0 in einer 8-
Umgebung von c. Die Taylor-Formel aus Satz 11.13 besagt nun, dass es fiir alle x € (¢ — §,c¢+ 0)
ein x’ zwischen c und x gibt mit

") (5’
10 -1 0 =0 ey
Wegen f'(c) = f"(c) = --- = f"=1(c) = 0 ist aber T;’;l (x) = f(c), und damit also
() ('
1@ = ste) = (e ey )

Da mit x auch X’ in (c — §,c + &) liegt, ist f”)(x’) in jedem Fall positiv. Also ist der Term (x) fiir
x€(c—8,c+06)\{c}

e immer grofer als O falls n gerade ist; in diesem Fall hat f dann also ein isoliertes lokales
Minimum in c;

e grofer als O fiir x > ¢ und kleiner als Null fiir x < ¢ wenn n ungerade ist; in diesem Fall hat
f also kein lokales Extremum in c. U

Bemerkung 11.19. Anschaulich kann man die Idee von Satz 11.18 kurz so zusammenfassen: Es sei
f eine Funktion, von der wir an einer Stelle ¢ wissen wollen, ob ein lokales Extremum vorliegt. Ist
nun die n-te Ableitung von f die erste, die am Punkt ¢ nicht verschwindet, so enthilt das Taylor-
Polynom T . nur den konstanten Term und den vom Grad n — und damit sagt uns die Idee der
Taylor-Néherung, dass in der Nihe von ¢
(n)
10~ 170 = £y + D (e

gelten sollte. Da der Ausdruck auf der rechten Seite eine einfache Potenzfunktion ist, siecht man ihm
aber natiirlich sofort sein Verhalten um den Punkt ¢ herum an: Fiir gerades n gibt es je nach Vorzei-
chen von £ (¢) ein isoliertes lokales Minimum oder Maximum, und fiir ungerades n kein lokales
Extremum. Mit dieser Idee ldsst sich tibrigens auch die Aussage des Satzes sehr leicht merken!

Aufgabe 11.20. Zeige, dass fiir jede zweimal stetig differenzierbare Funktion f: R — R die folgen-
den drei Bedingungen dquivalent sind:

(a) Fiir alle x € R gilt f”(x) > 0.
(b) Firalle x,y € Rgilt f(y) > f(x) + f'(x) - (y —x).
(c) Firallex,y e Rund A € [0,1] gilt (1 —A4)f(x)+Af(y) > f((1—A)x+Ay).

Eine Funktion, die diese Bedingungen erfiillt, heil3t konvex. Was bedeuten die drei Bedingungen
anschaulich?
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12. Integralrechnung

Als Abschluss der Analysis in einer Verdnderlichen wollen wir nach der Differentiation nun noch
die Integration betrachten. Wie auch schon im letzten Kapitel wollen wir uns dabei auf den reellen
Fall beschrinken, da sich die Integralrechnung tiber C ganz anders verhilt. In der Tat sind komplexe
Integrale (oder allgemein die komplexe Analysis) der wesentliche Inhalt der Vorlesung ,,Einfithrung
in die Funktionentheorie®, die ihr im zweiten Studienjahr horen konnt.

Die Integralrechnung kann man auf zweierlei Arten motivieren. Ist f: [a,b] — R eine reelle Funk-
tion, so konnen wir die folgenden beiden Fragestellungen betrachten:

e (Flichenberechnung) Wie grof} ist die Flache, die unter dem Graphen von f liegt (im Bild
unten links grau eingezeichnet) — oder allgemeiner, wie kann man den Flicheninhalt ge-
kriimmter Flachen berechnen?

X

b

[S Y N
=

a b a

e (Umkehrung der Differentiation) Gibt es eine differenzierbare Funktion F: [a,b] — R, deren
Ableitung F’ gleich f ist — und wenn ja, wie kdnnen wir ein solches F bestimmen? Diese
Frage hat oft auch eine anschauliche Bedeutung: Beschreibt eine Funktion z. B. die Position
eines Gegenstandes in Abhéngigkeit von der Zeit, so ist die Ableitung dieser Funktion, al-
so die lokale Positionsidnderung pro Zeiteinheit, natiirlich einfach die Geschwindigkeit des
Gegenstandes. Wenn wir von der Ableitung auf die urspriingliche Funktion zuriick schlie-
Ben wollen, mdchten wir anschaulich also aus der Kenntnis der Geschwindigkeit zu jedem
Zeitpunkt die von dem Gegenstand zuriickgelegte Wegstrecke berechnen kdnnen.

Es ist leicht einzusehen, dass diese beiden Probleme sehr eng miteinander zusammenhéngen: Be-
zeichnen wir fiir ¢ € [a,b] mit F(c) die Fliche, die iiber dem Intervall [a,c] unter dem Graphen von
f liegt, so ist F(x) — F(c) fiir x € [a,b] natiirlich gerade die Fliche unter f zwischen ¢ und x (im
Bild oben rechts grau eingezeichnet). Fiir x nahe bei c ist dies ndherungsweise eine Rechteckfliche
der Breite x — ¢ und Hohe f(c), d.h. es ist

F(x) = F(c)

F(x)—F(c)= (x—c)- f(c), und damit o

~ f(c).
Im Grenzfall x — ¢ sollte also F' = f gelten, d.h. das Problem der Flichenberechnung unter dem
Graphen einer Funktion sollte automatisch auch zur Umkehrung der Differentiation fiihren.

Wir werden uns im Folgenden zunichst in Abschnitt 12.A mit dem ersten Problem der Flidchenbe-
rechnung beschiftigen, und daraufhin dann in Abschnitt 12.B den Zusammenhang zur Umkehrung
der Differentiation herstellen.

12.A Das Riemann-Integral

Um den Flicheninhalt unter dem Graphen einer Funktion f: [a,b] — R untersuchen zu kénnen,
miissen wir natiirlich zunéchst erst einmal mit einer exakten Definition dieses Konzepts beginnen.
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Die Idee hierfiir ist einfach: Wir zerlegen das Intervall [a, b] in viele kleine Teilintervalle, und appro-
ximieren die Fldche unter dem Graphen von f durch Rechteckflachen iiber diesen Teilintervallen,
indem wir wie im Bild unten als Hohe der Rechtecke einmal das Minimum und einmal das Maximum
von f auf den betrachteten Teilintervallen wihlen. Auf diese Art erhalten wir leicht zu berechnen-
de Flichen, die im Fall des Minimums etwas kleiner und im Fall des Maximums etwas grofer als
die gesuchte Fliche sind. Wenn wir die Zerlegung in die Teilintervalle immer feiner machen (wie
z.B. im Bild unten rechts), sollten diese Flichen dann von unten bzw. oben gegen den gesuchten
Flicheninhalt unter dem Graphen von f konvergieren.

f() f(x) f(x)

- — X , — X - — X

a b a b a ) b

Untersumme Obersumme Verfeinerung der
Untersumme

Wir wollen diese Idee nun mathematisch exakt definieren. Um die Theorie moglichst allgemein zu
halten, wollen wir uns dabei nicht auf stetige Funktionen beschrinken. Dies heif3t natiirlich, dass f
auf den betrachteten Teilintervallen nicht mehr notwendig ein Minimum und Maximum hat (siehe
Satz 8.24), sondern dass wir im Allgemeinen nur ein Infimum und Supremum erhalten — und das
auch nur dann, wenn wir voraussetzen, dass f beschrinkt ist.

Definition 12.1 (Zerlegungen, Unter- und Obersummen). Es sei f: [a,b] — R eine beschrénkte
Funktion.

(a) Eine endliche Teilmenge Z = {xo,x1,...,X,} von Punkten in [a,b] mit a,b € Z bezeichnen
wir als eine Zerlegung des Intervalls [a,b]. Wir vereinbaren, dass wir in dieser Schreibweise
die xo,...,x, immer so anordnen wollen, dass a = xg < x; < --- < x,, = b gilt. Sind Z,Z’
zwei Zerlegungen von [a,b] mit Z C Z', so nennen wir Z’ eine Verfeinerung von Z.

(b) Ist Z = {xo,...,x,} eine Zerlegung von [a, b], so heilit

-

Il
-

US(f,Z):=) (xi—xi—1)-inf f([xi—1,x;]) die Untersumme, und analog

N

OS(f,Z2) =) (xi—xi—1)-sup f([xi—1,x;]) die Obersumme

Il
—_

von f beziiglich Z.

Beispiel 12.2. Wir betrachten die Funktion f: [0, 1] — R, x + x, und fiir
gegebenes n € N+ die Zerlegung Z,, = {0, %, %, ..., 1}. Natiirlich ist das
Supremum von f auf einem Teilintervall [%, ﬂ genau der Funktions-
wert é an der rechten Intervallgrenze, und damit ist die Obersumme von
f beziiglich Z, (also die fiir den Fall n = 5 im Bild rechts eingezeichnete

graue Fliche) gleich

oq i—1 i I & 331 nn+1) n+41l |
e M ) B D N R TR P
= 1= 3

Analog miissen wir fiir die Untersumme jeweils den Funktionswert % an der linken Intervallgrenze
nehmen, und erhalten

us(rzy=y (L) o Dy =

i=1 i

n

(n—1)n _n—1

. 1
i=—- )
n? 2 2n

0
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Lemma 12.3 (Eigenschaften von Unter- und Obersummen). Es seien f: [a,b] — R eine beschrdnkte
Funktion und Z,Z' zwei Zerlegungen von |a,b]. Dann gilt:

(a) Ist Z' eine Verfeinerung von Z, so ist US(f,Z') > US(f,Z) und OS(f,Z') < OS(f,Z).

(b) US(f,Z) <OS(f,Z)).

Beweis.

(a) Da jede Verfeinerung von Z durch endliches Hinzufiigen von weiteren Unterteilungspunkten
entsteht, geniigt es, den Fall zu betrachten, dass Z’ durch Hinzufiigen eines weiteren Punktes
aus Z entsteht, also dass Z = {xo,...,x,} und Z' = {xp,x1,...,%_1,%, X, ..., %, } ist. Nach
Definition ist dann

US(f,Z") =} (xi—xi—1) -inf f([x;1,x])
i+k
+ (& —xg1) - inf f([re-1,2]) + (o —x) - inf ([, x0]).
In dieser Summe sind nun die beiden Infima in der zweiten Zeile groBler oder gleich dem
Infimum der groBeren Menge f([xx_1,x¢]). Also erhalten wir wie gewiinscht

US(f,2') > Y (5 —xi1) -inf f([xio1,x]) + (i —x1) -inf (1)) = US(£,Z).
ik
Die Aussage liber die Obersumme beweist man natiirlich analog.
(b) Da ZUZ' eine gemeinsame Verfeinerung von Z und Z' ist, erhalten wir mit (a)
US(f.2) <US(f,2UZ') < 0S(f,ZUZ') < OS(f.Z),
wobei die mittlere Ungleichung gilt, weil das Infimum einer Menge immer kleiner oder

gleich dem Supremum ist. g

Aufgabe 12.4. Es scien f,g: [a,b] — R zwei beschrinkte Funktionen, Z eine Zerlegung von [a, b]
und ¢ € R>. Man zeige:

(a) OS(f+g,Z) <OS(f,Z) +
(b) OS(Cf7 )*C OS(f, )
(c) OS(|f1,2) - US(|f1,2) < OS(f,Z) - US(f,Z).

05(¢,2);

Lemma 12.3 (b) besagt insbesondere, dass jede Obersumme eine obere Schranke fiir alle Unter-
summen ist. Die Menge aller Untersummen ist also nach oben beschrinkt. Wir konnen damit das
Supremum aller Untersummen (und genauso das Infimum aller Obersummen) bilden:

Definition 12.5 (Unter- und Oberintegral). Es sei f: [a,b] — R beschriinkt. Dann heift
UI(f) := sup {US(f,Z) : Z Zerlegung von [a,b]} das Unterintegral, und analog
OI(f) :=inf {OS(f,Z) : Z Zerlegung von [a,b]}  das Oberintegral

von f.

Anschaulich bedeutet dies im Fall des Unterintegrals einfach, dass wir — wie in der Einleitung zu
diesem Abschnitt erklédrt — versuchen, die Untersummen (durch fortgesetztes Verfeinern der Zerle-
gungen) moglichst grof} zu machen, so dass wir uns letztlich immer mehr dem eigentlich gesuchten
Flacheninhalt unter dem Graphen von f nidhern. Das Supremum dieser Untersummen, also das Un-
terintegral, sollte demnach bereits der gesuchte Flicheninhalt unter dem Graphen von f sein. Das
gleiche gilt natiirlich auch fiir das Oberintegral, so dass wir insgesamt erwarten wiirden, dass Unter-
und Oberintegral iibereinstimmen und gleich dem gesuchten Flidcheninhalt sind.

Leider ist dies unter den schwachen Voraussetzungen, die wir bisher an f gestellt haben, im Allge-
meinen nicht der Fall, wie wir gleich in Beispiel 12.9 (d) sehen werden. Fiir beliebiges f erhalten
wir zunédchst nur die folgende Ungleichung.

Lemma 12.6. Fiir jede beschrinkte Funktion f: [a,b] — R gilt UI(f) < OI(f).
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Beweis. Angenommen, es wire UI(f) > OI(f). Wir wihlen dann eine beliebige Zahl ¢ € R mit
UI(f) > ¢ > OI(f). Da UI(f) die kleinste obere Schranke fiir die Untersummen ist, ist ¢ keine obere
Schranke mehr, d. h. es gibt eine Zerlegung Z von [a,b] mit US(f,Z) > c. Analog finden wir auch
eine Zerlegung Z' von [a,b] mit OS(f,Z’) < c. Dann ist im Widerspruch zu Lemma 12.3 (b) aber
US(f,Z) > ¢ > OS(f,Z)). O

Definition 12.7 (Integrierbarkeit). Es sei f: [a,b] — R beschriinkt. Gilt dann UI(f) = OI(f), so
nennen wir f (Riemann-)integrierbar, und definieren das Integral von f als diesen Wert

[ reai= i) = o),

Bemerkung 12.8.

()

(b)

Die Schreibweise |, ab f(x)dx ist an die Differentialschreibweise aus Notation 10.14 angelehnt
und soll andeuten, dass man sich das Integral entsprechend unserer Konstruktion anschau-
lich als eine ,,unendliche Summe kleiner Rechteckflichen vorstellen kann. Dabei steht das
Integralzeichen [ als stilisiertes S weiterhin fiir eine Summe, und die aufsummierten Recht-
ecke haben die Hohe f(x) und Breite dx (siehe Notation 10.14), also die Fliche f(x)dx. Die
Integrationsvariable x ist damit analog zur Laufvariablen in einer Summe und kann daher
auch durch einen anderen Buchstaben ersetzt werden, darf aber natiirlich nicht gleichzeitig
noch fiir etwas anderes (z. B. die Ober- oder Untergrenze) verwendet werden: Ein Ausdruck
z.B. der Form [ f(x)dx ergibt keinen Sinn, genauso wenig wie eine Summe Y!_, aj.

Es gibt mehrere Arten, den Flacheninhalt unter dem Graphen einer Funktion zu definieren.
Neben der hier behandelten Riemannschen Integrationstheorie iiber Unter- und Obersum-
men, die wohl die einfachste Herangehensweise ist, ist die ,,zweitwichtigste® Moglichkeit
das sogenannte Lebesgue-Integral, das zwar komplizierter zu definieren ist, dafiir aber all-
gemeiner ist in dem Sinne, dass eine groere Klasse von Funktionen integrierbar wird. Wir
werden in dieser Vorlesung jedoch nur die Riemannsche Integrationstheorie behandeln und
daher statt von Riemann-Integrierbarkeit einfach immer nur von Integrierbarkeit reden. Die
Lebesguesche Integrationstheorie konnt ihr im zweiten Studienjahr in der Vorlesung ,,Maf3-
und Integrationstheorie® kennenlernen.

Beispiel 12.9.

(a)

(b)

Ist f(x) = ¢ (mit ¢ € R) eine konstante Funktion, so sind die Infima und Suprema von f
auf allen Teilintervallen gleich ¢. Damit ist dann US(f,Z) = OS(f,Z) = ¢ (b — a) fiir alle
Unterteilungen Z und somit auch UI(f) = OI(f) = ¢(b — a). Also ist f integrierbar mit
/ f f(x)dx = c(b—a) (was natiirlich auch genau der Flidcheninhalt fiir x € [a, ] unter dem
Graphen von f ist).

Wie in Beispiel 12.2 betrachten wir noch einmal die Funktion f: [0, 1] — R, x + x mit den

Zerlegungen Z, = {0, %7 ..., 1}. Da das Unterintegral nach Definition eine obere Schranke
fiir alle Untersummen (und analog das Oberintegral eine untere Schranke fiir alle Obersum-

men) ist, folgt aus der Rechnung von Beispiel 12.2 sowie Lemma 12.6

n—1 n+1
= = US(f,2,) S UI(f) OI(f) <OS(f,2) = "=,

und damit durch Grenzwertbildung n — o nach Satz 5.24 (a)

< UI(f) <OI(f) <

N =
N =

d.h. UI(f) = OI(f) = 3. Also ist f integrierbar mit fol f(x)dx = } — was anschaulich ja
auch die Dreiecksfliche unter dem Graphen von f ist.
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(c) Essei f die (unstetige) Funktion f(x)
. le-,
1 firx=0 |
F001] 5 R, x e .
0 fiirx>0. :
Fiir die gleiche Zerlegung Z, = {0, %, %, ..., 1} wie in (b) ist :
diesmal US(f,Z,) =0 und OS(f,Z,) = % (im Bild rechts ist S x
die Obersumme eingezeichnet). Also folgt wieder 1 1

0=US(/,2,) < UI(f) < OI(f) < OS(.2,) = 1,

und damit wie in (b) durch Grenzwertbildung fiir n — oo
0<UI(f) <OI(f) <0 = UI(f)=0I(f) =0.

Damit ist f integrierbar mit fol f(x)dx =0 — was auch anschaulich einleuchtend ist, denn
unter dem einen Punkt, an dem der Funktionswert gleich 1 ist, liegt ja kein Fldcheninhalt
grofBer als Null.

(d) Wir betrachten die Funktion

1 firxeQ@,

I [O,l}—>R,xn—>{0 firx ¢ Q.

Da in jedem Teilintervall von [0, 1] nach Aufgabe 5.36 sowohl rationale als auch irrationale
Zahlen liegen, ist auf jedem solchen Teilintervall das Infimum von f gleich 0 und das Su-
premum gleich 1. Damit folgt US(f,Z) = 0 und OS(f,Z) = 1 fiir jede Zerlegung Z, d. h. es
ist auch UI(f) = 0 und OI(f) = 1. Also ist f nicht integrierbar — mit unseren Definitionen
konnen wir den Fldcheninhalt unter dem Graphen von f nicht sinnvoll definieren.

Aufgabe 12.10. Zeige durch eine explizite Berechnung von Ober- und Untersummen, dass

a a 1
(a) / fdx=¢e*—1 (b) / Xdx = ——a"*!
0 0 n+1
fiir alle a € R+ und n € N. (Hinweis: Aufgabe 4.11 ist fiir (b) niitzlich.)

Bevor wir die wichtigsten Eigenschaften integrierbarer Funktionen untersuchen, wollen wir zunéchst
noch ein einfaches Kriterium fiir die Integrierbarkeit beweisen, das implizit auch bereits in unseren
Rechnungen von Beispiel 12.9 versteckt ist.

Lemma 12.11 (Riemannsches Integrabilititskriterium). Es sei f: [a,b] — R eine beschrinkte
Funktion.

(a) f ist genau dann integrierbar, wenn es zu jedem € > 0 eine Zerlegung Z von [a,b] gibt mit
0S(f,Z) — US(f,Z) < «.

(b) f ist genau dann integrierbar mit Integral jf f(x)dx =c, wenn es zu jedem € > 0 Zerlegun-
gen Z und Z' von |a, b gibt mit OS(f,Z) < c+ € und US(f,Z') > c—¢.

Beweis.

»=“ Es sei f integrierbar mit fah f(x)dx = UI(f) = OI(f) = c. Da OI(f) nach Definition die
grofite untere Schranke fiir die Obersummen von f ist, ist ¢ + % keine untere Schranke mehr,
d. h. es gibt eine Zerlegung Z von [a,b] mit OS(f,Z) < c+ §. Analog gibt es eine Zerlegung
Z' von [a,b] mit US(f,Z') > ¢ — £, was bereits (b) zeigt. AuBerdem erfiillt die Zerlegung
ZUZ' dann auch die Eigenschaft von (a), denn nach Lemma 12.3 (a) ist

! / , € £ .
0S(f,ZUZ')—US(f,ZUZ') <0S(f,Z) — US(f,Z') < (c—|—§> - (c— E) —¢.
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<= Fir Teil (a) haben wir zu jedem € > 0 eine Zerlegung Z wie in der Voraussetzung, und damit

OI(f) —UI(f) <OS(f,Z) —US(f,Z) < ¢
da das Ober- bzw. Unterintegral eine untere bzw. obere Schranke fiir die Ober- bzw. Unter-

summen sind. Nimmt man hier den Grenzwert fiir € — 0, so ergibt sich OI(f) — UI(f) <0,
mit Lemma 12.6 also OI(f) = UI(f). Damit ist f dann integrierbar.

Fiir Teil (b) gibt es stattdessen fiir jedes € > 0 Zerlegungen Z und Z’ von [a, b] mit
c—e <US(f,Z') <UI(f) <OI(f) <OS(f,Z) < c+e,

woraus im Grenzfall € — 0 die Ungleichungskette ¢ < UI(f) < OI(f) < ¢ folgt, d. h. f ist
integrierbar mit Integral c. 0

Als erste Anwendung dieses Kriteriums wollen wir nun untersuchen, wie die Integrierbarkeit mit
der Stetigkeit einer Funktion zusammenhingt. Dazu haben wir in Beispiel 12.9 (c) schon gesehen,
dass integrierbare Funktionen nicht notwendig stetig sein miissen. Die Umkehrung ist jedoch immer
richtig:

Satz 12.12. Ist f: [a,b] — R stetig, so ist [ auch integrierbar auf |a,D).

Beweis. Nach Satz 8.22 ist f beschrinkt, so dass wir also die Begriffe dieses Kapitels anwenden
konnen. Wir zeigen die Integrierbarkeit von f mit dem Kriterium aus Lemma 12.11 (a).

Es sei also € > 0 gegeben. Da f auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b] stetig ist, ist f dort nach Satz
8.46 sogar gleichmiBig stetig. Es gibt also ein & > 0, so dass | f(y) — f(z)| < 3% fii Z € [a,b]
mit |y —z| < 8. Wir wihlen nun eine Zerlegung Z = {xo, .. .,x,} von [a,b] mit x; —x;_; < & fiir alle
i, d. h. alle Teilintervalle sollen kiirzer als J sein. Dann gilt

n

OS(f,2)—US(f,2) =Y (xi—xi—1) - (sup f([xi—1,x]) —inf f([xi_1,x]))-

i=1

Als stetige Funktion nimmt f auf jedem Teilintervall [x;_;,x;] nach Satz 8.24 an einer Stelle y; ein
Maximum und an einer Stelle z; ein Minimum an. Da y; und z; beide im Intervall [x;_1,x;] liegen,
dessen Linge ja kleiner als § ist, ist natiirlich auch |y; —z;| < 8 und damit |f(y;) — f(z;)| < 5% nach

Wahl von 6. Wir konnen oben also weiterrechnen und erhalten
n

OS(f,2) =US(f,Z) = ) (xi —xi-1) - (f () = f(z1)) <

i=1

-

Il
-

(Xi —xi—1) - =&,

b—a
woraus nun mit Lemma 12.11 (a) die Behauptung folgt. O

Als Nichstes wollen wir die wichtigsten elementaren Eigenschaften von integrierbaren Funktionen
herleiten.

Satz 12.13 (Eigenschaften des Integrals). Es seien f,g: [a,b] — R integrierbare Funktionen. Dann
gilt:

(a) f+ g ist ebenfalls integrierbar auf [a,b), und es gilt

/ah(f(x)+g(x))dx: /abf(x)dx—k/abg(x)dx

(b) Fiir alle c € Rist ¢ f ebenfalls integrierbar auf [a,b), und es gilt

/abcf(x)dx:c~/abf(x)dx.

(©) Ist f < g d. h f(x) < g(x) fiir alle x € [a,b], so ist /bf(x) dx < /hg(x) dx.

(d) |f|ist ebenfalls integrierbar auf [a,b], und es gilt die Dreiecksungleichung

/f )dx| < /|f )| dx.
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Beweis. Wir verwenden das Riemannsche Integrabilitétskriterium aus Lemma 12.11.

(@)

(b)

©

(d)

Da f und g integrierbar sind, gibt es fiir alle £ > 0 nach Lemma 12.11 (b) Zerlegungen Z
und Z’ von [a,b] mit

b b
< / fx) dx+§ und 0S(g, 7)) < / g(x)dx+ ;
a a

Nach Aufgabe 12.4 (a) und Lemma 12.3 (a) folgt daraus
OS(f+g,ZUZ') <0OS(f,ZUZ')+0S(g,ZUZ') <OS(f,Z)+0S(g,Z')

/ dx+/] X)dx+e.

Analog finden wir fiir die Untersummen Zerlegungen Z und Z’ mit

US(f+¢,ZUZ') > /bf(x)der/bg(x)dxfs.

Die Behauptung folgt nun aus Lemma 12.11 (b) angewendet auf f + g.

Fiir ¢ = 0 ist die Aussage trivial. Es sei nun ¢ > 0. Zu gegebenem € > 0 gibt es dann wieder
eine Zerlegung Z von [a,b] mit OS(f,Z) < f;’ f(x)dx+ £. Damit folgt aus Aufgabe 12.4 (b)
dann

b
0S(c f,Z) = c-0S(f,Z) < ¢- / Flo)dx+e.
a
Eine analoge Abschitzung bekommen wir natiirlich auch wieder fiir die Untersummen. Da-
mit folgt die Behauptung fiir ¢ > 0 aus Lemma 12.11 (b).

Fiir ¢ < 0 ergibt sich die Behauptung genauso aus der analog zu zeigenden Aussage
OS(cf,Z)=c-US(f,2).

Aus f < g folgt sofort OS(f,Z) < 0S(g, Z) fiir jede Zerlegung Z, und damit durch Ubergang
zum Infimum iiber alle Z auch fuhf(x) dx=0I(f) <OI(g) = f:g(x) dx

Wir zeigen zunéchst die Integrierbarkeit von | f|. Dazu sei wieder € > 0 gegeben; nach Lem-
ma 12.11 (a) kénnen wir eine Zerlegung Z von [a,b] wihlen mit OS(f,Z) —US(f,Z) < &
Mit Aufgabe 12.4 (c) folgt dann aber auch

OS(|f],2) = US(|f,Z2) <OS(f,Z) - US(f,2) <&

und damit ist | f| nach Lemma 12.11 (a) integrierbar. Die Abschétzung des Integrals erhalten
wir nun aus (c): Wegen f < |f| und —f < |f] ist sowohl

/ahf(x)dxg/;|f(x)|dx als auch —/ahf(x)dx@/ab—f(x)dxg/ab|f(x)|dx,

woraus sich die Behauptung ergibt, da ] fab f(x) dx’ in jedem Fall eine dieser beiden linken
Seiten ist. U

Eine weitere sehr anschauliche Eigenschaft von Integralen ist die sogenannte Additivitit: fiir jede
Zwischenstelle ¢ € (a,b) ist die Fliche unter dem gesamten Graphen von f: [a,b] — R gleich der
Summe der Fldchen von a bis ¢ und von c¢ bis b.

Satz 12.14 (Additivitit des Integrals). Es seien f: [a,b] — R
eine Funktion und ¢ € (a,b). Ist f dann sowohl auf [a,c] als
auch auf [c,b] integrierbar, so auch auf [a,b), und es gilt

/f dx—/ dx+/
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Beweis. Der Beweis ist sehr dhnlich zu dem von Satz 12.13 (a). Es sei € > 0 gegeben. Da f auf [a, c]
und [c, b] integrierbar ist, gibt es Zerlegungen Z bzw. Z' dieser beiden Intervalle, so dass

OS(fla.-2 /f dx+f und OS(flje),Z /f dx+—

Die Obersumme von f beziiglich der Zerlegung Z U Z’ ist dann offensichtlich gerade die Summe
dieser beiden Teilobersummen, d. h. wir haben

c b
0S(f,2UZ') = OS(flj0:Z) + OS(flicp 7)) < / F)dx+ / F)dxte,

und eine analoge Aussage auch genauso fiir die Untersummen. Damit folgt die Behauptung aus
Lemma 12.11 (b). U

Notation 12.15 (Integrale mit vertauschten Grenzen). Bisher haben wir Integrale |, ab f(x)dx nur fiir
a < b definiert. Ist hingegen a > b, so vereinbaren wir die Notation

/ " fx)di= - | reax )

wenn f auf [b,a] integrierbar ist. Dies hat den Vorteil, dass die Formel aus Satz 12.14 (im Fall der
Integrierbarkeit) dann nicht nur fiir a < ¢ < b, sondern fiir beliebige a,b,c gilt: Ist z.B. a < b < c,

so ist nach Satz 12.14
c b c
| r@ax= [ rwdax+ [ rwax

was (durch Subtraktion von [; f(x)dx auf beiden Seiten) mit der Konvention (x) wieder die gleiche

Form b ,
[ rax= [ rwaxs [ rioax

Beispiel 12.16 (Stiickweise stetige Funktionen). Es sei f: [a,b] — R eine Funktion. Wir nennen
einen Punkt ¢ € [a, D] eine Sprungstelle von f, wenn die drei Zahlen

wie in Satz 12.14 hat.

- i fx)

lim f(x), limf(x) und f(c) .

x<c x>c !
existieren, aber nicht alle gleich sind (falls ¢ einer der Randpunkte ! i !
des Intervalls ist, gibt es den Grenzwert natiirlich nur von einer s :(_/QI '
der beiden Seiten). Man nennt f stiickweise stetig, wenn [ wie . { ! X
im Bild rechts stetig bis auf endlich viele Sprungstellen ist. \ \ ! DX
Eine solche stiickweise stetige Funktion ist stets integrierbar: a X1 X b

(a) Es seien a = xp < x1 < --- < x, = b die Sprungstellen und Randpunkte des Definitions-
intervalls. Auf jedem Teilintervall [x;_;,x;] fir i = 1,...,n ist f dann eine stetige Funktion
mit evtl. abgeédnderten Funktionswerten an den Réndern, also die Summe aus einer stetigen
Funktion und geeigneten Vielfachen der ,,Sprungfunktionen‘

1 firx =Xi—1,
0 firx>x;_

1 fiirx =x;,

[x,'_l,x,'] — R, X =
0 fiirx < x;.

und [x,'_l,x,'] —>R, X = {

Da eine stetige Funktion und diese Sprungfunktionen nach Satz 12.12 und Beispiel 12.9 (c)
integrierbar sind, ist nach Satz 12.13 (a) und (b) auch f] lv;_1,x;) Integrierbar.

(b) Nach der Additivitit aus Satz 12.14 ist f damit auch auf [a, b] integrierbar.
Aufgabe 12.17. Zeige, dass die folgenden Funktionen integrierbar sind:

(a) eine beliebige monotone Funktion f: [a,b] — R;
sin % fiir x # 0,

(b) f: [—l,l]—)R,x»—){O fiir x — O:
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L fiir x € Q mit gekiirzter Darstellung x = g fiir p € Nund g € N5,

. q
© f: [0,1}_>va'_>{0 fiir x € R\Q.

Aufgabe 12.18. Fiir eine Zerlegung Z = {xo, ..., x;} eines Intervalls [a, b] definieren wir die Feinheit

1(Z) als den groften Abstand max{x; —x;_; : i =1,...,k} zwischen zwei benachbarten Punkten von

Z.

Es seien nun eine Folge (Z,) von Zerlegungen Z, = {x,0,...,Xnk, } von [a,b] mit lim [(Z,) =0
' n—soo

sowie Zwischenpunkte &, ; € [x,;1,%,;] firn € Nund i = 1,... k, gegeben. Zeige, dass dann fiir

jede stetige Funktion f: [a,b] — R
kn

b

[ r@dx=lim Y. (= v0i1) £
a i

gilt, also dass man das Integral statt mit Ober- und Untersummen auch mit einer beliebigen ,,Zwi-

schensumme** berechnen kann.

12.B Stammfunktionen

Unsere bisherigen Ergebnisse erlauben es uns zwar, von vielen Funktionen die Integrierbarkeit nach-
zuweisen, aber noch nicht, den Wert des Integrals dann auch explizit zu berechnen. Wie wir in der
Einleitung dieses Kapitels schon motiviert haben, ist das zentrale Resultat fiir solche Berechnun-
gen die Aussage, dass die Integration die Umkehrung der Differentiation ist. Um dies zu zeigen,
benotigen wir zur Vorbereitung noch einen kleinen und sehr anschaulichen Hilfssatz.

Satz 12.19 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Es sei f(x)
f: [a,b] = R eine stetige Funktion. Dann gibt es einen Punkt ~— Mt ---------—-- -
¢ € [a,b] mit

[ reoas=se)-o-a USRS~ i

(d. h. die Fldche unter dem Graphen ist wie im Bild rechts gleich mr
der Fliche eines Rechtecks, dessen Hohe ein Funktionswert f(c)
auf dem betrachteten Intervall ist).

q | K U
T o RN
=

1
|
!
[
[
It

a

Beweis. Nach Satz 8.24 nimmt f als stetige Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall ein Ma-
ximum M und Minimum m an. Also folgt aus Beispiel 12.9 (a) und Satz 12.13 (c)

m(bfa):/abmdxg/abf(x)d)cg/abde:M(bfa)7

und damit ,
1 n
m< / F(x)dx <M.
b —d a
Da f stetig ist, gibt es nun nach dem Zwischenwertsatz 8.20 ein ¢ € [a,b] mit f(c) = ;1 fab f(x)dx
— was genau die Behauptung war. 0

Bemerkung 12.20. Mit Notation 12.15 gilt die Gleichung | : F(x)dx = f(c) (b— a) fiir ein ¢ zwi-
schen a und b auch fiir den Fall a > b: Anwenden des Mittelwertsatzes 12.19 auf das Intervall [b,a]
liefert dann zuniichst [;' f(x)dx = f(c) (a —b), woraus wir aber durch Multiplikation mit —1 wieder

die Form jf f(x)dx = f(c) (b— a) erhalten kénnen.

Satz 12.21 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Es sei f: [a,b] — R eine stetige
Funktion. Dann ist die Funktion

F [a,b]—>R,x|—>/xf(t)dt

(bei der wir also das Integral von f berechnen und dabei die Obergrenze als Variable nehmen)
differenzierbar mit F' = f.
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Beweis. Wir zeigen die Differenzierbarkeit von F in einem Punkt ¢ € [a, b] mit dem Folgenkriterium.
Es sei also (x,), eine beliebige Folge in [a,b]\{c} mit x, — ¢. Dann gilt fiir alle n

Fo)=Fe)= [ faydr= [ fie)a

Xn
:/ f(@)dt (Satz 12.14 bzw. Notation 12.15)
c
= f(zn) (xn— ) (Satz 12.19 bzw. Bemerkung 12.20)

fiir ein z,, zwischen c und x,. Beachte, dass wegen x, — ¢ auch z, — ¢ gilt, da z,, ja immer zwischen
cund x, liegt. Da f stetig ist, haben wir damit

L Fln) —F ()

n—oo Xp —C

= lim /(1) = /(¢)

nach dem Folgenkriterium fiir Stetigkeit aus Satz 8.11 (b). Wiederum nach dem Folgenkriterium
gemdl Satz 8.11 (a) bedeutet dies nun aber gerade wie gewiinscht

F'(¢c) =lim Fo=Flo) _ f(c). O

X—C X—C
Beispiel 12.22. Die Voraussetzung der Stetigkeit im Hauptsatz 12.21 ist wirklich notwendig: Be-
trachten wir z. B. noch einmal die unstetige Funktion

ron-r sy e
aus Beispiel 12.9 (c), so ist hier
Fx) = /Oxf(t)dt —0 firallexe[0,1].
Diese Funktion ist zwar differenzierbar, hat als Ableitung jedoch die Nullfunktion und nicht f.

Fiir die Integralberechnung benotigen wir also Funktionen, deren Ableitung die urspriinglich gege-
bene Funktion ist. Wir geben solchen Funktionen daher einen besonderen Namen. Wegen Beispiel
12.22 beschrianken wir uns dabei auf stetige Funktionen.

Definition 12.23 (Stammfunktionen). Es seien D C R ein Intervall und f: D — R eine stetige Funk-
tion. Dann heiBt eine differenzierbare Funktion F: D — R mit F’ = f eine Stammfunktion von f.

Folgerung 12.24 (Integralberechnung mit Stammfunktionen). Es sei f: [a,b] — R eine stetige
Funktion. Dann gilt:

(a) f besitzt eine Stammfunktion.

(b) Sind F und G zwei Stammfunktionen von f, so unterscheiden sich diese nur um eine additive
Konstante, d. h. es gibt einc e Rmit F — G =c.

(c) Ist F eine Stammfunktion von f, so gilt

/abf(x)dx:F(b)—F(a).

Beweis.

(a) folgt unmittelbar aus Satz 12.21: Die dort angegebene Funktion x — [ f(r)dt ist eine
Stammfunktion von f.

(b) Nach Voraussetzung ist (F —G)' = F' — G’ = f — f = 0. Damit ist F — G nach Folgerung
10.24 (c) konstant.

(c) Nach dem Hauptsatz 12.21 sind sowohl F als auch x — [ f(¢)dt Stammfunktionen von f.
Also gibt es nach (b) eine Konstante ¢ € R mit

F(x)—/axf(t)dt:c
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fiir alle x € [a, b]. Einsetzen von x = a liefert F (a) = ¢, und damit

Fx) - F(a) :/ F(0)dt.

a

Fiir x = b ergibt sich nun die Behauptung. 0
Notation 12.25 (Unbestimmte Integrale). Man schreibt die Differenz F(b) — F(a) in Folgerung
12.24 (c) oft auch als [F (x)]i: oder F(x )‘b (wenn die Integrationsvariable aus dem Zusammen-

hang klar ist, auch als [F (x)} oder F(x ‘ ), und die dortige Gleichung damit als

[ = [Feo)

Da dies fiir beliebige Integrationsgrenzen a und b gilt, vereinfacht man diese Notation oft noch
weiter und schreibt gemal Folgerung 12.24 einfach

[ edr=F), )

fir die Aussage, dass F' eine Stammfunktion von f ist. Man bezeichnet dies dann auch als ein
unbestimmtes Integral. Beachte aber, dass (x) nur eine symbolische Schreibweise ist, die erst nach
dem Einsetzen von Grenzen zu einer echten Gleichheit in R wird! Dies kann man alleine schon
daran sehen, dass x von der Notation her auf der linken Seite eine Integrationsvariable ist, auf der
rechten Seite aber wie eine freie Variable aussieht (siehe Bemerkung 12.8 (a)). Auflerdem ist mit
z.B. auch F + 1 eine Stammfunktion von f, d. h. wir konnen sowohl

/f(x) dx=F(x) als auch /f Ydx = F(x)+
schreiben — was natiirlich sofort zum Widerspruch F(x) = F(x) + 1 fithren wiirde, wenn man dies

als echte Gleichungen von Funktionen betrachten diirfte.

Beispiel 12.26. Wir konnen nun viele Integrale konkret berechnen, indem wir vom Integranden eine
Stammfunktion suchen:

(@) Ist f(x) =xfireina € R\{—1},soist F(x) = ﬁx‘l“ nach Beispiel 10.28 (d) eine Stamm-
funktion von f, d. h. mit Notation 12.25 gilt

" 1
/x“dx: +1xa+l fiir a # —1.
. a

Konkret konnen wir damit z. B. das Integral aus Beispiel 12.9 (b) auch ohne komplizierte
Berechnung von Ober- und Untersummen bestimmen: Es ist einfach

! 1,1 1 1 1
de=|-x*| =--12-2.0"=_.
/oxx {fko 2 T2 2

(b) Fiir a = —1 ist die Formel aus (a) natiirlich nicht anwendbar. Wir haben aber gliicklicherwei-
se mit dem Logarithmus schon eine Funktion kennengelernt, deren Ableitung nach Beispiel
10.28 (c) gleich % ist: Es ist also

1
/ —dx =logx
X

fiir Integrationsintervalle in R+ (so dass der Logarithmus dort definiert ist). Falls das Inte-
grationsintervall in Rq liegt, konnen wir als Stammfunktion log(—x) nehmen, denn auch
die Ableitung dieser Funktion ist ja gleich % Insgesamt ist damit

1
/fdx:10g|x|.
J X

(c) Durch die Ableitungen der speziellen Funktionen, die wir in Beispiel 10.28 berechnet haben,
sehen wir genauso z. B.

/exdx =e", /cosx dx = sinx und /sinx dx = —cosx.
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Nach der Einfithrung von Stammfunktionen wollen wir unseren Integralbegriff nun noch etwas er-
weitern. Bisher konnten wir Integrale nur auf abgeschlossenen Intervallen [a,b] im Definitionsbe-
reich des Integranden berechnen. Oft treten allerdings Fille auf, in denen eine oder beide Integra-
tionsgrenzen entweder nicht mehr im Definitionsbereich liegen oder aber gleich +eo sind. Auch in
diesen Fillen kann man durch eine einfache Grenzwertbildung das Integral definieren.

Definition 12.27 (Uneigentliche Integrale).

(a)

(b)

Es sei f: [a,b) — R eine reelle Funktion (wobei der Fall b = oo zugelassen ist). Wir nehmen
weiterhin an, dass f auf jedem abgeschlossenen Intervall [a,c] mit a < ¢ < b integrierbar ist.
Existiert dann der Grenzwert

b c
/ F(x)dx = Tim / f)dx  eRU{Zoo},
a c—b Jg
c<b
so nennen wir ihn das uneigentliche Integral von f auf [a, b). Liegt dieser Grenzwert zusiitz-
lich in R, so heiBt das uneigentliche Integral | ah f(x)dx konvergent, andernfalls divergent.
Analog definiert man uneigentliche Integrale im Fall f: (a,b] — R.

Es sei nun f: (a,b) — R, wobei die Fille a = —oo bzw. b = o wieder zugelassen sind. Fiir
ein ¢ € (a,b) setzen wir dann

/ahf(x)dx - /acf(x)dx+/cbf(x) dx,

sofern die rechte Summe (von zwei uneigentlichen Integralen gemih (a)) in RU {+oo} exis-
tiert. Beachte, dass diese Summe dann wegen der Additivitit des Integrals aus Satz 12.14
nicht von der Wahl des Zwischenpunktes ¢ abhéngt. Wie im Fall (a) spricht man auch hier
von einem (beidseitig) uneigentlichen Integral bzw. von der Konvergenz oder Divergenz die-
ses Integrals.

Beispiel 12.28.

(a)

Fiir a € Roo\{1} ist

1 1 1 1
/ —dx=1lim [ —dx=1lim P lim (1 —¢'79)
0 x4 c—0Jeo X ¢c—0 —a ¢ 1—a c—0
>0 c>0 >0

_ ﬁ fira <1,
00 fira > 1.
Das uneigentliche Integral konvergiert also genau fiir a < 1. Anschaulich bedeutet dies, dass
die Fliche von O bis 1 unter dem Graphen von x — Xia in diesem Fall (wie im Bild unten
links fiir a = % dargestellt) endlich ist, obwohl sie nach oben eine unendliche Ausdehnung
hat.

(a) (b)
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(b) Das uneigentliche Integral der Identitdt f(x) = x auf (—eo,00) existiert nicht, denn bei der
Wahl des Zwischenpunktes 0 erhalten wir den unbestimmten Ausdruck

C

oo 0 oo 0
/ xdx:/ xdx+/ xdx = lim xdx+ lim [ xdx
Jo o Jo

C—r—o0 c C—r0 0

lim 120+lim Lol ! lim 2+1lim2
= =X x| == —c "+ = c
27, 2 2 2

c——o0 c—o0 0 c——o0 c—o0
— —oo 4 oo,

Auch anschaulich ist im Bild oben rechts ersichtlich, dass sich dieser Fldcheninhalt aus einer
unendlich grofen negativen und positiven Flache zusammensetzt. Beachte, dass wir nicht das
gleiche Ergebnis erhalten hitten, wenn wir das uneigentliche Integral symmetrisch um die
vertikale Achse als

) ¢ . 1, ¢ I . )
lim [ xdx=lim | =x =—lim(c"—¢")=0
c—oo J ¢ o0 .

definiert hatten!

12.C Integrationsregeln

In Abschnitt 12.B haben wir alle Stammfunktionen zur Berechnung von Integralen letztlich ,,durch
Zufall* gefunden — also weil wir uns einfach an eine Funktion erinnern konnten, deren Ableitung
wir schon einmal berechnet haben und bei der fiir diese Ableitung dann die gegebene Funktion
herauskam. Daher miissen wir uns jetzt natiirlich fragen, wie man Stammfunktionen berechnen kann,
wenn man nicht gerade zufillig eine solche sieht. Gibt es analog zur Berechnung von Ableitungen
auch Regeln, mit denen man, wenn man die Stammfunktionen einiger spezieller Funktionen kennt,
auch die Stammfunktionen z. B. ihrer Produkte, Quotienten oder Verkettungen berechnen kann?

Leider gibt es keine solchen universellen Regeln. Dies ist auch der Grund dafiir, dass in mathemati-
schen Formelsammlungen oft seitenweise Tabellen von Stammfunktionen stehen, wihrend man fiir
das Differenzieren aufgrund der Produkt-, Quotienten- und Kettenregel keine derartigen Tabellen
benotigt. Es gibt jedoch auch fiir die Integration ein paar Regeln, mit denen man Integrale oft be-
rechnen kann — nur ist es je nach der betrachteten Funktion mehr oder weniger schwierig (oder evtl.
sogar unmoglich), einen Weg zu finden, um mit diesen Regeln ans Ziel zu kommen.

Wir wollen nun die wichtigsten derartigen Regeln behandeln. Die erste ist im wesentlichen nur die
,Lumgekehrte Richtung® der Produktregel der Differentiation:

Satz 12.29 (Partielle Integration bzw. Produktintegration). Es seien u,v: [a,b] — R stetig diffe-
renzierbare Funktionen. Dann gilt

b b
/a U (x)v(x)dx = [u(x)v(x)]Z—/u u(x)v'(x)dx
(bzw. als unbestimmtes Integral [ u'(x)v(x)dx = u(x)v(x) — [ u(x)V'(x) dx).

Beweis. Nach der Produktregel aus Satz 10.8 (b) ist uv eine Stammfunktion von (uv)’ = u'v+uv'.
Also ist [7(u (x)v(x) + u(x)V' (x)) dx = [u(x)v(x)]z. Die Behauptung folgt dann durch Subtraktion
von fa”u(x)v’(x) dx nach Satz 12.13. O

Beispiel 12.30. Die Regel aus Satz 12.29 nennt sich ,,partielle Integration®, weil bei der Berechnung
des Integrals auf der linken Seite mit Hilfe der rechten neben einem ,,ausintegrierten Anteil* noch
ein anderes Integral iibrig bleibt — ndmlich eines, bei dem wir von einem Faktor des urspriinglichen
Integrals die Ableitung und vom anderen eine Stammfunktion gebildet haben. Die Anwendung die-
ser Regel ist also vor allem dann sinnvoll, wenn dieses neue Integral bereits bekannt oder zumindest
einfacher als das urspriingliche ist. Hier sind zwei Beispiele dafiir.
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(a) Zur Berechnung von [ x cosx dx setzen wir (mit den Notationen von Satz 12.29)

u(x) = sinx u'(x) = cosx
v(x) =x Vix) =1

und erhalten

/x Ccosx dx = xsinx — /sinx dx = x sinx + cosx.

Wir haben bei der Anwendung der partiellen Integration also den Faktor x differenziert und
den Faktor cosx integriert. Mochte man dies in der Rechnung deutlich machen (und die
Funktionen u, /, v, v/ nicht explizit hinschreiben), so notiert man dies auch oft als

/x COSX dx:xsinxf/sinx dx = x sinx + cosx.
U

Beachte, dass die umgekehrte Wahl hier nicht zum Ziel gefiihrt hitte: Die Rechnung

X2 X2
/x cosxdx = — cosx—i—/— sinx dx
tol 2 2

ist zwar korrekt, aber das neue Integral ist hier komplizierter als das urspriingliche.

(b) Das Integral [logx dx ldsst sich mit einem Trick ebenfalls durch partielle Integration be-
rechnen:

1
/logxdx:/l-logxdx:xlogx—/x-fdx:xlogx—x.
T .

Dieser Trick funktioniert hier, weil aus der (komplizierten) Logarithmusfunktion beim Ab-
leiten die sehr viel einfachere Funktion % entsteht. Auf die gleiche Art kann man iibrigens
auch die Integrale der Arkusfunktionen aus Definition 9.25 berechnen, da auch diese bei der
Differentiation sehr viel einfacher werden (siche Beispiel 10.28 (c)).

Die zweite wichtige Integrationsregel ergibt sich analog aus der Kettenregel der Differentiation.

Satz 12.31 (Substitutionsregel). Es seien f: [a,b] — R eine stetig differenzierbare Funktion und
g: D — R eine stetige Funktion auf einer Teilmenge D C R mit f([a,b]) C D. Dann gilt

b f(b)
| stren fwax= [ ety
a f(a)
Beweis. Nach Folgerung 8.25 ist f([a,b]) ein abgeschlossenes Intervall, und damit hat g nach
Folgerung 12.24 (a) dort eine Stammfunktion G. Die Kettenregel aus Satz 10.10 liefert dann
(Go f)'(x) = g(f(x)) f'(x). Damit ist die linke Seite der zu beweisenden Gleichung
b

[ GoWdr= (60N, = 67 (6) - GUr (@),

und die rechte Seite ebenfalls

f(b) )
[ 8= 60N, = GUB) ~GU@). O
Bemerkung 12.32. Die Substitutionsregel nimmt in der Differentialschreibweise aus Notation 10.14
eine besonders einfache Form an: Setzen wir y = f(x) und damit Z—f{ = f’(x), und bezeichnen wir
die Integrationsgrenzen mit x; = a und x; = b bzw. y; = f(a) und y, = f(b), so schreibt sich die
Substitutionsregel als

X2 Y2

dy
gy)—dx= [ g(y)dy,
s ()dx s )

oder analog zu Notation 12.25 einfach als

/g(y)%d)m /g(y)dy,
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wenn man darauf achtet, dass die Grenzen passend zur Integrationsvariablen gewéhlt werden. Die
Regel sieht dann also einfach wie ein ,,formales Erweitern mit dx* aus.

Beispiel 12.33. Die Substitutionsregel bietet sich natiirlich immer dann an, wenn die zu integrieren-
de Funktion eine Verkettung von zwei anderen Funktionen ist oder enthélt — und insbesondere dann,
wenn die Ableitung der inneren Funktion zusétzlich auch noch als Faktor im Integranden steht.

. 2 . Lo . .
(a) Beim Integral [xe* dx stellen wir fest, dass sich im Integranden eine verkettete Funktion

e” befindet, und dass die Ableitung 2x der inneren Funktion x> auch (bis auf die Konstante

2) zusitzlich noch als Faktor im Integranden steht. Wir substituieren also y = x2, so dass

% = 2x in der Notation von Bemerkung 12.32 gilt. Damit folgt also

dyy 17211 y _1 lxz
/xedx—z/ dx dy=e'=ze

Im Fall eines bestimmten Integrals hétten wir bel der Anwendung von Satz 12.31 die Gren-
zen mitsubstituieren miissen:
(A dy 12,31 1 v 1 »2 1 2 2
e dx=— dx = - edy=—|¢ = —(e¥" —e7).
[xetas=5 [ 3 [ ear=3 [0 =5 ()
Beachte, dass der Faktor x im Integranden bei diesem Beispiel ganz wesentlich dafiir war,
dass die Substitutionsregel zum Ziel gefiihrt hat: Ohne diesen Faktor hitten wir mit derselben

Substitution . | .

/e"zdx: " d—yeydx 3 %dy
erhalten — was zwar auch richtig ist, aber nicht weiter hilft, weil das neue Integral auch
nicht einfacher als das urspriingliche zu berechnen ist. In der Tat kann man zeigen, dass sich
die Stammfunktion von e"2 nicht durch die uns bisher bekannten ,,speziellen Funktionen*
ausdriicken ldsst.

(b) Besonders einfach wird die Substitutionsregel im Fall der sogenannten linearen Substitution:
Ist f eine beliebige stetige Funktion, deren Stammfunktion F wir kennen, so kdnnen wir
damit immer auch die Stammfunktion von f(ax+b) mit a,b € R und a # 0 bestimmen,
da die innere Ableitung hier eine Konstante ist: Substituieren wir y = ax + b, so ergibt sich

wegen Z’ =a

[r@snyax=" [r0)Dax'2 2 [ f6)av=1F() = L Fax+)

Konkret ist also z. B.

1
dx = = log|2x+3
2oy 3 =g log|2x 3],

da x — log|x| nach Beispiel 12.26 (b) eine Stammfunktion von x — % ist.

Wir hatten in Beispiel 12.33 (a) bereits erwihnt, dass sich die Stammfunktionen von Funktionen,
die aus unseren speziellen Funktionen zusammengesetzt sind, manchmal nicht wieder auf diese Art
schreiben lassen. Fiir viele Klassen von Funktionen ist dies aber doch der Fall — z. B. fiir rationale
Funktionen der Form s fiir zwei Polynome p und g. Wir wollen dies hier nun zeigen, der Einfachheit
halber allerdings nur fiir den Fall, dass das Nennerpolynom g in verschiedene Linearfaktoren zerfillt
und groBeren Grad als das Zihlerpolynom p hat. Der Trick besteht in diesem Fall darin, den Aus-
druck % als Summe von Briichen zu schreiben, die nur eine Konstante im Zihler und einen einzigen
Linearfaktor im Nenner haben. Derartige Funktionen der Form = lassen sich mit einer linearen
Substitution wie in Beispiel 12.33 (b) dann einfach zu ¢ log|x — a| integrieren.

Lemma 12.34 (Partialbruchzerlegung). Es seien n € N-g und ay,...,a, € R verschieden. Ferner
sei p ein reelles Polynom mit deg p < n. Dann gilt

p(x) :i S e - plai)

(x—ar)---(x—an)  SHx-a ai—a)---(ai —ai-1)(ai — ais1) -~ (ai — an)
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fiir alle x e R\{ay,...,a,}.

Beweis. Offensichtlich ist

f(x):=plx) - ip(ai)- ( (r—a) (g )0 i) o (X~ an) .

ai—ay)--(ai—ai-1)(ai—aiy1) -~ (a; — an)

ein Polynom mit deg f < n. Es hat aber jedes a; fiir k = 1,...,n als Nullstelle, denn es gilt
(@ —a1) - (ak — ar1)(ak — ak1) - (ax — an)
flar) = plax) — pla) -
(0 =P =P (o) (o~ )~ ) ()

da nach Einsetzen von x = g, in der Summe {iiber i in (x) alle Terme mit i # k einen Faktor 0 im
Zihler haben und damit verschwinden. Nach Satz 3.19 (b) ist f also das Nullpolynom. Division von
(*) durch (x —ay) - - - (x — ap,) liefert damit wie behauptet

p(x) v
(x—a1) - (x—ay) Hx—a

:()7

0= O

Ci

Bemerkung 12.35. Die Formel fiir die Koeffizienten ¢; in Lemma 12.34 ldsst sich leicht merken:
Man erhilt ¢;, indem man x = g; im urspriinglichen Ausdruck =an- (f 7(’;)) =) einsetzt — bis auf
den Linearfaktor x — a; im Nenner, den man dabei weglassen muss, da er ansonsten ja auch zu einem

Faktor 0 im Nenner fithren wiirde.

Beispiel 12.36. Um das Integral [ m dx zu berechnen, fithren wir eine Partialbruchzerlegung
des Integranden durch: Mit x? 4+ 3x +2 = (x4 1)(x42) ist
X C1 2

GrDGE+2) x+1  x42’
wobei sich ¢; = ’Tl = —1 durch Einsetzen von x = —1 in )ﬁ und ¢; = :—% = 2 durch Einsetzen von

x = —2in 7 ergibt. Also ist

X 1 1
S| (- 2 )dv =1 1]+2log|x+2
/x2—|—3x+2 * / x+1+ Y12/ oglx+ 1| +2log|x+2|

nach einer linearen Substitution wie in Beispiel 12.33 (b).

Als letzte Rechenregel zur Bestimmung von Integralen wollen wir nun noch untersuchen, wie man
Integrale von Funktionen berechnen kann, die als Grenzwerte von Funktionenfolgen entstehen — also
z.B. von Potenzreihen. Die Situation ist hier sehr viel einfacher als sie es bei der Differentiation in
Satz 10.26 war.

Satz 12.37 (Vertauschbarkeit von Integration und Grenzwertbildung). Es seien f,: [a,b] — R ste-
tige Funktionen, die gleichmdflig gegen eine (nach Satz 8.37 dann automatisch ebenfalls stetige)
Grenzfunktion f: [a,b] — R konvergieren. Dann gilt

b b b
/ ( lim fn(x)) dx = / f(x)dx = lim / fa(x)dx,
a \n—oo a n—e J,

d. h. ,,Grenzwertbildung und Integration konnen vertauscht werden .

Beweis. Die erste behauptete Gleichheit ist natiirlich nichts weiter als die Definition von f. Fiir die

zweite sei € > 0 gegeben. Wegen der gleichmiBigen Konvergenz von (f},), gibt es ein ny € N, so
dass | f,(x) — f(x)| < 2(%@ fiir alle x € [a,b] und n > ng. Damit ergibt sich nach Satz 12.13

€

b b
< [ 1) - r@lar< |73 as

/abfn(x)dx—/abf(x)dx /ab(fn(x)—f(x))dx

*8<8
=5 .

Nach Definition des Grenzwerts bedeutet dies genau | f fa(x)dx — [ f Sf(x)dx fiir n — oo, was zu
zeigen war. g
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Bemerkung 12.38 (Integration von Potenzreihen). Insbesondere bedeutet Satz 12.37, dass Potenz-
reihen (die in jedem abgeschlossenen Intervall innerhalb des Konvergenzgebiets nach Satz 8.35 ja
gleichmiBig konvergieren) gliedweise integriert werden kénnen: Sind f(x) =Y, cx x* eine Potenz-
reihe und £, (x) = Y{_, cxx* ihre Partialsummen, so folgt

b
/bf(x)dleim/bf(x)dx:lim y G| o
n—eo Jg 7" oo | A= k41
a

Ja k=0

o b
Ck s
£

k=0 p

(sofern [a, b] komplett im Konvergenzintervall der Potenzreihe liegt), d. h. als unbestimmtes Integral
geschrieben ist

= |
dx = K
/ flx)dx k;] kT
Dies zeigt noch einmal deutlich die besonders schonen Eigenschaften von Potenzreihen: Innerhalb
ihres Konvergenzgebiets kann man mit ihnen praktisch ,,wie mit Polynomen rechnen®, d. h.
e sie konnen wie erwartet addiert und multipliziert werden (Lemma 7.4 und Bemerkung 7.36);

e sie sind beliebig oft differenzierbar und ihre Ableitungen konnen gliedweise berechnet wer-
den (Folgerung 10.27 und Satz 11.8);

e Integrale konnen gliedweise berechnet werden;

e ,viele Funktionen* konnen als Potenzreihe (ndmlich als ihre Taylor-Reihe, siehe Kapitel 11)
geschrieben werden.

Beispiel 12.39.

(a) Wir betrachten die Funktion f: R.g — R, x — logx. Die Ableitung dieser Funktion ist
natiirlich f/(x) = % Nun konnen wir dies fiir [x — 1| < 1 mit Hilfe der geometrischen Reihe
(siehe Beispiel 7.3 (a)) als

B 1

I+ (x—1)

schreiben. Diese Potenzreihe kann jetzt aber nach Bemerkung 12.38 gliedweise integriert

werden, und darum ist
(=12 =1 (-1

1) — _
(x=1) R 4

fiir |x — 1] < 1, also auf (0,2), eine Stammfunktion von f’. Nach Folgerung 12.24 (b) kann
sich diese von der urspriinglichen Funktion f nur um eine additive Konstante unterscheiden
—Einsetzen von x = 1 liefert aber auch sofort, dass diese Konstante gleich 0 ist. Also erhalten
wir die Darstellung

f(x) D (=12 = (=13 %

+...

=12 (x—13 (x—1)*
logx:(x—l)—( 21) +( 31) _( 41) +...

fiir alle x € (0,2) (die wir in Beispiel 11.15 (a) bereits fiir x € [1,2] bewiesen hatten).

(b) Eine analoge Rechnung kénnen wir auch mit der Funktion f: (—1,1) — R, x — arctanx
durchfiihren: Hier ist die Ableitung

1
f’(x)—1+x2:1—x2+x4—x6i )
und damit ist
3.5 7
XX X x
RN N T
T3S T

eine Stammfunktion von f”, die sich von f wiederum nur um eine additive Konstante unter-
scheiden kann. Auch hier ist diese Konstante wegen arctan0 = 0 wieder gleich 0, und wir
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erhalten auf (—1,1) ohne irgendwelche komplizierte Rechnungen die Potenzreihendarstel-
lung der Arkustangens-Funktion

3 XS x!

t — x4 T 4
arctanx = x 3+5 7

Aufgabe 12.40. Berechne die folgenden (z. T. unbestimmten bzw. uneigentlichen) Integrale:

1 1 oo ) 2 1
(@) / dx (b / PeFdx (o) / PIEE
“1v/2x+3 0 X’ —Xx

] (1 1 z
@ / Of lo(jggxx dx @ / 1+ = 9% ® /0 * sin® x cos? xdx

Aufgabe 12.41. Zeige mit Induktion iiber n € N, dass

.z m-%-2.2. .= falls n gerade,
557 %= falls n ungerade.

Aufgabe 12.42 (Integralkriterium fiir Reihen). Es sei f: R>; — R>¢ eine stetige und monoton
fallende Funktion. Man zeige:

(a) Das uneigentliche Integral [,” f(x)dx hat das gleiche Konvergenzverhalten wie die Reihe
Yoo, f(n), d.h. es sind entweder beide konvergent oder beide divergent.

(b) Fiir a € R konvergiert die Reihe } | a genau dann, wenn a > 1. (Dies ist eine Verallge-
meinerung von Beispiel 7.3 (c) und 7. 19 auf reelle Exponenten.)

Gilt die Aussage (a) auch ohne die Voraussetzung, dass f monoton fallend ist?
Aufgabe 12.43. Essei f: [0,1] — R eine stetige Funktion. Man zeige:
: 1 n gy —
(a) r}glolojo f)x"dx=0
(b) Gilt f(x) = f(1 —x) firallex € [0, 1], soist [y x f(x)dx = 1§ [} f(x)dx

Aufgabe 12.44. Es seien a,b € Ry und f: [0,a] — [0,b] eine bijektive, stetig differenzierbare
Funktion. Man zeige:

(a) Ist f monoton wachsend mit f(0) =0 und f(a) = b, dann gilt [ f(x)dx+ f(;’ f~Yx)dx=ab.
(b) Ist f monoton fallend mit f(0) = b und f(a) =0, dann gilt [ f(x)dx = job fH(x)dx.
Was bedeuten diese Aussagen geometrisch?
Aufgabe 12.45 (Binomische Reihe). Fiir a € R definieren wir die verallgemeinerten Binomialko-
effizienten durch
a\ a-(a—1)----(a—n+1)
n n!
fiir alle n € N. Wir betrachten nun auf D = (—1,1) die Funktion f: D — R, f(x) = (1 +x)%. Man
zeige:

(a) Die Taylor-Reihe von f mit Entwicklungspunkt 0 ist gegeben durch Ty (x) = Y, (Z) X"
und konvergiert auf D.

(b) Es gilt sogar (1+x) =Y (4)x" fiir alle x € D, d.h. die Taylor-Reihe stellt wirklich die

urspriingliche Funktion dar. (Hinweis: Zeige zunichst, dass die Ableitung von 20 glelch 0
ist.)
(c) Die Funktion arcsin lisst sich auf D als Potenzreihe schreiben. Berechne diese Potenzreihe
explizit!
Was ergibt sich aus der binomischen Reihe in den Spezialfillen a € N bzw. a = —1?

29
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