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Die in der Vorlesung nur angegebene, aber nicht bewiesene Aquivalenz zwischen Folgenkompaktheit und
Uberdeckungskompaktheit in metrischen Réumen soll bei der Lésung der Aufgaben natiirlich nicht verwen-
det werden.

(D (a) Untersuche, ob die folgenden Funktionen stetig in den Nullpunkt fortgesetzt werden konnen:

(x1 +X2)3

:R\{0} > R, x—
[ R\{0} x o

, g RogXR =R, x+— x™.

(b) Furn € N>, sei M, C R"*" die Menge aller diagonalisierbaren Matrizen. Zeige, dass M,, weder
offen noch abgeschlossen ist.

(2) Esseien A und K zwei Teilmengen eines metrischen Raumes M. Man zeige:

(a) Ist A abgeschlossen und K folgenkompakt, so ist auch K N A folgenkompakt.
(b) Ist A abgeschlossen und K iiberdeckungskompakt, so ist auch K NA iiberdeckungskompakt.

(3) Es sei M ein metrischer Raum. Wir schreiben im Folgenden AX fiir den Abschluss und /X fiir das
Innere einer Teilmenge X C M.

(a) Man zeige fiiralle X CY C M:

(i) AX CAY und IX C IY.
(i) AIAX C AX und JAIX D IX.
(iii)) AIAIX = AIX und IAIAX = IAX.
(b) Wir spielen folgendes topologische Spiel: Ausgehend von einer festen Teilmenge X eines ge-
gebenen metrischen Raumes M diirfen wir fortlaufend neue Teilmengen von M konstruieren,

indem wir von X oder einer bereits vorher konstruierten Teilmenge den Abschluss oder das
Innere bilden.

Wie viele verschiedene Teilmengen von M konnen wir auf diese Art maximal erzeugen? Gib fiir
den Raum M = R mit der Standardmetrik ein konkretes Beispiel einer Teilmenge X an, fiir die
dieses Maximum erreicht wird.

@ (a) Es seien K eine tiberdeckungskompakte Teilmenge eines metrischen Raumes M und (U;) ;¢ eine
offene Uberdeckung von K in M. Man zeige:

Es gibt ein € € R~ , so dass zu jedem a € K ein i € [ existiert mit Ug(a) C U;. (%)

(b) Finde ein Beispiel einer endlichen offenen Uberdeckung (U;)ier von K = M = R" fiir eine Zahl
n € N5y, so dass die Aussage (x) falsch ist.



