Andreas Gathmann und Marco Albert Wintersemester 2025/26

Grundlagen der Mathematik 2 — Blatt 6

Abgabe: Mittwoch, 3. Dezember

(1) EsseiV := Abb(N,R) der Vektorraum aller reellen Zahlenfolgen. Man zeige:

(a) Die Abbildung d: R xR — R, (x,y) — min(|x —y|, 1) ist eine Metrik auf R.
(b) Die Abbildung

e:VxV =R, ((a)k, (b)) — i T ok

(mit d wie in (a)) ist eine Metrik auf V.

(c) Eine Folge reeller Folgen (a,((") )k € V mitn € N konvergiert fiir n — oo beziiglich der Metrik e wie

(n)

in (b) genau dann gegen (ay)x € V, wenn sie ,,punktweise konvergiert”, also wenn lim akn =ay
n—oo
fiir alle k € N gilt.

(2) Firx,y € R? sind

i
di(x,y) == {Hx,ﬁ Iyl fiirx #y,

] und da(x,y) :=min(||x —yll2,1)
0 firx=y

Metriken auf R? (das braucht ihr nicht zu zeigen).

(a) Skizziere die qualitativ verschiedenen Fille, wie abgeschlossene Kugeln beziiglich dieser beiden
Metriken aussehen kénnen.

(b) Man zeige: Eine Menge A C R? ist beziiglich d; genau dann beschriinkt, wenn A beziiglich der
euklidischen Metrik beschrinkt ist. Fiir d» gilt dies jedoch nicht.

(c) Man zeige: Eine Menge A C R? ist beziiglich d genau dann eine Umgebung eines Punktes
a € R?, wenn A beziiglich der euklidischen Metrik eine Umgebung von « ist. Fiir d; gilt dies
jedoch nicht.

(Insbesondere zeigt d, also, dass Beschrinktheit kein topologischer Begriff ist: Diese Metrik liefert
die gleichen Umgebungen wie die euklidische Metrik, aber nicht die gleichen beschrinkten Mengen.)

3) (a) Zeige mit Hilfe der Singuldrwertzerlegung, dass es zu jeder Matrix A € R™*" eine eindeutig
bestimmte Matrix B € R"*" gibt, so dass

ABA=A und BAB=B

gilt und AB sowie BA symmetrisch sind.

(Ist A quadratisch und invertierbar, so ist dann offensichtlich B = A~!. Fiir eine allgemeine
Matrix A, die nicht notwendig quadratisch ist bzw. vollen Rang hat, nennt man B daher die
pseudoinverse Matrix zu A.)

00 0) eine Singuldarwertzerlegung und die pseudoinverse Matrix aus (a).

(b) Berechne zu A = (1 10

(4) Zueiner Matrix A = (a; );, ; € K™ mit A # 0 bezeichne 64 € R ihren groBiten Singuldrwert. Man
zeige beziiglich der Normen zu den Standardskalarprodukten auf K”, K" und K™*":

(a) 04 —max{’Ax‘ 'xEK”\{O}};

el
(b) o < [|A]l.



