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28. Integralrechnung im Mehrdimensionalen

Wir haben nun das Studium der Differenzierbarkeit in mehreren Veridnderlichen beendet und werden
uns als Néchstes wie im Eindimensionalen der Integration zuwenden.

Zum Einstieg wollen wir uns dabei anschauen, was wir von einer solchen Verallgemeinerung des
Integralbegriffs ins Mehrdimensionale iiberhaupt erwarten wiirden. Dazu erinnern wir uns daran,
dass wir im eindimensionalen Fall in Kapitel 12 zwei Interpretationsmoglichkeiten fiir das Integral
hatten:

o (Fliachenberechnung) Wir konnten mit Hilfe des Integrals die Fliche unter dem Graphen
einer Funktion in einer reellen Variablen berechnen.

Die direkte Verallgemeinerung ins Mehrdimen-

sionale besteht hier offensichtlich darin, eine re-

ellwertige Funktion in n Variablen zu betrach- f(x)
ten und wie im Bild rechts nach dem (n+ 1)-
dimensionalen Volumen des Gebiets unter dem
Graphen von f zu fragen, z. B. iiber einem Qua-

der Q = [aj,b1] X -+ X [ay,by). In der Tat ist die
exakte Formulierung und Losung dieses Problems g,
der Inhalt dieses Kapitels. Wir werden das Ergeb- ~ /]
nis als das n-dimensionale Integral von f auf Q
bezeichnen und als [, f(x)dx schreiben.

o (Umkehrung der Differentiation) Im Eindimensionalen liel sich das Problem der Flichen-
berechnung unter dem Graphen einer Funktion f nach dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung 12.21 auf die Suche nach einer Stammfunktion zuriickfiihren, also einer
Funktion F mit F’ = f. Im Mehrdimensionalen besteht dieser direkte Zusammenhang jedoch
nicht mehr: Auch hier kann man sich zwar fragen, ob man z. B. zu einer gegebenen Funktion
f: R* — R eine differenzierbare Funktion F: R” — R mit F/ = f finden kann — aber
allein schon daran, dass wir hierfiir eine Funktion f mit Zielraum Rlxn benotigen, da die
Ableitung von F ja eine derartige Matrix ist, kann man erkennen, dass dies nicht dieselbe
Fragestellung wie die der Volumenberechnung unter dem Graphen von f sein kann.

Dieses Problem der Umkehrung der Differentiation im Mehrdimensionalen erfordert viel-
mehr andere Methoden, die ihr in der Vorlesung ,,Vektoranalysis* des zweiten Studienjahres
kennenlernen konnt. Die folgende Aufgabe soll dabei nur einen kleinen Vorgeschmack auf
die dort zu erwartenden Resultate geben: Sie zeigt, dass die Existenz einer Funktion F mit
F’ = f im Gegensatz zum eindimensionalen Fall auch fiir stetiges f keinesfalls automatisch
ist und dariiber hinaus auch noch von der Form der betrachteten Definitionsmenge abhingt.

Aufgabe 28.1 (Umkehrung der Differentiation in R?). Man zeige:

(a) Sind f1,f>: R? — R zwei stetig differenzierbare Funktionen, so gibt es genau dann eine
zweimal stetig differenzierbare Funktion F: R? — R mit F' = (f} | ), wenn 91 f» = o fi.

(b) Im Fall der Definitionsmenge D = R?\{0} hingegen ist diese Aussage falsch: Die Funktio-
nen
% und fo: D—=R, x— al

f]ZD—)R X =
, X{+x5 x%—i—x%

erfiilllen zwar 0 f>» = d2f1, aber es gibt keine zweimal stetig differenzierbare Funktion
F:D—RmitF' = (f1|f2)
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(Hinweis: Eine Mdglichkeit besteht darin, die Formel F(x) — F(a) = [, F'(y(t)) - ¥ (t) dt fiir einen
stetig differenzierbaren Weg 7y: [0, 1] — R? von a nach x zu zeigen und zu benutzen.)

Bemerkung 28.2 (Riemann- und Lebesgue-Integral). Um die obige Frage nach dem Volumen unter
dem Graphen einer Funktion in mehreren Variablen formal exakt zu untersuchen, gibt es verschie-
dene Herangehensweisen. Wir werden in dieser Vorlesung die sogenannte Riemannsche Integra-
tionstheorie behandeln, die das Integral vollig analog zum eindimensionalen Fall in Kapitel 12 iiber
Unter- und Obersummen zu immer feiner werdenden Zerlegungen des Integrationsbereichs defi-
niert. Der Hauptvorteil dieser Theorie ist, dass sie relativ einfach ist und fiir viele Funktionen, z. B.
fiir stetige Funktionen auf R”, schnell zum gewiinschten Ergebnis fiihrt. Fiir Anwendungen z. B. in
der Stochastik ist es allerdings unabdingbar, den Integralbegriff deutlich zu erweitern. Analog zur
Differentiation, die man nach Bemerkung 25.6 nicht nur in R”, sondern sogar in allgemeinen nor-
mierten Raumen einfithren kann, kann man auch Integrale nicht nur von Funktionen auf R", sondern
auch von solchen auf allgemeineren Raumen, den sogenannten MafBridumen, definieren. Diese all-
gemeinere Integrationstheorie, das sogenannte Lebesgue-Integral, ist vom theoretischen Standpunkt
her zwar deutlich schoner, aber auch deutlich komplizierter als die Riemannsche Theorie, und wird
daher erst in der fiir das spétere Studium angebotenen Vorlesung ,,MaB- und Integrationstheorie*
ausfiihrlich behandelt.

28.A Das mehrdimensionale Riemann-Integral

Wir beginnen damit, analog zu Kapitel 12 Unter- und Obersummen beschrinkter Funktionen und
damit schlieBlich das Integral solcher Funktionen in mehreren Variablen einzufiihren. Viele Defini-
tionen und Resultate sind dabei bis auf kleine Modifikationen dieselben wie im eindimensionalen
Fall. Beweise, die wortlich genauso funktionieren wie in Kapitel 12, werden wir dabei natiirlich
nicht noch einmal hinschreiben.

Der Einfachheit halber beschiftigen wir uns zunichst einmal nur mit Integralen von Funktionen,
die auf einem Quader (also einem Produkt von Intervallen) definiert sind. Den Fall allgemeinerer
Integrationsbereiche werden wir dann im néchsten Kapitel darauf zuriickfiihren.

Notation 28.3 (Quader). Es seien n € N+ und a,b € R" mit Koordina-

ten ay,...,a, bzw. by,...,b,, so dass a; < b; firalle i =1,...,n. Dann  p, —
heiflt die Menge
[a,b] :=lai,b1] X -+ X [ay,by] CR" [a,b]
ein Quader in R”. Wir definieren das Volumen eines solchen Quaders
als @7 I
volla,b] := (by —ay)- -+ - (bh—a,) €Rsg. aj by

Die folgenden beiden Definitionen sind vollig analog, und im eindimensionalen Fall n = 1 auch
dquivalent zu Definition 12.1.

Definition 28.4 (Zerlegungen). Es sei [a,b] = [a1,b1] X -+ X [ay,by] C R" ein Quader.

(a) Eine Zerlegung Z = (Z,,...,Z,) des Quaders [a,D] besteht aus Zerlegungen Z; der In-
tervalle [a;,b;] im Sinne von Definition 12.1 (a) fiir alle i = 1,...,n. Es ist also jedes
Zi ={xi0, ..., X1} eine endliche Teilmenge von [a;,b;] mit a;,b; € Z;, von der wir vereinba-
ren, dass in dieser Schreibweise immer a; = x;0 < x;1 < --- < X;, = b; gilt. Ein Teilquader
von Z ist wie im Bild unten links ein Quader Q der Form

e —15X1 ] X X Py —1,%m,5,] C @, b]

fiir gewisse ji,...,J, mit 1 < j; <k; fiir alle i = 1,...,n. Wir bezeichnen die Menge aller
solcher Teilquader von Z mit TQ(Z).

(b) Sind Z = (Z,,...,Z,) und Z' = (Z},...,Z,) zwei Zerlegungen von [a,b], so nennen wir Z’
eine Verfeinerung von Z und schreiben dies als Z C Z', wenn Z; C Z] firallei=1,...,n
gilt, also jedes Z! im Sinne von Definition 12.1 (a) eine Verfeinerung von Z; ist.
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(c) Fiir zwei beliebige Zerlegungen Z = (Zi,...,Z,) und Z' = (Z},...,Z}) von [a,b] definieren
wir wie im folgenden Bild dargestellt ZUZ' := (Z, UZ{,...,Z,UZ,); offensichtlich ist dies
eine gemeinsame Verfeinerung von Z und Z’.

X22
X2.1
X2,0
X1,0 X1,1 X12 X13
Eine Zerlegung Z . . und die gemeinsame Verfeinerun
o ) gung eine weitere Zerlegung Z'. . . g , g
mit einem Teilquader Q, ... ZUZ

Bemerkung 28.5. Ist Z eine Zerlegung eines Quaders [a, b], so sollte es anschaulich klar sein, dass
die Summe der Volumina aller Teilquader in Z das Gesamtvolumen vol[a, b] ergibt. Wir konnen dies
auch leicht explizit nachrechnen: Mit den Notationen aus Definition 28.4 ist

K kn
Y vol@= Y - ¥ (o —xnj1) o (g, = Xnj,1)
=1

0€TQ(2) A=l n
ky kn
= ( Y (e, thl)) SRR ( Y (Xn,jnxn,jnl)>
j1=1 Jn=1
by —ay bn—an
= vol[a,b].

Definition 28.6 (Unter- und Obersummen). Es sei f: [a,b] — R eine beschrinkte Funktion auf
einem Quader [a,b] C R”. Fiir eine Zerlegung Z von [a,b] nennen wir

US(f,2):= ), volQ-inff(Q) die Untersumme und
Q€TQ(2)

OS(f,Z) := Z vol Q- sup f(Q) die Obersumme
Q€TQ(2)

von f beziiglich Z.

Der Weg von den Unter- und Obersummen zum Integral ist derselbe wie im Eindimensionalen in
Lemma 12.3, Definition 12.5, Lemma 12.6 und Definition 12.7: Wir wollen, dass sich Unter- und
Obersummen dem gesuchten Integral annédhern, also dass das Supremum aller Untersummen gleich
dem Infimum aller Obersummen ist.

Lemma 28.7 (Eigenschaften von Unter- und Obersummen). Es seien f: [a,b] — R eine beschrdnkte
Funktion auf einem Quader [a,b) und Z,Z' zwei Zerlegungen von |a,b). Dann gilt:

(a) Ist Z' eine Verfeinerung von Z, so gilt US(f,Z') > US(f,Z) und OS(f,Z") < OS(f,Z).
(b) US(f,2) <OS(f,Z).

Beweis. Der Beweis dieses Lemmas ist nahezu der gleiche wie der von Lemma 12.3.

(a) Da jede Verfeinerung von Z durch endliches Hin-
zufiigen von weiteren Unterteilungspunkten in den
Seitenintervallen von [a, b] entsteht, geniigt es, den
Fall zu betrachten, dass Z’' wie im Bild rechts aus Z
durch Hinzufiigen eines weiteren Zwischenpunk-
tes in einer der Koordinaten entsteht.
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Ist Q dann ein Teilquader von Z, der in Z’ in zwei Teilquader Q; und Q; aufgeteilt wird, so
gilt

vol Q; -inf f(Q1) + vol Oy -inf f(Q2) > vol Q; - inf f(Q) + vol Q5 - inf £ (Q)
=volQ-inf f(Q).

Aufsummieren dieser Ungleichungen iiber alle Teilquader liefert damit die behauptete Un-
gleichung US(f,Z') > US(f,Z) fiir die Untersummen. Die Aussage iiber die Obersummen
beweist man natiirlich genauso.

(b) Da ZUZ' eine gemeinsame Verfeinerung von Z und Z' ist, folgt aus (a)
US(f,Z) <US(f,ZzUZ') <OS(f,zuZ') <OS(f,Z'),

wobei die mittlere Ungleichung gilt, weil das Infimum einer Menge immer kleiner oder
gleich dem Supremum ist. g

Definition 28.8 (Integrierbarkeit). Es sei f: [a,b] — R eine beschrinkte Funktion auf einem Quader
[a,b] C R™. Dann heif3t

UI(f) := sup {US(f,Z) : Z Zerlegung von [a,b]} das Unterintegral, und analog
OI(f) :=inf {OS(f,Z) : Z Zerlegung von [a,b]} das Oberintegral

von f (beachte, dass dieses Supremum bzw. Infimum existiert, da die Menge aller Untersummen
nach Lemma 28.7 (b) durch jede Obersumme nach oben beschrinkt, und die Menge aller Obersum-
men durch jede Untersumme nach unten beschrénkt ist). Wie in Lemma 12.6 zeigt man durch Bilden
des Supremums iiber Z und des Infimums iiber Z’ in Lemma 28.7 (b), dass stets UI(f) < OI(f) gilt.
Ist sogar UI(f) = OI(f), so nennen wir f (Riemann-)integrierbar, und definieren das Integral von
f als diesen Wert
f(x)dx :=UI(f) = OI(f).
[a.b]

Mochte man explizit schreiben, dass hier iiber mehrere Variablen integriert wird, sind fiir dieses
Integral auch die Schreibweisen

]f(x)d(xl,...,xn) und ]f(x)d"x

[a,b la,b

iblich. Im Gegensatz zum Eindimensionalen wird im mehrdimensionalen Fall aber immer der In-
tegrationsbereich als Menge unten ans Integralzeichen geschrieben — eine Schreibweise |, ab wie im
Eindimensionalen werden wir nicht verwenden, zumal sie fiir allgemeinere Integrationsbereiche als
Quader, wie wir sie im nichsten Kapitel betrachten werden, auch gar nicht moglich wére.

Beispiel 28.9. Im eindimensionalen Fall sind alle obigen Definitionen offensichtlich exakt dieselben
wie in Kapitel 12, so dass sich in diesem Fall auch der gleiche Integralbegriff ergibt. Hier sind daher
zwei Beispiele fiir die explizite Berechnung eines mehrdimensionalen Integrals mit Hilfe von Unter-
und Obersummen.

(a) Es sei f: [a,b] — R, x — c eine konstante Funktion auf einem n-dimensionalen Quader
[a,b]. Dann sind alle Suprema und Infima auf von f gleich ¢, und demzufolge gilt sowohl
fiir die Untersumme als auch fiir die Obersumme von f zu einer beliebigen Zerlegung Z:

US(£.2)=0S(f,.Z2)= Y. c-volQ’% c-volla,b].
Q€TQ(2)

Damit sind also auch das Unter- und Oberintegral von f gleich ¢ - vol[a,b], d.h. f ist wie
erwartet integrierbar mit [, ; f(x) dx = c-vol[a,b].
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(b) Es sei
F100,1]x[0,1] =R, x+—= x| -x2
die rechts dargestellte Funktion. Fiir ein n € N+ wollen
wir die (im Bild fiir n = 4 eingezeichnete) Zerlegung

z=({or 2 fol 2 a})
n'n n'n

von [0,1] x [0,1] in n® Teilquadrate der Seitenlinge &
betrachten und analog zu Beispiel 12.2 die zugehorige 7
Unter- und Obersumme von f berechnen.

Da f auf jedem solchen Teilquadrat [=1, 1] x [£1, /] das Minimum am linken unteren

noon n 'n
Punkt (%, %) annimmt, berechnet sich die Untersumme zu

n

1 i—1 j—1
Us(iz) = B Y o (5 )
J

o (Le-0) (Lu-v)

i j=1
1 n(n—1) n(n—1)

S

Genauso nimmt f das Maximum auf jedem Teilquadrat am rechten oberen Punkt an, und
man erhélt mit der entsprechenden Rechnung

(n+1)>
Os(fazn> - W
Damit haben wir die Abschidtzungen
n—1)? n+1)2
: 4n2) =US(f,Z,) < UI(f) <OI(f) <OS(f,Z,) = %,

da das Unter- bzw. Oberintegral nach Definition eine obere bzw. untere Schranke fiir die
Unter- bzw. Obersummen ist. Bilden wir von dieser Ungleichungskette nun den Grenzwert
fiir n — oo, so sehen wir, dass

1 1
- < < < -
7 SV =OI(f) < 7,
d.h. f ist integrierbar mit [, yj,.(o 1./ (x) dx = UI(f) = OI(f) = .

Um die Integrierbarkeit von Funktionen in Zukunft einfacher beweisen zu koénnen, halten wir als
Nichstes das folgende sehr wichtige Kriterium fest, das wir auch schon aus dem Eindimensionalen
kennen (siehe Lemma 12.11).

Lemma 28.10 (Riemannsches Integrabilititskriterium). Es sei f: [a,b] — R eine beschrinkte
Funktion auf einem Quader |a,D).

(a) f ist genau dann integrierbar, wenn es zu jedem € > 0 eine Zerlegung Z von [a,b] gibt mit
OS(f,Z)-US(f,Z) < e.

(b) f ist genau dann integrierbar mit Integral f[wb] F(x)dx = ¢, wenn es zu jedem € > 0 Zerle-
gungen Z und Z' von [a,b] gibt mit OS(f,Z) < c+ € und US(f,Z') > c—e.

Beweis. Der Beweis ist wortlich derselbe wie der von Lemma 12.11. O

Ebenfalls wie im Eindimensionalen kénnen wir mit Hilfe dieses Kriteriums nun zeigen, dass jede
stetige Funktion integrierbar ist.
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Satz 28.11. Ist f: [a,b] — R eine stetige Funktion auf einem Quader |a, D), so ist f auch integrierbar
auf [a,b).

Beweis. Der Beweis verlduft dhnlich zu dem von Satz 12.12. Da der Quader [a, b] beschriinkt und
nach Aufgabe 23.44 (b) auch abgeschlossen ist, ist er nach Satz 23.51 (b) kompakt. Also ist f nach
Folgerung 24.35 beschrinkt, so dass wir die Begriffe dieses Kapitels anwenden konnen. Wir zeigen
nun die Integrierbarkeit von f mit dem Riemannschen Integrabilitatskriterium aus Lemma 28.10 (a).

Es sei also € > 0 gegeben. Wegen der Kompaktheit von [a, b] ist f nach Bemerkung 24.26 (d) sogar
gleichmiBig stetig. Es gibt also ein 6 > 0, so dass |f(y) — f(2)| < Volah] fiir alle y,z € [a,b] mit
Iy =2zl < 8 gilt.

Wir wihlen nun eine Zerlegung Z von [a, b], so dass alle Kantenléngen der Teilquader von Z kleiner
als & sind. Dann gilt zunichst

OS(f,Z)-US(f,Z)= ), volQ-(supf(Q)—inff(Q)).
0€TQ(2)

Da alle hier auftretenden Teilquader Q kompakt sind, nimmt f dort als stetige Funktion nach Folge-
rung 24.35 ein Maximum und Minimum an. Es gibt also Punkte yp,zp € Q mit f(yg) = sup f(Q)
und f(zp) =inf f(Q). Weil yp und z beide in dem Quader Q liegen, dessen Kantenléingen jakleiner
als & sind, ist natiirlich auch ||yg — zg|l~ < 0 und damit |f(yg) — f(z0)| < vol “oilzp Mach Wahl von 0.
Wir konnen oben also weiterrechnen und erhalten

€

0S(f.2)~US(f.2)= Y. volQ-(f(vo)— f(z)) < Z Qi ~ &
0€TQ(2) Q<TQZ ’

da die Summe aller Volumina der Teilquader nach Beispiel 28.9 (a) gleich vol[a, b] ist. Die Behaup-
tung des Satzes ergibt sich nun also aus Lemma 28.10 (a). g

Eine wesentliche Verallgemeinerung dieser Aussage werden wir in Satz 29.25 kennenlernen. Zu-
nichst einmal wollen wir aber die wichtigsten elementaren Eigenschaften des Riemann-Integrals
zusammenfassen, die sich genauso wie im Eindimensionalen in Satz 12.13 ergeben.

Satz 28.12 (Eigenschaften des Integrals). Es seien f,g: [a,b] — R integrierbare Funktionen auf
einem Quader [a,b] C R" und ¢ € R.

(a) f+ g ist ebenfalls integrierbar auf [a,b), und es gilt

[, U s@ndr= [ sedrt [ g

(b) cf ist ebenfalls integrierbar auf [a,b), und es gilt

- cf(x)dx=c- /[u,b] f(x)dx.

(©) Ist f < g d h f(x) < g(x) fiir alle x € [a,b], so ist [ }f(x) dx < /[ ]g(x) dx.
a,b a,b

(d) |f] ist ebenfalls integrierbar auf [a,b], und es gilt die Dreiecksungleichung

/[a,h]f(X)dx < /[a,,,] F(x)]dx.

Beweis. Der Beweis verlduft genauso wie in Satz 12.13, wobei sich auch der Beweis der dort zentral
verwendeten Aussage aus Aufgabe 12.4 wortlich auf den mehrdimensionalen Fall iibertrégt. g

Aufgabe 28.13 (Integrale iiber Randfunktionen, siehe Beispiel 12.9 (c)). Es sei f: QO — R eine
beschrinkte Funktion auf einem Quader [a,b] C R". Man zeige: Ist f(x) = 0 fiir alle x € Q, so ist f
integrierbar mit [, ; f(x)dx=0.
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Aufgabe 28.14 (Additivitit des Integrals, siehe Satz 12.14). Es sei f: Q — R eine beschrinkte
Funktion auf einem Quader Q = [a1,b1] X -+ X [ay, by] C R". Man zeige: Ist ¢ € (aj,b;), so ist f
genau dann auf Q integrierbar, wenn f auf

R =lay,c] x [az,by] X -+ X [an, by)

by
und SZ[C,b]]X[az,bz]X--~X[an,bn] R s
integrierbar ist, und in diesem Fall gilt
as
/ f(x)dx = / f(x)dx+ / f(x)dx. ai ¢ by
0 R N

Aufgabe 28.15. Es sei f: [a,b] — R eine integrierbare Funktion auf einem Quader [a,b] C R".
Zeige, dass es dann zu jedem € € R+ ein § € R+ gibt, so dass

Os(fvz) —US(f,Z) <&
fiir jede Zerlegung Z von [a, b] gilt, bei der alle Seitenléingen von Teilquadern kleiner als & sind.

Insbesondere kann man sich also beim Riemannschen Integrabilititskriterium (oder auch schon bei
der Definition des Integrals) z. B. auf Zerlegungen beschrinken, bei denen man fiir ein k € Ny jede
Seite des Quaders in & gleich lange Teile zerlegt, so dass alle Teilquader der Zerlegung Verschiebun-
gen des skalierten Quaders [%, %] sind.

Aufgabe 28.16 (Integrale iiber Produkte). Es seien f,g: [a,b] — R>( zwei integrierbare Funktionen
auf einem Quader [a,b] C R". Zu einer Zerlegung Z von [a, b] definieren wir

US(f,8,Z):= Y, volQ-inff(Q)-infg(Q)
Q€TQ(2)

und OS(f,g,Z) = Z VOlQSUpf(Q)Supg(Q)
Q€TQ(2)

Man zeige:

(a) Zu jedem € € R+ gibt es eine Zerlegung Z von [a,b] mit OS(f,g,Z) —US(f,g,Z) < €.
(b) Die Funktion f-g: [a,b] — R ist ebenfalls integrierbar, und es gilt

sup{US(f,g,Z) : Z Zerlegung von [a,b]} = /[a 5 F(x)g(x)dx.

28.B Der Satz von Fubini

Wir haben die eindimensionale Theorie des Riemann-Integrals jetzt so weit ins Mehrdimensionale
iibertragen, wie dies ohne nennenswerte Anderungen moglich ist. Natiirlich miissen wir nun aber
auch noch untersuchen, wie man mehrdimensionale Integrale tiberhaupt in der Praxis berechnen
kann, ohne jedes Mal Grenzwerte von Unter- und Obersummen bestimmen zu miissen.

Dazu betrachten wir einmal die Situation wie im
Bild rechts, bei der wir das Integral einer Funktion
S+ [a1,b1] X [az,b2] — R, also das Volumen unter dem f(x)
Graphen dieser Funktion berechnen wollen. Halten wir
dann zunichst einmal einen Wert x, € [az, b] fest, so ist
das eindimensionale Integral

by
F(x2) ::/ Sxr,x2)dx;

natiirlich gerade die rechts dunkel eingezeichnete Quer-
schnittsfliche des betrachteten Volumens mit einer senk-
rechten Ebene beim festen Wert x».

by
f(x1 ,X2)dX1

aj

dJCQ
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Anschaulich kénnen wir uns den Ausdruck F(x)dx; also als eine diinne Scheibe des betrachteten
Volumens vorstellen, die die Querschnittsfliche F(x;) und die Dicke dx; hat. Summieren wir nun
die Volumina dieser diinnen Scheiben von a; bis b, auf, bilden wir also das Integral

by by by
F(xp)dxy = / < f(xl,xz)dxl) dxy,
a

az az 1
so wiirden wir demnach erwarten, dass wir damit das gesuchte Gesamtvolumen unter dem Graphen
von f erhalten: Das urspriingliche zweidimensionale Integral sollte sich gemaf

by /by
/ flxr,x)d(x1,x2) :/ ( f(xl,xz)dM) dxy
la1,b1]x[az,b7] a a

als doppeltes eindimensionales Integral schreiben lassen, das wir dann natiirlich mit unseren bekann-
ten Methoden aus Kapitel 12 berechnen kénnen.

Wir werden nun beweisen, dass dies (unter recht milden Voraussetzungen an f) in der Tat richtig
ist. Da wir spéter natiirlich nicht nur zweidimensionale Integrale untersuchen wollen, betrachten wir
dabei gleich den allgemeinen Fall, in dem die Variablen x; und x, oben selbst wieder aus mehreren
Komponenten bestehen. Zum besseren anschaulichen Verstindnis des folgenden Satzes, der im We-
sentlichen die obige Idee zu einem exakten Beweis macht, ist es aber vermutlich von Vorteil, wenn
ihr euch die beiden Einzelintegrale erst einmal wie oben als jeweils eindimensional vorstellt, in der
Notation des Satzes also an den Fall n = n’ = 1 denkt.

Satz 28.17 (Satz von Fubini fiir Quader). Es seien [a,b] und [a',b'] zwei Quader in R" bzw. R" mit
Koordinaten x bzw. X'. Ferner sei f: |a,b] x [@',b'] — R eine integrierbare Funktion, fiir die auch
die Integrale

F(X):= £, x")dx
[a,b]

iiber die erste Komponente fiir alle x' € [d',b'] in R existieren.

Dann ist auch F: [d',b'] — R integrierbar, und es gilt

F(X)dx = / ( flx,x) dx) dx' = / fle,x)d(x,x).
[a',b'] [a',b'] [a,b] [a,b]x[d" ,b']

Beweis. Die erste Gleichung in der Behauptung ist natiirlich einfach nur die Definition von F. Wir
zeigen nun die Integrierbarkeit von F' zusammen mit der zweiten Gleichung iiber das Riemannsche
Integrabilitétskriterium aus Lemma 28.10 (b).

Es sei also € > 0 gegeben. Da f nach Voraussetzung integrier-  p/
bar ist, gibt es nach Lemma 28.10 (b) eine Zerlegung (Z,Z')
. X - /
von [a,b] x [@',b'] mit }Q
!
US(LZZ)> [ feded)—e @)

[a.b]x[d' ']
Betrachten wir wie im Bild rechts einen Teilquader Q' der so 4/

gewonnenen Zerlegung Z' von [d, '], so gilt fiir alle x’ € Q' a VA b
F(x') = s flx,x")dx (Definition von F) 2)
a,b
> US(fljap)x ('}, Z) (Integral obere Schranke fiir Untersummen)
= Z vol Q-inf£(Q x {x'}) (Definition der Untersumme)
0€TQ(2)
> Z volQ-inff(Q x Q'), (groBere Menge = kleineres Infimum)
Q€TQ(2)
und damit auch fiir das Infimum dieser Zahlen
infF(Q")> ) volQ-inff(QxQ). 3)

0€TQ(2)
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Wir erhalten so fiir die Untersumme von F beziiglich Z’ die Abschétzung
US(F,.Z)= Y volQ-infF(Q)
Q'eTQ(Z')
3
> Y volQ- ) volQ-inff(QxQ)
Q'eTQ(Z') Q€TQ(2)

= Y vol(QxQ)-inff(QxQ)
OxQ'€TQ(Z,Z")

=US(f.(2,2))

@ , ,
>/ f,x)d(x,x") —e.
[a.b]x [’ ¥/]

Genauso zeigt man fiir die Obersumme von F die Existenz einer Zerlegung Z' von [@’,b'] mit

OS(F,Z') < / Flex)d(x,x) +e.
[a,b]x[a’ b]
Damit folgt aus dem Riemannschen Integrabilititskriterium in Lemma 28.10 (b), dass F' integrierbar
ist mit
F(x')dx z/ fle,x)d(x,x). O
(@' b] [a,b]x[d" b

Bemerkung 28.18 (Notwendigkeit der Integrierbarkeitsvoraussetzungen im Satz von Fubini).

(a) Die Voraussetzung der Integrierbarkeit der Gesamtfunktion f in Satz 28.17 ist wirklich not-
wendig: Dass es nicht geniigt, die Existenz des Doppelintegrals vorauszusetzen, zeigt das
Beispiel der Funktion

1 fiirxlgé,xzeQ, f(x)

x
0 firx > 7 L mmmm
£100,1]%[0,1] 5 R, x+ rxg > 5,0 €Q o0 ¢Q

0 firx <4,xn¢Q, - _:€Q
1 fiirx1>%,xz¢(@. X1

Fiir diese Funktion ist offensichtlich

-1
/0 f(xhxg)dxl = %

fiir alle x; € [0, 1], und damit existiert das Doppelintegral

1 1 11 1
/ </ f(xl,xz)dx1>dxz—/ —dx; = —.
0 0 0o 2 2

Die Funktion f ist jedoch auf dem Quader [0, 1] x [0, 1] nicht integrierbar, da jeder Teilquader
einer Zerlegung Z von [0, 1] x [0, 1] Punkte mit Funktionswert 0 und solche mit Funktions-
wert 1 enthilt, so dass also stets US(f,Z) =0 und OS(f,Z) = 1 und damit UI(f) = 0 und
OI(f) =1 gelten.

Beachte, dass in diesem Beispiel das andere Doppelintegral

/o1 (/Olf(xlvxz)dxz> dx

nicht existiert, da f bei festem x; nicht iiber x; € [0, 1] integrierbar ist. Wir werden allerdings
in Beispiel 28.25 sehen, dass es auch moglich ist, dass beide Doppelintegrale existieren, aber
f trotzdem nicht integrierbar ist.

(b) Die in Satz 28.17 vorausgesetzte Existenz des inneren Integrals F(x') ist hingegen nicht
wirklich essentiell. Existiert dieses Integral ndmlich nicht fiir alle x’, so kénnen wir F(x')
in diesem Fall stattdessen als das immer existierende Unter- oder Oberintegral der Funk-
tion x — f(x,x') auf [a,b] (oder auch irgendeine Zahl dazwischen) definieren: Tun wir dies,
dndert sich im Beweis des Satzes lediglich der Ausdruck fiir F(x’) in (2) — aber die darauf
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folgende Abschitzung und damit auch der Rest des Beweises bleiben weiterhin giiltig, da
sowohl das Unter- als auch das Oberintegral eine obere Schranke fiir jede Untersumme ist.

In der Literatur wird der Satz von Fubini daher auch oft ohne die Voraussetzung der Exis-
tenz des inneren Integrals angegeben. Die Aussage des Satzes ist dann also so zu verstehen,
dass man das innere Integral nach Belieben als irgendeine Zahl zwischen dem Unter- und
Oberintegral interpretieren kann, falls diese nicht iibereinstimmen.

Folgerung 28.19. Es seien [a,b] = [a1,b1] X -+ X [ay,b,] C R" ein Quader und f: a,b] — R eine
stetige Funktion. Dann ldsst sich das Integral tiber f als n-faches eindimensionales Integral

/[;h}f(x)dx:/:" (/52 ( :lf(x)dx1>de ...)dxn

berechnen. Auflerdem darf die Reihenfolge dieser eindimensionalen Integrale dabei beliebig ver-
tauscht werden (was wir auch bereits in Aufgabe 25.25 (c) gesehen hatten).

Beweis. Dies folgt sofort mit Induktion aus Satz 28.17: Beim Induktionsanfang fiir n = 1 ist nichts
zu zeigen. Fiir den Induktionsschritt n — 1 — n ergibt der Satz mit Q = [a;,b1] X -+ X [ap—1,bp—1]

zunédchst
. b, .
/[a,h] f(X)dx: /an (/Qf(X)d(xh“"xn_l)) dxn;

da sowohl f als auch die eingeschrénkte Funktion (xy,...,x,—1) — f(x1,...,X,—1,%,) fiir festes x,
stetig und damit nach Satz 28.11 integrierbar sind. Anwenden der Induktionsvoraussetzung auf das
innere Integral liefert dann sofort die Behauptung. Da die Nummerierung der Variablen beliebig ist,
erhilt man die gleiche Aussage natiirlich auch mit einer anderen Reihenfolge der Integrale. 0

Notation 28.20. In der Aussage von Folgerung 28.19 ldsst man die Klammern oft weg und schreibt
das Integral damit als

bu by b
[ ]f(x)dx:/ / / F(xX)dx1dxy -+ dxy,
a,b an a Jap

wobei dann darauf zu achten ist, dass die Integrationsgrenzen an den Integralzeichen in umgekehrter
Reihenfolge wie die Differentiale dxy,...,dx, geschrieben werden.

Ein einfacher Spezialfall des Satzes von Fubini ergibt sich in der oft auftretenden Situation, dass der
Integrand ein Produkt von zwei Funktionen ist, die nur von jeweils einer der Variablen abhéngen:

Folgerung 28.21. Es seien |a,b] und [d',b'] zwei Quader in R" bzw. R" sowie f:la,b] = R und
g: [d,b'] = R zwei stetige Funktionen. Dann gilt

[ f0sate) = ([ i) ([ atrar).

Beweis. Als stetige Funktion ist das Produkt (x,x’) — f(x)g(x’) nach Satz 28.11 integrierbar. Der
Satz 28.17 von Fubini ergibt daher unmittelbar

[ PG = [ ( [, F0e)ds )
9] < - f(x) dx) g(x)dx

[db']

@ ( . 1) dx> : ( /[a/’b,]g(X')dx/)

da man von der Integrationsvariablen unabhingige Faktoren (g(x’) in (1) bzw. das Integral iiber x in
(2)) nach Satz 28.12 (b) aus dem Integral herausziehen kann. O



28. Integralrechnung im Mehrdimensionalen 401

Beispiel 28.22. Mit Hilfe von Folgerung 28.21 konnen wir das Integral [ j, o 1 X1%2 dx aus Bei-
spiel 28.9 (b) nun auch viel einfacher berechnen, indem wir es auf zwei eindimensionale Integrale
zuriickfithren und die Methoden aus Kapitel 12 benutzen: Es ist

1 1 x2 N 2 1\2 1
/[O,I]X[07l]x1x2dx: </0 xld)q) . (/0 xzdxz> = ([2]0> = (5) =71

Aufgabe 28.23. Berechne das Integral ——d(x,y).
[12]x[1,2] X+Y

Aufgabe 28.24. Man zeige: Ist f: [a,b] — R eine stetige Funktion auf einem Quader Q C R", so
gilt
1
f(x)dx-/ ——dx > (vol Q)2
/Q 0 fx)
o)

(Hinweis: Beweise und verwende die Ungleichung % + 0 > 2 firallex,y € Q.)

Aufgabe 28.25. Es sei Q = [0,1] x [0, 1]. Man zeige:
(a) Es gibt eine Menge D C 0, fiir die gilt:
o Fiir alle x,y € D mit x # y gilt x; # y; und x # y».
e Fiir alle a € Q und € € R enthilt Ug (a) einen Punkt aus D.
(b) Fiir eine Menge D wie in (a) sei
1 fallsxe D,

0—-R x—
f: R, x {o falls x ¢ D.

Dann existieren die Doppelintegrale

/01 (/Olf(x)d)q> dx, und /01 </01f(x)dx2) dx,

und haben den gleichen Wert, aber f ist trotzdem nicht integrierbar auf Q.



