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(1) Es sei V := Abb(N,R) der Vektorraum aller reellen Zahlenfolgen. Man zeige:

(a) Die Abbildung d : R×R→ R, (x,y) 7→ min(|x− y|,1) ist eine Metrik auf R.

(b) Die Abbildung

e : V ×V → R,
(
(ak)k,(bk)k

)
7→

∞

∑
k=0

d(ak,bk)

2k

(mit d wie in (a)) ist eine Metrik auf V .

(c) Eine Folge reeller Folgen (a(n)k )k ∈V mit n∈N konvergiert für n→∞ bezüglich der Metrik e wie
in (b) genau dann gegen (ak)k ∈V , wenn sie „punktweise konvergiert“, also wenn lim

n→∞
a(n)k = ak

für alle k ∈ N gilt.

(2) Für x,y ∈ R2 sind

d1(x,y) :=

{
∥x∥2 +∥y∥2 für x ̸= y,
0 für x = y

und d2(x,y) := min(∥x− y∥2,1)

Metriken auf R2 (das braucht ihr nicht zu zeigen).

(a) Skizziere die qualitativ verschiedenen Fälle, wie abgeschlossene Kugeln bezüglich dieser beiden
Metriken aussehen können.

(b) Man zeige: Eine Menge A ⊂ R2 ist bezüglich d1 genau dann beschränkt, wenn A bezüglich der
euklidischen Metrik beschränkt ist. Für d2 gilt dies jedoch nicht.

(c) Man zeige: Eine Menge A ⊂ R2 ist bezüglich d2 genau dann eine Umgebung eines Punktes
a ∈ R2, wenn A bezüglich der euklidischen Metrik eine Umgebung von a ist. Für d1 gilt dies
jedoch nicht.

(Insbesondere zeigt d2 also, dass Beschränktheit kein topologischer Begriff ist: Diese Metrik liefert
die gleichen Umgebungen wie die euklidische Metrik, aber nicht die gleichen beschränkten Mengen.)

(3) In dieser Aufgabe seien alle auftretenden Matrizenräume mit der Frobenius-Norm versehen, also mit
der Norm zum Standardskalarprodukt.
Man zeige:

(a) Für alle A ∈Km×n und B ∈Kn×p gilt ∥AB∥ ≤ ∥A∥ · ∥B∥.

(b) Ist A ∈Kn×n mit ∥A∥< 1, so ist E −A invertierbar, und es gilt
∞

∑
k=0

Ak = (E −A)−1.

(4) Es sei V =C0([0,1]) der Vektorraum der stetigen reellen Funktionen auf [0,1]. Man zeige:

(a) (V,∥ · ∥∞) ist ein Banachraum.

(b) (V,∥ · ∥2) ist kein Banachraum.


