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15. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

Wie wir nun schon in einigen Fillen gesehen haben, laufen viele Fragestellungen der linearen Al-
gebra auf rechnerischer Seite am Ende auf lineare Gleichungssysteme hinaus — z. B. die Uberprii-
fung von Erzeugendensystemen und der linearen Unabhingigkeit in Beispiel 14.2 (b) bzw. Beispiel
14.5 (b), oder die Berechnung von Durchschnitten und Summen von Unterrdumen in Algorithmus
14.27. Mit anderen Worten miissen wir also zu gegebenen m,n € Nsowie a; j,b; € K fiiri=1,...,m
und j =1,...,n alle x1,...,x, € K bestimmen, die simultan die Gleichungen

a1 xy+ -+ ayax, = by

ar1x1+---+axpx, = b

()
am X1+ + ampXn = b

erfiillen. Wir wollen daher in diesem Kapitel studieren, wann solche linearen Gleichungssysteme
losbar sind, und wie im Fall der Losbarkeit die Losungsmengen aussehen und konkret berechnet
werden konnen.

15.A Matrizen

Bevor wir mit der eigentlichen Untersuchung linearer Gleichungssysteme beginnen, sollten wir als
Erstes eine effizientere Notation dafiir einfithren, da die Schreibweise (x) in der Einleitung oben
natiirlich sehr uniibersichtlich und fehleranfillig ist. Dies ist mit Hilfe von sogenannten Matrizen
moglich. Die Idee besteht dabei einfach darin, die m - n Zahlen g; ; in () in einem einzigen mathe-
matischen Objekt zusammenzufassen.

Definition 15.1 (Matrizen). Es seien m,n € N.

(a) Eine m x n-Matrix iiber K ist ein rechteckiges Schema
al - din
A= mitg; ; € Kfiralle ]l <i<mund1<j<n
am,1 " Amn
mit m Zeilen und n Spalten. Analog zur Schreibweise fiir Zahlenfolgen in Definition 5.1 (a)

bezeichnen wir eine solche Matrix auch mit

(al‘d')]gigm oder einfach  (a; ;)i ;.
1<j<n

Es ist eine Konvention, dass wir dabei hinter den Klammern immer zuerst den Zeilenindex
und dann den Spaltenindex angeben (Merkregel: ,,Zeile zuerst, Spalte spéter).

Die Menge aller m x n-Matrizen mit Eintrigen in K wird mit K" bezeichnet — auch hier
steht in der Bezeichnung also zuerst die Anzahl der Zeilen und dann die Anzahl der Spalten.

(b) Eine Matrix A = (a; j); ; € K™*" mit genauso vielen Zeilen wie Spalten (also m = n) heifit
quadratisch. In diesem Fall bezeichnet man die Eintrige a;; mit i = 1,...,n (also die Ein-
trage von links oben nach rechts unten) als die Diagonaleintrige der Matrix.

Definition 15.2 (Matrixoperationen). Fiir zwei Matrizen A = (a; j); j und B = (b; j); j in K™*" sowie
A € K definieren wir

(a) die Addition A+ B := (a; ;+b; ;)i € K™";
(b) die Skalarmultiplikation AA :=24-A:= (A -qa;;);; € K™";
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(c) die transponierte Matrix AT := (aji)ij € K™

Beispiel 15.3. Die reelle Matrix (z. B. der Grofie 2 x 3), bei der in jeder Zeile i alle Eintrige gleich
i sind, konnen wir schreiben als
; 1 1 1 %3
(l),’.]’:<2 ) 2) ERX .

Addition und Skalarmultiplikation fiir Matrizen (und damit auch fiir Vektoren) sind einfach kompo-
nentenweise definiert, es ist also z. B.

1203y, (11 1y_(234 g2 (123 _(2 4 6
4 5 6 22 2) \6 7 8) "™ 4 5 6)\8 10 12

in R2*3, Die Transposition hingegen vertauscht die Rolle von Zeilen und Spalten in der Matrix, wie

z.B.in
T 1 4
<i g 2) =2 5 e R3*2,
3 6

Bemerkung 15.4.

(a) Offensichtlich ist K”*" mit der Addition und Skalarmultiplikation aus Definition 15.2 ein
K-Vektorraum. In der Tat unterscheidet sich dieser Raum von K™ ja nur dadurch, dass wir
die m - n Eintrdge der Matrix nicht untereinander, sondern in einem rechteckigen Schema
anordnen. Dementsprechend erhilt man also auch eine Basis von K"*", indem man alle
Matrizen mit einem Eintrag 1 und allen anderen Eintriigen 0 nimmt, im Fall K>*? also z. B.

(o 0) (0 o) 0) (6 %))

Insbesondere gilt damit dim K"*"* = mn.

(b) Der Nullvektor im Vektorraum K" ist offensichtlich die Matrix, in der alle Eintrige gleich
0 sind. Diese Matrix wird dementsprechend auch die Nullmatrix genannt und einfach als 0
geschrieben.

(c) Matrizen in K™*! mit nur einer Spalte haben in ihrer Schreibweise die gleiche Form wie
Vektoren in K™. In der Tat werden wir m x 1-Matrizen im Folgenden in der Regel mit Vek-
toren in K™ identifizieren.

Bisher gibt es bis auf die Art der Anordnung der Zahlen keinen nennenswerten Unterschied zwi-
schen den Matrizen in K" und den Vektoren in K™". Es gibt jedoch eine sehr wichtige weitere
Operation, die auf Matrizen, jedoch nicht auf Vektoren in K" definiert ist, namlich die sogenannte
Matrixmultiplikation:

Definition 15.5 (Matrixmultiplikation). Fiir natiirliche Zahlen m,n, p seien A = (a; ;); j € K™*" und
B=(bjs)jx € K", d.h. die Matrix B habe so viele Zeilen wie A Spalten. Dann definieren wir das
Matrixprodukt AB als

n
AB=A-Bi=(Yabjs) =~ €K™
= i,k
(merke: Es wird tiber die ,,mittleren Indizes* summiert, also iiber den Spaltenindex der ersten und

den Zeilenindex der zweiten Matrix). Das Produkt AB hat also so viele Zeilen wie die erste Matrix
und so viele Spalten wie die zweite.

Beispiel 15.6.
(a) Esistz.B.

0 1\ (4 5 6\_(04+17 0-5+1-8 0-6+1-9\_(7 8 9
2 3)°\7 8 9)7\ 24437 2.543.8 2.6+43.9) T \29 34 39



(b)

(©
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(hier ist m = n =2 und p = 3). Im Gegensatz dazu ist das Matrixprodukt

4 5 6 ) 0 1

7 8 9 2 3
nicht definiert, weil die erste Matrix drei Spalten, die zweite aber nur zwei Zeilen hat. Der
Einfachheit halber werden wir in Zukunft bei einem Matrixprodukt AB stets voraussetzen,

dass die zweite Matrix so viele Zeilen hat wie die erste Spalten, und dies nicht jedes Mal
wieder erwihnen.

Sind A = (a; j)i; € K™ und x € K" mit Koordinaten xi,...,x,, so konnen wir x gemif
Bemerkung 15.4 (c) als Matrix mit nur einer Spalte auffassen und erhalten das Matrixprodukt
al -+ dip X1 apxy+---+apXn
Ax=| : S R I : € K™ = k™.
am1 ' Amn Xn am1 X1+ + QupXn

Beachte, dass dieser Ausdruck genau die linke Seite eines linearen Gleichungssystems wie in
der Einleitung zu diesem Kapitel ist. Wir konnen lineare Gleichungssysteme in Zukunft also
einfach als Ax = b schreiben, wobei A € K" eine gegebene Matrix, b € K™ ein gegebener
Vektor und x € K" der gesuchte Vektor sind.

Ein einfacher, aber oft vorkommender und daher wichtiger Spezialfall von (b) ist, wenn
x =e;j fir j=1,...,n der j-te Einheitsvektor ist: In diesem Fall ist Ae; gerade die j-te
Spalte von A.

Wie iiblich nach dem Einfiihren einer neuen Struktur wollen wir auch hier zunichst einmal die
grundlegenden Eigenschaften der Matrixmultiplikation angeben bzw. beweisen.

Lemma 15.7 (Eigenschaften der Matrixmultiplikation). Fiir alle Matrizen A, B, C passender Grofie
(d. h. so dass die betrachteten Summen und Produkte definiert sind) sowie A € K gilt:

(a)
(b)
()

(d)

(Distributivitdit) (A4 B)C = AC+ BC und A(B+C) = AB+AC.

(Vertréiglichkeit mit der Skalarmultiplikation) (AA)B =A (A B) = A (AB).

(Assoziativitit) (AB)C = A(BC).

Bei der Multiplikation mehrerer Matrizen werden wir die Klammern daher oft weglassen;
das n-fache Matrixprodukt A - - - A fiir n € Nsq schreiben wir als A™.

(Vertriglichkeit mit der Transposition) (AB)T = BT AT,

Das Matrixprodukt ist jedoch im Allgemeinen nicht kommutativ (aufgrund der Grofienbedingung ist
das Produkt AB ja auch nicht einmal genau dann definiert, wenn BA es ist).

Beweis. Der Beweis ergibt sich durch einfaches Nachrechnen. Wir zeigen exemplarisch den zweiten
Teil von (a): Fir A = (a; ;)i j € K™" und B= (bjx)x,C = (cji)jx € K"P gilt

n
A(B+C) = ( ai’j(bj’k+cj’k))ik
Jj=1 ’

n n
= ( 2 aibjkt ) ai,jcj,k) 4
= = ok
n n
= (Yabix) +(Lajeir),
=1 ik =1 ik

=AB+AC. 0

Bemerkung 15.8 (Blockmatrixmultiplikation). Es seien A € K"*" und B € K"*? zwei Matrizen,
die in ,,Blockform*

AL | 402) B | p12)
A= A2 | 422 bzw. B= g2 | p22)
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mit ALY e km>*m ynd B(WD € K™M*P1 gegeben sind. Nach Definition der Matrixmultiplikation
konnen wir das Produkt AB dann ebenfalls in Blockform

A(]’]>B(l’l)+A(]’2)B(2"l) ‘A(I,I)B(],Z) +A(]’2>B(2’2)
~ | ARDBID  ARDBRN [ ARDB12) | 422502

schreiben, wobei die Blocke formal genauso multipliziert und addiert werden, als wiirde man das

Produkt zweier Matrizen der GroBe 2 x 2 berechnen: Tst A9 = (a!” § ))l und B = (bErkS >)j , fir

r,s € {1,2}, so ist z. B. der Eintrag von AB in Zeile i < m; und Spalte k < p1 (also im Block links
oben) gegeben durch

was genau der Eintrag von A(U)B(1 D 4+A1L2) B2, ) an dieser Stelle ist.

Analog funktioniert diese Regel auch fiir eine Aufteilung in mehr oder weniger als zwei Blocke ent-
lang der Zeilen bzw. Spalten. Haufig kommt z. B. der Fall vor, in dem wir die Matrix B spaltenweise
als B= (bW |- |p®) mit b(1),...,b(P) € K" schreiben; in diesem Fall ist dann

AB =AM [67) = (460 - 467,

Wir werden diese Rechenregeln zur Blockmatrixmultiplikation im Folgenden oft verwenden, ohne
jedesmal wieder darauf hinzuweisen.

Aufgabe 15.9.
(a) Finde eine Matrix A € R>*2\{0} mit A2 :=A-A = 0.
(b) Finde Matrizen A, B € R>*? mit AB = 0 und BA # 0.

Mit Hilfe des Matrixprodukts konnen wir nun zu jeder Matrix A € K™*" zwei Unterrdume definieren;
einen von K™ und einen von K":

Definition 15.10 (Bild und Kern einer Matrix). Fiir eine Matrix A € K" mit m,n € N nennen wir
(a) ImA := {Ax:x € K"} C K™ das Bild von A;
(b) KerA:={x€ K":Ax =0} C K" den Kern von A.

Die Bezeichnungen kommen dabei von den englischen Worten ,,image* und ,,kernel*.

Lemma und Definition 15.11 (Rang einer Matrix). Es sei A € K™*" mit m,n € N.

(a) ImA ist der von den Spalten von A erzeugte Unterraum von K™.

Man nennt seine Dimension tkA := dimImA den Rang von A; die Bezeichnung kommt dabei
vom englischen Wort ,,rank“.

(b) KerA ist ein Unterraum von K".

Beweis.

(a) Schreiben wir A = (a; |-+ |a,) mit ay,...,a, € K™, so ist nach Definition des Matrixpro-
dukts

ImA={Ax:x€ K"} ={xja1+ -+ x4a, : x1,...,X, € K} =Lin(ay,...,ay).
Also ist ImA der von den Spalten von A erzeugte Unterraum.

(b) Wir iiberpriifen die Unterraumkriterien aus Definition 13.8: Zunichst ist natiirlich A -0 = 0,
also 0 € KerA. Fiir alle x,y € KerA und A € K gilt auerdem Ax = Ay = 0, also auch

A(x+y)=Ax+Ay=0 und A-Ax=A-Ax=0
und damit x+y € KerA und Ax € KerA. O

Bemerkung 15.12. Es sei wieder A € K"™*" mit m,n € N.
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(a) Nach Lemma 15.11 (a) bilden die Spalten von A ein Erzeugendensystem von ImA. Mit der
Basisauswahl aus Satz 14.11 konnen wir aus diesen Erzeugern eine Basis von ImA auswih-
len, die dann rk A Elemente hat — wihrend mehr als rk A Elemente nach Folgerung 14.21 (b)
natiirlich linear abhéngig sein miissen. Wir sehen also:

Der Rang rk A ist die Maximalzahl linear unabhéngiger Spalten von A.

(b) Aus (a) folgt natiirlich sofort rkA < n. Da ImA ein Unterraum von K™ ist, gilt nach Lemma
14.23 auBerdem auch rkA < m.

(c) Die Unterrdume ImA und KerA lassen sich auch mit Hilfe des linearen Gleichungssystems
Ax = b interpretieren: Nach Definition ist InA = {Ax : x € K"} die Menge aller b € K™, fiir
die das Gleichungssystem losbar ist, und KerA = {x € K" : Ax = 0} die Losungsmenge im
Fall der rechten Seite b = 0.

(1 =1 0 21%3
as(h 7 ) emn

ImAzLin(((l)) , <_}) , (?)) =R*> = 1kA=dimImA =2

1
KerA={xeR*: Ax=0}={xeR3:x; —xo= —xp+x3 =0} =Lin | 1
1

Beispiel 15.13. Es sei

Dann ist

und

Eine wichtige Eigenschaft des Rangs ist, dass er in folgendem Sinne bei der Multiplikation mit einer
anderen Matrix nicht gréer werden kann.

Lemma 15.14 (Rang eines Produkts). Es seien m,n,p € N sowie A € K"™*" und B € K"*P,
Dann gilt tk(AB) < rkA und 1k(AB) < rkB.

Beweis. Zunichst gilt nach Definition des Bildes
Im(AB) = {ABx:x € K’} = {Ay:y € ImB}.
Zum einen folgt daraus nun wegen ImB C K"
Im(AB) C {Ay:y € K"} =ImA,

und damit rk(AB) < rkA. Zum anderen kénnen wir mit r := rk B eine Basis (by,...,b,) von ImB
wihlen und erhalten

Im(AB) = {A(Mb1+ -+ Ab,) : A, ..., A € K} =Lin(Aby,...,Ab,),
nach Bemerkung 14.22 (a) also auch rk(AB) < r =tk B. O

Aufgabe 15.15 (Rang einer Summe). Es seien m,n € Nund A,B € K"™*".
Zeige, dass dann rk(A + B) < rkA +rk B gilt.

Zum Ende dieses Abschnitts wollen wir nun noch die formalen Eigenschaften der Matrixmultiplika-
tion betrachten. Nachdem sie nach Lemma 15.7 (¢) schon einmal assoziativ ist, ist es dabei nahelie-
gend zu untersuchen, ob sie auch die anderen Gruppenaxiome aus Definition 3.1 erfiillt. Damit sie
iiberhaupt zwischen allen betrachteten Matrizen definiert ist, sollten wir uns dazu auf quadratische
Matrizen einer festen GroBe beschrinken. Ein — wie in Definition 3.1 (b) gefordertes — neutrales
Element ist dann schnell gefunden:
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Konstruktion 15.16 (Einheitsmatrix). Fiir n € N definieren wir die Einheitsmatrix der Grofe n x n
als die Matrix, deren Eintrdge auf der Diagonale gleich 1 und sonst iiberall O sind, also

01 - 0
Eni=(ei| - le)=1|. . .| ek™.

Wir schreiben sie oft auch einfach als E, wenn ihre Groe aus dem Zusammenhang klar ist. In der
Literatur ist manchmal auch die Bezeichnung I, oder [ iiblich. Offensichtlich gilt nun fiir jede Matrix
A= (ai|---|a,) € K™"
15.8 15.6 (c)
AE,=A-(e1] - |en) = (Aer] - |Aey) "= (ar] -+ |an) = A,

und damit analog auch ATE,, = AT, nach Transponieren mit Lemma 15.7 (d) also E,,A = A. Die
Einheitsmatrizen sind in diesem Sinne also (sogar fiir nicht-quadratische Matrizen) neutral fiir die
Matrixmultiplikation. AuBerdem ist natiirlich tk E, = n, denn es gilt InE, = Lin(ey,...,e,) = K".

Wie wir jetzt sehen wollen, existieren inverse Matrizen jedoch nicht immer, sondern nur zu Matrizen
mit maximalem Rang.

Satz und Definition 15.17 (Inverse Matrizen). Fiir jede quadratische Matrix A € K" mit n € N
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) TkA =n.
(b) Es gibt eine rechtsinverse Matrix B zu A, also eine Matrix B € K" mit AB=E.
(¢c) Es gibt eine linksinverse Matrix B zu A, also eine Matrix B € K™" mit BA = E.

Eine quadratische Matrix A mit diesen Eigenschaften heifit invertierbar. In diesem Fall sind die
rechts- und linksinverse Matrix zu A auflerdem eindeutig bestimmt und gleich; man schreibt sie als
A~" und nennt sie die zu A inverse Matrix.

Beweis.

(a) = (b): Nach Voraussetzung gilt rkA = dimImA = n, mit Lemma 14.23 also ImA = K". Fiir
allei=1,...,nist damit ¢; € ImA, d. h. es gibt ein b; € K" mit Ab; = ¢;. Definieren wir nun
B:=(by |- |by), so ergibt sich wie gewiinscht

AB=A-(b| - |by) "2 (Aby| - |Aby) = (e1] -+~ |en) = E.

(b) = (c): Wegen rk(AB) = rk E = n folgt zuniichst tk B = n aus Lemma 15.14. Nach der schon
gezeigten Richtung ,,(a) = (b)* gibt es also eine Matrix C € K"*" mit BC = E. Dabei ist
aber C = EC = ABC = AE = A, also wie behauptet BA = E.

(c) = (a): Wegen rk(BA) = rk E = n folgt dies sofort aus Lemma 15.14.

Sind diese Bedingungen erfiillt und B eine rechts- bzw. C eine linksinverse Matrix zu A, so gilt
auBerdem C = CE = CAB = EB = B, d. h. B und C sind eindeutig bestimmt und gleich. g

Lemma und Definition 15.18 (Invertierbare Matrizen als Gruppe). Es seienn € N und A,B € K"*"
zwei invertierbare Matrizen. Dann gilt:

(a) AB ist ebenfalls invertierbar mit (AB)™' = B~1A~1,
(b) A" ist ebenfalls invertierbar mit (A’l )’] =A.

Insbesondere ist die Menge aller invertierbaren Matrizen in K"*" also eine Gruppe beziiglich der
Matrixmultiplikation. Man bezeichnet sie mit GL(n,K) (der Name kommt vom englischen Begriff
., general linear group ).
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Beweis. Nach Voraussetzung gilt A~'A = B~'B = E gemiB Satz 15.17 (c). Also folgt
(B 'A™Y(AB) =B 'A"'AB=B 'EB=B 'B=E
und damit Teil (a); Teil (b) ergibt sich direkt aus A~'A = E mit Satz 15.17 (b).

Damit ist GL(n,K) eine Gruppe: Die Matrixmultiplikation ist eine Verkniipfung auf dieser Menge
nach (a) und assoziativ nach Lemma 15.7 (c), und GL(n,K) enthélt das neutrale Element E sowie
zu jeder Matrix A die inverse Matrix A~! nach (b). O

Beispiel 15.19. Die reelle Matrix

(0 ) e o)1)

ist nach Definition 15.17 invertierbar. In der Tat ist

I =3\ (1 3\ (1 0 .1 (1 =3
(O 1)-(0 1>_(0 1), und damit A _<0 1).

Wir werden in Satz 15.35 noch sehen, wie inverse Matrizen effizient berechnet werden konnen.
Bemerkung 15.20. Es seien n € Nund A € GL(n,K) eine invertierbare Matrix.

(a) Die Inversenbildung vertauscht mit der Transposition, d. h. es gilt (AT)~! = (A=1)T, denn es
ist

TI157@@

(A—I)TA (AA—I)T:ET:E7

und damit ist (A~!)T die inverse Matrix zu AT.
(b) Fiir alle b € K" ist das lineare Gleichungssystem Ax = b dquivalent zu x = A~ b, hat also die-
se eindeutige Losung fiir x. Diese Aussage ist momentan aber eher fiir theoretische Zwecke

als fiir konkrete Berechnungen niitzlich, zumal wir ja noch keine gute Berechnungsmoglich-
keit fiir inverse Matrizen kennen.

Aufgabe 15.21. Fiir ein gegebenes a € R sei A = e R33,

S O Q
S QN
SE )

(a) Berechne A” fiir alle n € Ny.

(Hinweis: Bestimme A" fiir kleine Werte von n, stelle damit eine Vermutung fiir die allge-
meine Form von A” auf, und beweise diese Vermutung dann mit vollstindiger Induktion.)

(b) Fiir welche a ist die Matrix A invertierbar? Bestimme in diesen Fallen auch die inverse Matrix
AL

Aufgabe 15.22. Fiir ny,n; € N5 und gegebene Matrizen A| € K" >, A, € K"2*"2 und B € K>

setzen wir
o Ay B nxn
A= < 0 A2> ek

mit n = n; +no.

Zeige, dass A genau dann invertierbar ist, wenn A; und A; invertierbar sind, und bestimme in diesem
Fall die inverse Matrix A~! aus A, A, und B.

Aufgabe 15.23. Es seien m,n € N und A € K™*" eine Matrix vom Rang r. Fiir alle k € N mit
k <mund k < n verstehen wir unter einer k x k-Teilmatrix von A eine Matrix, die man erhilt, indem
man aus A eine beliebige Auswahl von Zeilen und Spalten herausstreicht, so dass eine quadratische
Matrix der GrofBe k X k librig bleibt.

Zeige, dass es genau dann eine invertierbare k x k-Teilmatrix von A gibt, wenn k < r gilt.
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15.B Der GaubB-Algorithmus

Wie bereits angekiindigt wollen wir jetzt untersuchen, wie man lineare Gleichungssysteme — die wir
in Matrixschreibweise nach Beispiel 15.6 (b) nun als Ax = b mit A € K"™*" und b € K™ schreiben
werden — explizit numerisch l6sen kann. Wie ihr natiirlich wisst, besteht die Strategie hierbei darin,
die gegebenen Gleichungen mit einem geeigneten Algorithmus z. B. durch Addition, Subtraktion
oder Multiplikation mit Skalaren so umzuformen und zu kombinieren, dass ein dquivalentes Glei-
chungssystem entsteht, dessen Losung man leicht ablesen kann. In der Matrixform entspricht nun
jede Gleichung einer Zeile der Matrix A, und demzufolge wollen wir also die Zeilen der Matrix
umformen und miteinander kombinieren konnen. Diese Zeilenumformungen entsprechen in unserer
Schreibweise einfachen Matrixmultiplikationen, die wir jetzt einfiihren wollen.

Konstruktion 15.24 (Elementarmatrizen). Es seien m,n € Nund A = (a; ;); j € K™*".

(a) Firke {1,...,m} und A € K\{0} setzen wir

10 v --- 0
0

FA):=|:1" 4 " : € K™,
0 oo vne 01

wobei der Eintrag A in Zeile und Spalte k steht. Die Matrix Fj(A4) ist also nichts weiter als
die Einheitsmatrix, bei der der Eintrag 1 in der k-ten Zeile und Spalte durch ein A # 0 ersetzt
wurde. Mit dieser Matrix ist

1 0 """ Q al,l e al,n al,l cee al.’n
0 : : : :
Fr(A)-A= oA a1 an | = | Aaky - Aagy |,
-0 : : : :
0 - - 01 am,1 " Amn am,1 **° Amn

d.h. die Multiplikation von A mit F(4) von links entspricht der Multiplikation der k-ten
Zeile von A mit A.

(b) Fiirk,/ € {1,...,m} mitk # [ und A € K setzen wir

10 -+ --- 0
0. . A

Fk[(),) = eKvmxm7
. . ',' 0
0. - 01

wobei der Eintrag A in Zeile k und Spalte [ steht, d. h. diesmal haben wir in der Einheitsma-
trix den Eintrag 0 in Zeile k und Spalte [ durch A ersetzt. (Beachte, dass der Eintrag A fiir
k < I oberhalb und fiir k¥ > I unterhalb der Diagonalen steht; wir haben in der Matrix oben
der Einfachheit halber nur den Fall k < / dargestellt.) In diesem Fall ist

0" A a1 -+ Qkp agg+Aagy - aknt+Aar,
Fa(A)- A= |7 o] N : : ;

.0 apl cr dip ay ajin
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d. h. die Multiplikation von A mit F; ;(4) von links entspricht der Addition des A-fachen von
Zeile | zu Zeile k.

Die Matrizen Fy(A) fiir A € K\{0} sowie Fy;(A) fiir k # [ und A € K heifien Elementarmatrizen.
Es gibt sie in jeder (quadratischen) GroBe m x m; zur Vereinfachung der Schreibweise deuten wir
diese GroBe in der Notation Fi(4) bzw. Fj;(A) aber nicht an.

Man sagt, dass Fy(A)-A und Fj ;(A) - A aus A durch eine elementare Zeilenumformung entstehen.

Bemerkung 15.25.

(a) Die Elementarmatrizen sind invertierbar mit

- 1 -
(BN =F(7) wnd (Fa()™ = Fu(=A).
Dies folgt direkt aus Konstruktion 15.24: Wenn wir z. B. das Matrixprodukt

B () B0 =B (3 ) E(A)E

A A
bilden, multiplizieren wir die k-te Zeile in der Einheitsmatrix zuerst mit A und dann mit %
d.h. es kommt insgesamt wieder die Einheitsmatrix heraus — also ist F(1) - Fy() = E, und
damit (Fk(ﬂt))_1 = Fk(%)

Analog zeigt man die Aussage iiber das Inverse von Fi ;(1).

(b) Fiihren wir mit einer Matrix A mehrere elementare Zeilenumformungen aus, so ist das Er-
gebnis nach Konstruktion 15.24 eine Matrix F - - - - - F, - A mit Elementarmatrizen Fi, ..., F,.
Da diese Elementarmatrizen nach (a) invertierbar sind, ist das Produkt F := F} - --- - F, nach
Lemma 15.18 (a) ebenfalls wieder invertierbar. Das Ergebnis der Zeilenumformungen ist al-
so die Matrix FA, d. h. wir haben A von links mit einer invertierbaren Matrix F' multipliziert.
In der Tat werden wir in Folgerung 15.36 noch sehen, dass jede invertierbare Matrix ein
Produkt von Elementarmatrizen ist, also jede Multiplikation mit einer invertierbaren Matrix
von links als Abfolge von elementaren Zeilenumformungen geschrieben werden kann.

(c) Das Vertauschen von zwei Zeilen k,! € {1,...,m} mit k # [ in einer Matrix A € K"*" lasst
sich als Folge von elementaren Zeilenumformungen wie in (b) realisieren: Sind ay,...,an
die Zeilen von A, so erhalten wir

a a a a a a a
Ry | WA Ry [ A pua) | A e |
A= | — : — : Sar e B e

ap a —d —dj Ak

(d) Man kann die Elementarmatrizen auch verwenden, um analog elementare Spaltenumfor-
mungen durchzufiihren: Multipliziert man eine Matrix A € K" mit einer Elementarmatrix
Fy(A) (der GroBe n) von rechts, so entspricht dies der Multiplikation der k-ten Spalte von A
mit A. Analog addiert man das A-fache von Spalte k zu Spalte / von A, wenn man das Produkt
A - Fy(A) bildet. Wie in (b) ldsst sich eine Abfolge von elementaren Spaltenumformungen
also durch Multiplikation mit einer invertierbaren Matrix von rechts beschreiben.

Mit derartigen Zeilenumformungen wollen wir jetzt eine Matrix bzw. ein lineares Gleichungssystem
auf eine moglichst einfache Form bringen. Die folgende Form wird dabei herauskommen.

Definition 15.26 (Zeilenstufenform). Es seien m,n,r € Nund A = (a; ;)i ; € K™*".
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(a) Wir sagen, dass A in Zeilenstufenform (mit » Stufen ist), wenn

ky ko ky
3 \: 3

R
0

ist, wobei das Symbol ,,x“ fiir beliebige Eintriige steht. Mit anderen Worten gibt es also
Spalten 1 < k| < --- < k, < n (die sogenannten Stufenspalten), so dass gilt:

o aq;, = 1firallei=1,...,r;
e rechts hiervon stehen beliebige Eintriige (d. h. g; ; ist beliebig falls i < r und j > k;);
o alle anderen Eintréige sind 0.

(b) Sind zusitzlich noch auer den geforderten Einsen alle anderen Eintréige in den Stufenspal-
ten gleich Null, ist also sogar

(d.h. a;x, = O fiir alle / <i <), so sagt man, dass A in reduzierter Zeilenstufenform ist.

Wie schon angekiindigt besagt der folgende wichtige Satz nun, dass man jede Matrix mit elemen-
taren Zeilenumformungen auf diese Formen bringen kann. Dabei sind beide Formen in der Praxis
wichtig: Die reduzierte Zeilenstufenform ist natiirlich ,,schoner®, weil sie mehr Nullen enthilt und
damit einfacher ist — andererseits werden wir aber sehen, dass die normale, nicht-reduzierte Zeilen-
stufenform fiir viele Zwecke ausreichend und mit weniger Rechenaufwand zu erzielen ist. In der Tat
ist der Beweis des Satzes auch konstruktiv in dem Sinne, dass er explizit eine mogliche Vorgehens-
weise angibt, wie eine (reduzierte) Zeilenstufenform mit elementaren Zeilenumformungen erreicht
werden kann. Dieser sogenannte Gauf3-Algorithmus im Beweis ist mindestens genauso wichtig wie
die eigentliche Aussage:

Satz 15.27 (GauB-Algorithmus). Jede Matrix A € K™*" lisst sich durch elementare Zeilenumfor-
mungen in (reduzierte) Zeilenstufenform bringen.

Mit anderen Worten (siehe Bemerkung 15.25 (b)) gibt es also ein Produkt F € GL(m,K) von Ele-
mentarmatrizen, so dass FA in (reduzierter) Zeilenstufenform ist.

Beweis. Wir beweisen den Satz mit Induktion iiber die Anzahl n der Spalten von A. Da fiir n = 0
nichts zu zeigen ist, miissen wir nur den Induktionsschritt n — n 4 1 durchfiihren. Es sei also
A € K™<(1) peliebig vorgegeben. Wir wollen A mit elementaren Zeilenumformungen in (redu-
zierte) Zeilenstufenform bringen und nehmen nach Induktionsvoraussetzung an, dass wir dies fiir
alle Matrizen mit n Spalten bereits konnen. Wir unterscheiden dabei zwei Fille:

Fall 1: Alle Eintridge in der ersten Spalte von A sind 0, d.h. es ist A = (0|A’) fiir eine Matrix
A’ € K™*", Nach Induktionsvoraussetzung konnen wir dann A’ durch elementare Zeilenum-
formungen in (reduzierte) Zeilenstufenform bringen. Da diese Zeilenumformungen an der
ersten Nullspalte aber nichts dndern, haben wir damit auch A in (reduzierte) Zeilenstufen-
form gebracht.
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Fall 2: Es sind nicht alle Eintrége in der ersten Spalte von A gleich 0.

(a) Falls der Eintrag a;; links oben in A gleich Null ist, vertauschen wir zwei Zeilen von
A so, dass dieser Eintrag nicht mehr gleich 0 ist (nach Bemerkung 15.25 (c) ist dies
durch elementare Zeilenumformungen machbar).

(b) Wir dividieren die erste Zeile durch a;,; und erhalten eine Matrix der Form

1
as|

b S
am,1

(c) Wir subtrahieren von jeder Zeile k € {2,...,m} das a ;-fache der ersten Zeile und
bekommen dadurch

mit einer Matrix A’ € K(n—Dxn,

(d) Nach Induktionsvoraussetzung kénnen wir A’ jetzt mit elementaren Zeilenumformun-
gen in Zeilenstufenform bringen. Damit ist aber auch die gesamte Matrix bereits in
Zeilenstufenform — wollen wir also nur diese normale, nicht-reduzierte Zeilenstufen-
form erreichen, so sind wir damit fertig.

(e) Wollen wir eine reduzierte Zeilenstufenform erreichen, bringen wir A’ gemiR der In-
duktionsvoraussetzung sogar in reduzierte Zeilenstufenform und bekommen eine Ma-
trix der Form

0
Subtrahieren wir nun geeignete Vielfache der Zeilen 2,...,m von der ersten Zeile, so
konnen wir damit dann noch die Eintrédge in den Stufenspalten der ersten Zeile zu Null
machen und erhalten so auch die reduzierte Zeilenstufenform. 0

Beispiel 15.28. Wir wollen die Matrix

—1

mit elementaren Zeilenumformungen in Zeilenstufenform bringen. Dazu kdnnen wir nach dem Ver-
fahren im Beweis von Satz 15.27 wie folgt vorgehen (die Notation Z3 —3Z2 — Z3 bedeutet dabei
z.B., dass wir das Dreifache der zweiten Zeile von der dritten subtrahieren):

12234\ 1 —2-2-3-4\ 2421222 (] ) 2 -3 —4
-1 2347 =" -1 2 3 4 7 = 00 1 1 3
1 2105 1 21 0 5 00 3 3 9

7332273
—

33
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Mochten wir eine Matrix in reduzierter Zeilenstufenform erreichen, so addieren wir schlieBlich noch
das Doppelte der zweiten Zeile zur ersten und erhalten

0O 1 2 1 0 5
1 0 3 0 01
A= -1 1 -1 3 1 9
1 0 3 1 1 4

mit elementaren Zeilenumformungen auf reduzierte Zeilenstufenform.

15.C Algorithmen der linearen Algebra

Nachdem wir jetzt gesehen haben, wie man eine Matrix A € K"*" mit dem Gauf3-Algorithmus durch
elementare Zeilenumformungen in (evtl. reduzierte) Zeilenstufenform bringen kann, wollen wir nun
untersuchen, wie man damit die in der linearen Algebra auftretenden Fragestellungen numerisch
16sen kann. Fiir die Beweise dieser Aussagen ist es dabei niitzlich, die Zeilenstufenform von A wie
in Satz 15.27 als FA fiir eine invertierbare Matrix F' € GL(m, K) zu schreiben — beachte jedoch, dass
wir diese Matrix F fiir konkrete Anwendungen oft gar nicht explizit kennen miissen, sondern es
geniigt, wenn wir wie in Beispiel 15.28 direkt die Zeilenstufenform FA bestimmen.

Wir beginnen dabei mit dem Rang von A. Dieser ist sehr einfach zu bestimmen, er ist namlich wie
im folgenden Satz immer die Anzahl der Stufen in einer zugehorigen Zeilenstufenform. Gleichzeitig
liefert dieses Argument nicht nur den Rang — also die Dimension von ImA — sondern auch eine Basis
von ImA, nimlich indem wir die Spalten von A nehmen, die den Stufenspalten entsprechen.

Satz 15.30 (Bild und Rang einer Matrix). Es seien m,n € N und A = (a;| -+ |a,) € K™*". Wir
bringen die Matrix A in Zeilenstufenform FA mit F € GL(m,K); dabei seien r die Anzahl der Stufen
und ky < -+ < ky die Stufenspalten von FA.

Dann ist die Familie (a,, ... ,ay,) eine Basis von ImA. Insbesondere gilt also tkA = r.

Beweis. Da wir jede Matrix in Zeilenstufenform mit dem Gauf3-Algorithmus aus Satz 15.27 in re-
duzierte Zeilenstufenform mit denselben Stufenspalten iiberfithren konnen, konnen wir annehmen,
dass FA = (Fay | --- | Fa,) sogar in reduzierter Zeilenstufenform ist. Fiir alle i = 1,...,r ist die i-te
Stufenspalte der Matrix FA dann gleich Fay, = e;. Wir miissen nun zwei Dinge zeigen:

(@) B:= (ay,,...,a,) ist ein Erzeugendensystem von ImA: Da FA in Zeilenstufenform mit r
Stufen ist, haben die Spalten von FA hochstens in den ersten r Zeilen Eintrige ungleich 0.
Es gilt also nicht nur Lin(Fay, ,...,Fa,) = Lin(ey, ..., e,), sondern sogar

Lin(Fay,,...,Fay,) =Lin(ey,...,e,) =Lin(Fay,...,Fay,).
Multiplikation mit F~! von links ergibt also wie behauptet
LinB = Lin(ay,,...,ar,) = Lin(ay,...,a,) = ImA.
(b) B ist linear unabhingig: Es seien 41,...,4, € K mit Ajay, + --- + A,a;, = 0. Multiplikation
mit F von links liefert dann sofort
MFay, +---+AFa, =0 = Alej+---+Ae, =0,
und damit A; =--- = A, =0. O
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Beispiel 15.31. Wir betrachten noch einmal die reelle Matrix

-1 2 2 3 4
A= -1 2 3 4 7
1 =21 05

wie in Beispiel 15.28. Dort hatten wir A in eine Zeilenstufenform mit zwei Stufen und den Stu-
fenspalten 1 und 3 gebracht. Nach Satz 15.30 ist also rkA = 2, und die erste und dritte Spalte der
Ausgangsmatrix A (nicht der Zeilenstufenform!) ergeben fiir InA die Basis

~1 2
“1|,(3
1 1

Als Nichstes wollen wir lineare Gleichungssysteme betrachten, die wir gemél Beispiel 15.6 (b) in
Matrixform als Ax = b schreiben kénnen.

Algorithmus 15.32 (Losungen linearer Gleichungssysteme). Es seien m,n € N sowie A € K"™*" und
b € K™. Wir mochten das lineare Gleichungssystem Ax = b 16sen, und damit insbesondere im Fall
b = 0 auch KerA bestimmen.

Dazu bilden wir zunichst aus den gegebenen Daten die sogenannte erweiterte Koeffizientenmatrix
(A|b) € K™("+1) und bringen sie mit elementaren Zeilenumformungen in reduzierte Zeilenstufen-
form F(A|b) = (FA|Fb) mit F € GL(m,K). Da F invertierbar ist, ist das urspriingliche Gleichungs-
system Ax = b dquivalent zu FAx = Fb, d. h. wir haben die Losungsmenge des Gleichungssystems
durch den Ubergang von (A|b) zu (FA|Fb) nicht geindert und kénnen ab jetzt nur noch das um-
geformte System betrachten. Dementsprechend schreiben wir im Folgenden die Eintrdge von FA als
a; j und die Koordinaten von Fb als b; firi=1,...,mund j=1,... 1.

Durch die Umformung ist natiirlich auch FA in reduzierter Zeilenstufenform mit » := rkA Stufen
(siehe Satz 15.30). Bezeichnen wir die Stufenspalten von FA mit k; < --- < k, und die Nichtstufen-
spalten mit j; < --- < j,_, so ist also

ky k> ky
{ { {
0 0 b
1 0 by
1 *.--%x| b
(FA|Fb) = r
O by
0
0

Fiir den Eintrag b, gibt es dabei zwei Moglichkeiten:

(@) by+1 =1, also tk(A|b) = r+ 1: Zeile r+ 1 des umgeformten Gleichungssystems FAx = Fb
ergibt dann den Widerspruch 0 = 1, d. h. in diesem Fall existiert keine Losung.

(b) by41 =0, also rk(A |b) = r: In diesem Fall sind die Nichtstufenvariablen x;j,,...,x;, , frei
wiihlbar, und Zeile i fiir i = 1,...,r bestimmt daraus die i-te Stufenvariable x;, eindeutig zu
Xk; :bi—Za,’,j,le €K, (1)

=1

wobei g; j, die Eintrige ,,+“ in der obigen Matrix sind (und nur ungleich 0 sein kdnnen, falls
Ji > k; ist, was im Folgenden aber keine Rolle spielt).
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Alternativ hitten wir (A | ) auch nur in nicht notwendig reduzierte Zeilenstufenform bringen kénnen
(was natiirlich weniger Arbeit ist). Dann driickt Zeile i des umgeformten Gleichungssystems die i-te
Stufenvariable xi, durch alle freien Variablen x;,,...,x;, . und die weiter rechts stehenden Stufen-
variablen xy,_ ,...,xy, aus. Wir miissen diese Zeilen dann also von unten nach oben durchgehen und
so der Reihe nach x;,,...,x;, aus den freien Variablen und den bereits bestimmten Stufenvariablen
berechnen (was dann wieder etwas mehr Arbeit ist).

Im Fall (b) der Losbarkeit haben wir oben in (1) den Wert jeder Variablen einzeln angegeben. Fassen
wir nun noch alle diese Komponenten von x zu einem Vektor zusammen, so konnen wir die Losung
auch schreiben als

n—r
x=w—) xw; €K", )
I=1
wobei die Koordinaten der Vektoren w;,,...,w;, ,,w gegeben sind durch:
e die k;-te Koordinate von wj, bzw. w ist @; j, bzw. b; firi=1,...,rund j=1,...,n—r (die

Koordinate k; von (2) wird damit genau (1));

e die ji-te Koordinate von wj, ist —1 fiir j =1,...,n—r, und alle anderen Koordinaten zu
Nichtstufenvariablen in w;, und w sind 0 (die Koordinate j; von (2) wird damit die triviale
Gleichung xj, = x;,).

Als Merkregel konnen wir die Vektoren wj,,...,w;, ., w damit als die entsprechenden Spalten der
folgenden Matrix W = (wy | --- |wy, |w) € K"*("+1) erhalten:

Zu einer gegebenen Matrix (FA |Fb) € K"™*("+1) in reduzierter Zeilenstufenform mit
Stufenspalten k; < --- < k, konstruieren wir eine Matrix W € K"X(”“), indem wir fiir
i=1,...,r Zeile i von (FA|Fb) in Zeile k; von W schreiben; die restlichen Eintréige
von W sind —1 auf der Diagonalen und O sonst.

Die Losungsmenge des Gleichungssystems Ax = b ist mit diesen Bezeichnungen nach (2) dann also
w+Lin(wj,,...,wj,_,); im Fall b = 0 fiir die Berechnung von KerA ist dabei natiirlich auch w = 0.
Die hierbei auftretenden Vektoren wj,,...,w;, . sind dariiber hinaus linear unabhéngig: Sind nim-
lichAy,..., A, € Kmit liw;, +---+A,_,wj,_, =0, so besagt die j;-te Koordinate dieser Gleichung
genau A;-(—1)=0firallel/=1,...,n—r.

Fassen wir die Ergebnisse unserer gesamten Konstruktion zusammen, haben wir damit insgesamt
also gezeigt:

Satz 15.33 (Kern einer Matrix und lineare Gleichungssysteme). Es seien m,n € N sowie A € K™*"
und b € K™ mit r 1= 1kA. Wir bringen die erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b) in reduzierte Zei-
lenstufenform mit Nichtstufenspalten 1 < j; < --- < j,—, < nvon A, und bilden dazu die Matrix
W= (wi |- |wn|w) € K aqus Algorithmus 15.32. Dann gilt:

(a) Die Familie (wj,,...,wj,_,) ist eine Basis von KerA. Insbesondere ist die Dimension des

Kerns also dimKerA = n—r =n—r1KkA, und es folgt die Dimensionsformel fiir Matrizen
dimImA +dimKerA = n.

(b) Das lineare Gleichungssystem Ax = b ist genau dann losbar, wenn k(A |b) = rkA gilt. In

diesem Fall ist die Losungsmenge gegeben durch
{xeK":Ax=>b} =w+KerA
und damit ein verschobener Unterraum der Dimension n —r.
Beispiel 15.34. Uber dem Korper R seien

-1 2 2 3
A= -1 2 3 4 und b=1[7
1 210

9}
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Die erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b) ist dann genau die Matrix, die wir in Beispiel 15.28 in
reduzierte Zeilenstufenform

gebracht haben; im linken Teil der Matrix haben wir dabei auch A in reduzierte Zeilenstufenform
gebracht. Nach dieser Umformung besagt das Gleichungssystem Ax = b nun genau

x1—2x—x4=2 und x3-+x4 =3,

was sich natiirlich auch ohne einen weiteren Algorithmus leicht 16sen ldsst: Die Nichtstufenvariablen
x> und x4 sind frei wihlbar, und die anderen beiden Variablen gegeben durch x; = 2x +x4 +2 und
X3 = —x4+3.

Wollen wir trotzdem das obige ,,Kochrezept™ aus Algorithmus 15.32 bzw. Satz 15.33 verwenden,
lesen wir an (x) zunichst ab, dass rk(A |b) = 2 = rkA gilt und das Gleichungssystem damit losbar
ist. Wir bilden die Matrix W € R**3 indem wir die Zeilen 1 und 2 von (%) in die Zeilen 1 und 3
von W schreiben (unten eingekreist, die Stufeneinsen stehen nun also genau auf der Diagonalen);
die tibrigen Eintrdge von W sind —1 auf der Diagonalen und O sonst:

A =2 0 —1]2)
0O -1 0 0|0
W:(WI\WZ\W3|W4|W): (() 0 1 1 3)
0O 0 0 —-110

Eine Basis von KerA ist nun nach Satz 15.33 (a) gegeben durch die oben grau markierten Spalten
(wp,w4) von W (also die Spalten der Zusatzeintrige —1), und die Losungsmenge des Gleichungs-
systems Ax = b ist w+ Lin(wy, w4 ) nach Satz 15.33 (b). Wollen wir nur den Kern von A bestimmen,
konnen wir natiirlich komplett mit A statt mit (A |b) rechnen und haben demzufolge sowohl in (x)
als auch in W keine separate rechte Spalte.

Auch die Berechnung inverser Matrizen ist mit Zeilenstufenformen einfach:

Satz 15.35 (Inverse Matrix). Es seienn € Nund A € K"*". Wir bringen A mit elementaren Zeilenum-
formungen in reduzierte Zeilenstufenform FA mit F € GL(n,K), fiihren aber alle Umformungen mit
der erweiterten Matrix (A |E) € K" ") durch, so dass wir am Ende die Matrix F(A|E) = (FA|FE)
erhalten.

Dann ist A genau dann invertierbar, wenn nach der Umformung in der linken Hdlfte der erweiterten
Matrix die Einheitsmatrix FA = E steht. In diesem Fall steht in der rechten Hdilfte die inverse Matrix
FE=F=A".

Beweis. Nach Satz 15.17 ist A genau dann invertierbar, wenn rkA = n gilt, also FA in reduzierter
Zeilenstufenform mit n Stufen ist. Die einzige n x n-Matrix in reduzierter Zeilenstufenform mit n
Stufen ist aber die Einheitsmatrix. Also ist A genau dann invertierbar, wenn FA = E gilt, und die
inverse Matrix F = A~! steht in diesem Fall in der rechten Hilfte FE der umgeformten erweiterten
Matrix. g

Folgerung 15.36. Jede invertierbare Matrix ist ein Produkt von Elementarmatrizen.

Beweis. Zu jedem A € GL(n,K) gibt es nach Satz 15.35 ein Produkt F = Fj - - - - - F;, von Elementar-

matrizen Fi,...,F, mit F = A~'. Da die inversen Matrizen von Elementarmatrizen nach Bemerkung
15.25 (a) wieder Elementarmatrizen sind, ist damit aber auchA = F~! = F,:l ceee ~F1*1 ein Produkt
von Elementarmatrizen. O

Beispiel 15.37. Es sei

(11 2x2
A_<3 4> e R~
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Wir bringen nun A mit Satz 15.27 in reduzierte Zeilenstufenform, fithren aber alle Umformungen
mit der 2 x 4-Matrix (A |E,) durch:

1 1|11 o\N\z2-3z1-22/1 1| 1 0O\zl-22=21 /1 O] 4 —1
340 1 — \o1|=31) 7 \o1]|=3 1)
Da in der linken Hilfte nun die Einheitsmatrix steht, ist A nach Satz 15.35 invertierbar, und die zu A
inverse Matrix ist die rechte Halfte
4 -1
_1 _
Al = (_3 1).

Als letzten Algorithmus wollen wir nun noch untersuchen, welche Schlussfolgerungen wir ziehen
konnen, wenn wir in einer Matrix A € K™*" elementare Spalten- statt Zeilenumformungen durch-
fiihren, was nach Bemerkung 15.25 (d) als Multiplikation mit einem Produkt von Elementarmatrizen
von rechts geschrieben werden kann. Natiirlich entspricht dies auch genau elementaren Zeilenum-
formungen in der transponierten Matrix AT. Da wir AT nach Satz 15.30 mit elementaren Zeilenum-
formungen in eine Zeilenstufenform mit rk(AT) Stufen bringen konnen, kénnen wir also auch A mit
elementaren Spaltenumformungen in eine Spaltenstufenform (d. h. eine transponierte Zeilenstufen-
form) mit rk(AT) Stufen bringen. Wie wir jetzt zeigen wollen, kann man auch an dieser Spaltenstu-
fenform das Bild von A ablesen, auch wenn sie ganz anders aussieht als die Zeilenstufenform.

Satz 15.38 (Alternative Formel fiir Bild und Rang einer Matrix). Es seien m,n € N und A € K"™*".
Wir bringen A mit elementaren Spaltenumformungen in Spaltenstufenform

1 O — ki

1 — ky

* ﬂ (—kr

mit F € GL(n,K), wobei r = tk(A") die Anzahl der Stufen und ky < --- < k, die Stufenzeilen von AF
sind; die Matrix AF hat also die Form AF =: (a; | ---|a,|0]|---|0) fiir gewisse ay,...,a, € K™

AF =

Dann ist (ay,...,a,) eine Basis von ImA. Insbesondere gilt damit tkA = r = rk(AT).

Beweis. Wir miissen zwei Dinge iiber die Familie B := (ay,...,a,) zeigen:

(a) Bistein Erzeugendensystem von ImA: Es gilt
Im(AF) ={AFx:x€ K"} ={Ay:y€ K"} =ImA
mit der Substitution y = Fx (bzw. x = F~'y). Also wird ImA = Im(AF) von den Spalten von
AF erzeugt, und damit von B.

(b) B ist linear unabhiingig: Es seien Ay,...,A, € K mit Aja; + --- + A.a, = 0. Betrachten wir
diese Gleichung der Reihe nach in den Koordinaten ky,...,k,, so erhalten wir wegen der
Spaltenstufenform von AF daraus A} =--- =4, =0. O

Beispiel 15.39. Wir betrachten noch ein letztes Mal die Matrix

-1 2 23 4
A=1]-1 2 3 4 7 e R3S
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aus Beispiel 15.28, und bringen sie diesmal mit elementaren Spaltenumformungen in Spaltenstufen-
form:

$2-251-52
EE
-12234 —S1-51 2 234 S5—481 -85 100 0
-1 2 3 47 — 2 3 47 — 1 01 3
1 =210 5 -1 -2 10 5 -1 0 3 9
2683 10000y HfemS (110 000
— 1 1013 — 1 1 000
-1 3 03 9 -1 31000
Nach Satz 15.38 ist also
1 0
1 ],(1
-1 3

eine Basis von ImA (die sich von der aus Beispiel 15.31 unterscheidet). Beachte, dass wir diesmal
im Gegensatz zu Beispiel 15.31 die Spalten der umgeformten Matrix und nicht die von A nehmen
miissen!

Bemerkung 15.40 (Invarianz des Rangs einer Matrix unter Transposition). Als Folgerung aus un-
seren beiden Algorithmen zur Berechnung des Rangs einer Matrix haben wir in Satz 15.38 gesehen,
dass tkA = rk(AT) fiir jede Matrix A € K™*" gilt. Diese wichtige Eigenschaft des Rangs ist ganz und
gar nicht aus der Definition tkA = dimImA bzw. rk(AT) = dimIm(AT) offensichtlich — in der Tat
sind ImA und Im(AT) komplett verschiedene Unterrdume, die ja sogar in unterschiedlichen Vektor-
rdumen K bzw. K" liegen. In der Praxis bedeutet sie, dass jede Eigenschaft des Rangs, die fiir die
Spalten einer Matrix gilt, auch fiir die Zeilen gilt: So ist der Rang z. B. nicht nur wie in Bemerkung
15.12 (a) die Maximalzahl linear unabhéngiger Spalten von A, sondern auch die Maximalzahl linear
unabhingiger Zeilen von A.

Algorithmus 15.41 (Weitere Algorithmen der linearen Algebra). Die numerische Berechnung un-
serer anderen bisher aufgetretenen Fragestellungen der linearen Algebra lisst sich leicht auf die in
diesem Abschnitt behandelten Sétze bzw. Algorithmen zuriickfiihren:

(a) Eindeutige Losbarkeit von linearen Gleichungssystemen: Es seien m,n € N sowie A € K"™*"
und b € K™. Das lineare Gleichungssystem Ax = b ist nach Satz 15.33 genau dann eindeutig
16sbar, wenn rk(A|b) = rkA und dimKerA = 0 gilt, was nach der Dimensionsformel fiir
Matrizen dquivalent ist zu tk(A | b) = kA = n.

Ist A sogar quadratisch (also m = n), so folgt dabei aus rkA = n bereits tk(A | b) = n, denn
wegen (A|b) € K"("*1) kann der Rang dieser Matrix nicht groBer werden als n. Damit
ist das Gleichungssystem Ax = b im quadratischen Fall genau dann eindeutig losbar, wenn
tkA = n gilt, also A invertierbar ist. Die eindeutige Losung ist dann natiirlich x = A~'b wie
in Bemerkung 15.20 (b).

(b) Lineare Abhingigkeit: Es seien r,n € Nund xy,...,x, € K". Die Familie (xj,...,x,) ist genau
dann linear unabhingig, wenn sie eine Basis von Lin(xy,...,x,) = ImA mitA := (x; | -+ | x;)
ist. Mit Folgerung 14.21 ist dies dquivalent zu tkA = r.

(c) Basisauswahl: Es seien wieder r,n € N und xy,...,x, € K" Vektoren, die damit ein Erzeu-
gendensystem von U := Lin(xj,...,x,) = ImA mit A := (x; | --- |x,) bilden. Um aus diesen
Vektoren eine Basis von U auszuwihlen, konnen wir einfach mit Satz 15.30 eine Basis von
U bestimmen, die aus geeigneten Spalten von A besteht.

(d) Basisergidnzung: Nun seien die Vektoren xi,...,x, € K" linear unabhingig; wir wollen sie
zu einer Basis von K" ergiinzen. Auch dazu bilden wir wieder die Matrix A = (x1 | -+ |x,),
die nach (b) Rang r hat. Diesmal bringen wir sie aber wie in Satz 15.38 mit elementaren
Spaltenumformungen in eine Spaltenstufenform mit » Stufen.
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Sind dabei j,..., j,—r die Nichtstufenzeilen, so ergénzen die entsprechenden Einheitsvekto-
rene;j,,...,ej, . die Vektoren xi,...,x, zu einer Basis von K": Diese Vektoren liefern nim-
lich die fehlenden Stufen in der Spaltenstufenform, d. h. wir konnen die erweiterte Matrix
(x1|---|xr|ej | ---|ej,_,) mit elementaren Spaltenumformungen in eine Spaltenstufenform
mit n Stufen bringen — was genau bedeutet, dass ihr Rank gleich » ist und die Vektoren in
ihren Spalten damit eine Basis von K" sind.

(e) Durchschnitt und Summe von Unterrdumen: Wie wir in Algorithmus 14.27 schon gese-
hen haben, fiihrt die Berechnung des Durchschnitts von Unterrdaumen auf ein lineares Glei-
chungssystem, und die Berechnung der Summe auf eine Basisauswahl. Beides konnen wir
nun mit Hilfe der Methoden aus diesem Kapitel behandeln.

Aufgabe 15.42.
2 1 -1
L . 1 -1 0
(a) Berechne Basen von ImA und KerA fiir die reelle Matrix A = 0 o 0
1 2 -1
0 b b b
(b) Berechne den Rang der reellen Matrix A= | @ O b b | in Abhidngigkeit von a,b € R.
a a 0 b
1 0 2
(c) Zeige, dass die reelle Matrix A= | 2 —1 3 | invertierbar ist, und berechne AL
4 1 8
Aufgabe 15.43. Gegeben seien in R’ die Vektoren
1 1 0 -3 —1
2 0 2 0 2
x1=|01], xo=|11], x3=|2], xa=]| 3 |, x»=| 1 |;
0 2 2 2 1
1 0 1 0 3
wir setzen A = (xq |x2 | x3 | x4 | x5) € R,
(a) Wihle aus (xy,...,xs) eine Basis von ImA aus und berechne eine Basis von Im(AT).

(b) Bestimme die Dimension von Lin(x;,x2,x3,x4).
(c) Gilt Lin(xy,x4) NLin(x1,xs5) = {0}?
(Hinweis: Die Losung zu allen Aufgabenteilen ldsst sich aus derselben Rechnung ableiten.)

Aufgabe 15.44. In R* betrachten wir die Unterriume

1 -2 —1
. 2 —1 4 4
U, =Lin T und Up ={xeR":x; —xp —x3 =x1 +x —3x4 =0}.
0 3 6

(a) Berechne Basen von Uy, U, U + U, und Uy NUs».

(b) Ergiénze die in (a) gefundene Basis von U, zu einer Basis von U; + Us.

Aufgabe 15.45 (Elementare Codierungstheorie). In dieser Aufgabe seien K = Z; der Korper mit 2
Elementen aus Beispiel 3.6 (b), sowie

1000
0100
0010

A=|0001 c K74,
1110
0111
1101
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(a) Berechne eine Matrix B € K3>*7 mit ImA = KerB.

(b) Zeige, dass es zu jedem y € K7 genau ein x € K* gibt, fiir das sich y von Ax in hochstens
einer Koordinate unterscheidet.

(Hinweis: der Vektor By € K* sollte erkennen lassen, wo dieser Unterschied liegt.)

Diese Aufgabe beinhaltet die Grundidee der sogenannten Codierungstheorie. Angenommen, wir
wollen einen Vektor x € K* (also 4 Bits) iiber eine gestorte Leitung an einen Empfinger iibertragen.
Wenn wir dann statt der 4 Bits x die 7 Bits Ax libertragen und beim Empfinger statt Ax filschli-
cherweise y ankommt, kann dieser nach (b) die urspriingliche Information x auch dann noch aus y
rekonstruieren, wenn bei ihm ein Bit falsch angekommen ist. Auf vielen Datentrigern, Strichcodes
oder QR-Codes sind die Daten in einer solchen Art codiert, damit Lesefehler automatisch erkannt
und korrigiert werden konnen.

Aufgabe 15.46. Es sei A € K™*" eine Matrix vom Rang r.

Beweise, dass es dann Matrizen B € K™*" und C € K"*" vom Rang r gibt mit A = BC.

(Hinweis: Zeige die Aussage zunichst fiir den Fall, dass A in Zeilenstufenform ist.)

Aufgabe 15.47. Es seien m,n € N5 und A € K™*". Wir wihlen eine beliebige Basis (xj,...,x;)
von KerA und ergiéinzen sie zu einer Basis (xi,...,x,y1,...,y;) von K".

Zeige durch direktes Nachpriifen der Definitionen, dass (Ayj,...,Ay;) dann eine Basis von ImA ist.

Insbesondere erhalten wir auf diese Art also einen alternativen Beweis der Dimensionsformel fiir
Matrizen (siehe Satz 15.33 (a))
dimKerA +dimImA = n.



