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14. Basen und Dimension

Im letzten Kapitel haben wir in Lemma 13.11 viele Beispiele von Vektorrdumen konstruiert, indem
wir zu einer (endlichen) Familie B in einem gegebenen Vektorraum den davon erzeugten Unterraum
LinB gebildet haben. In der Tat haben sehr viele in der Praxis auftretende Vektorrdume die Eigen-
schaft, dass ihre Elemente als Linearkombinationen endlich vieler gegebener Vektoren geschrieben
werden konnen — z. B. alle Unterrdaume von K" fiir beliebige n € N, wie wir in Bemerkung 14.24
noch sehen werden. Wir wollen uns daher zur Vereinfachung oft auf solche gemif3 der folgenden
Definition endlich erzeugten Vektorrdaume beschrinken. Wie man auch ohne diese Bedingung aus-
kommen kann, werden wir kurz am Ende dieses Kapitels in Bemerkung 14.28 diskutieren.

Definition 14.1 (Erzeugendensysteme und endlich erzeugte Vektorrdume). Es sei V ein Vektorraum.

(a) Eine (endliche) Familie B = (xj,...,x,) von Vektoren in V heift ein Erzeugendensystem
von V, wenn LinB =V gilt, d.h. wenn es zu jedem x € V Skalare 4,,...,4, € K gibt mit
xX=Mx1+- -+ A,

(b) Der Vektorraum V heif3t endlich erzeugt, wenn er ein solches endliches Erzeugendensystem

besitzt.
Beispiel 14.2.
(a) Fir ein gegebenes n € N bilden die sogenannten Einheitsvektoren
1 0 0
0 1 0
er:=|.|,e=].],;e=|. eK"
0 0 1
ein Erzeugendensystem von K", denn jedes x € K" mit Komponenten xy,...,x, € K hat die
Form
X1
X2
X = . =x1e1+---+x,e,.
Xn

Insbesondere ist K" damit ein endlich erzeugter Vektorraum.

(b) Fiir den Vektorraum R2 ist auch die Familie

=(()-(4))

ein Erzeugendensystem: Um dies zu zeigen, miissen wir zu jedem x € R? mit Komponenten
x1 und x, Skalare 41,4, € R finden mit

xi\ 1 1 X1=M+2
()Q)_l](l)_'_/lz(—l) < und xZZ)q—)Q.

Dieses Gleichungssystem ldsst sich aber leicht nach A; und A, auflésen; wir erhalten

_xi+x XX x1) _x+x (1 xX1—x2 (1
A= 5 und A, = 7 also (xz) 5 <l)+ > (_1).

(c¢) Fiir alle n € N ist die Familie B = (x°,...,x") aller Potenzfunktionen R — R, x — x' fiir
i =0,...,n (die wir hier kurz als x’ schreiben) ein Erzeugendensystem des Vektorraums
Pol,(R,R) aller reellen Polynome vom Grad héchstens n aus Beispiel 13.12 (c), denn jedes
solche Polynom ist nach Definition eine Linearkombination dieser Potenzfunktionen.
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Insbesondere ist Pol,(R,R) also endlich erzeugt. Der Vektorraum Pol(R,R) aller reellen
Polynome ohne Gradbeschrinkung ist dagegen nicht endlich erzeugt: In einer (endlichen)
Familie B von Polynomen in Pol(R,R) gibt es ndmlich zwangsliufig einen groRten auftre-
tenden Grad; Polynome in Pol(R,R) von hoherem Grad kénnen dann also nicht in LinB
liegen.

(d) Jedes Erzeugendensystem eines Vektorraums V bleibt natiirlich ein Erzeugendensystem von
V, wenn man beliebige Vektoren von V hinzufiigt. So ist z. B. nicht nur wie in (a) die Familie
der beiden Einheitsvektoren ein Erzeugendensystem von R?, sondern auch die Familie

#=((0) (1))

Diese Erweiterungsmoglichkeit mit beliebigen Vektoren kann Erzeugendensysteme natiirlich unno-
tig grofl machen. Wir sollten daher vor allem nach Erzeugendensystemen suchen, die keine iiber-
fliissigen Vektoren mehr beinhalten. In diesem Fall kann man dann anschaulich erwarten, dass die
Anzahl der Vektoren in einem Erzeugendensystem als ,,.Dimension* des Vektorraums interpretiert
werden kann — so wie in Beispiel 13.12 (a) ein einzelner Vektor eine (eindimensionale) Gerade
und in Bemerkung 13.6 (c) zwei Vektoren eine (zweidimensionale) Ebene aufgespannt haben. Das
Ziel dieses Kapitels ist es, diese Idee genau zu untersuchen und damit insbesondere auch den sehr
wichtigen Dimensionsbegriff mathematisch exakt einzufiihren.

14.A Lineare Unabhiingigkeit und Basen

In Beispiel 14.2 (d) haben wir schon einen Fall eines Erzeugendensystems B mit iiberfliissigen Vek-
toren gesehen, ndmlich

B= ((é) , (?) . (;)) fiir den Vektorraum V = R?.

Dass hier gar nicht alle drei Vektoren von B benétigt werden, um V' zu erzeugen, liegt einfach daran,
dass sich einer von ihnen schon als Linearkombination der beiden anderen darstellen ldsst: Es ist

()2 (3) ()

so dass wir diesen Vektor im Erzeugendensystem nicht benotigen. Alternativ konnten wir diese
Gleichung auch nach einem der anderen Vektoren auflosen und so sehen, dass man stattdessen auch
einen der anderen beiden Vektoren aus B weglassen konnte. Um hier keine Wahl treffen zu miissen,
nach welchem Vektor aufgelost werden soll, schreibt man die obige Gleichung aber in der Regel als

(o) (7)) - o)

also als eine Linearkombination des Nullvektors aus den gegebenen Vektoren. Um Erzeugendensys-
teme ohne iiberfliissige Vektoren zu finden, sollten wir also fordern, dass sie keine solchen Linear-
kombinationen des Nullvektors zulassen. Solche Erzeugendensysteme bezeichnet man als Basen:

Definition 14.3 (Basen). Es sei B = (xj,...,x,) eine Familie von Vektoren in einem Vektorraum V.

(a) Die Familie B heiBt linear abhéngig, wenn es eine Linearkombination Ajxq +- -+ A,x, =0
des Nullvektors gibt, in der mindestens ein A; ungleich 0 ist (man nennt dies auch eine nicht-
triviale Linearkombination des Nullvektors).

Ist das Gegenteil der Fall, folgt aus einer Linearkombination A;x; + - - - + A,,x,;, = 0 des Null-
vektors mit zundchst beliebigen A1,..., 4, € K also bereits, dass A} = --- = 4, = 0 gelten
muss, so heif3t B linear unabhéngig.

(b) Die Familie B heif3it eine Basis von V, wenn B ein linear unabhingiges Erzeugendensystem
von V ist.

Bemerkung 14.4. Es sei B = (x|,...,x,) eine Familie von Vektoren in einem Vektorraum V.



(@)

(b)
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Enthilt B den Nullvektor, d. h. gilt x; = O fiir ein i, so ist B in jedem Fall linear abhingig,
denn dann ist ja 1 - x; = O eine nicht-triviale Linearkombination des Nullvektors.

Ebenso ist B immer linear abhédngig, wenn die Familie einen Vektor mehrfach enthilt, also
wenn x; = x; fiir gewisse i # j gilt, da dann 1-x; — 1 -x; = 0 eine nicht-triviale Linearkom-
bination des Nullvektors ist.

Beispiel 14.5.

(a)

(b)

(©)

(d)

Das Erzeugendensystem B = (ey,...,e,) der Einheitsvektoren von K" aus Beispiel 14.2 (a)
ist linear unabhéngig, denn sind A, ...,A, € K mit
M
A
0=Aer+---+ e, = : )
A
so folgt daraus natiirlich sofort A; = --- = A, = 0. Damit ist B also eine Basis von K"; man

nennt sie die Standardbasis von K".

Als Spezialfall davon fiir n = 0 ist die leere Familie eine Basis des Nullvektorraums (siehe

Definition 13.5 (b)).
1 1
o= ((1)-(4))

Auch das Erzeugendensystem
von R? aus Beispiel 14.2 (b) ist linear unabhiingig und damit eine Basis von R?: Sind namlich

A1, A € R mit
1 1) _ (0 M+ =0
M<1)+M<—1)<o) < und A -4 =0,

so folgt aus diesem Gleichungssystem natiirlich sofort A = A, = 0.

Neben der Standardbasis aus (a) haben wir damit also noch eine weitere Basis von R? gefun-
den und sehen damit schon, dass Basen von Vektorrdaumen nicht eindeutig bestimmt sind. Al-
lerdings werden wir in Folgerung 14.15 noch zeigen, dass alle Basen eines endlich erzeugten
Vektorraums zumindest gleich viele Elemente haben. Dass unsere gerade gefundene Basis B
genau wie die Standardbasis von R? aus zwei Vektoren besteht, ist also kein Zufall.

Ebenfalls in R? ist wie in der Einleitung zu diesem Abschnitt die Familie

w6 ()-6)) w2 () o)1)= 0)

linear abhiingig, und damit auch keine Basis von R2.

Beachte aber, dass mit einer Rechnung analog zu (b) je zwei der drei Vektoren dieser Familie
B stets linear unabhingig sind. Die lineare Unabhéngigkeit einer Familie kann also nicht
iberpriift werden, indem man immer nur zwei ihrer Vektoren miteinander vergleicht!

Wir betrachten noch einmal den Vektorraum Pol, (R, R) aller reellen Polynome vom Grad
hochstens # mit dem Erzeugendensystem B = (x°,...,x") der Potenzfunktionen aus Bei-
spiel 14.2 (c). Da eine nicht-triviale Linearkombination dieser Potenzfunktionen nach dem
Koeffizientenvergleich aus Lemma 3.22 nie die Nullfunktion sein kann, ist dieses Erzeugen-
densystem auch linear unabhéngig, und damit eine Basis von Pol,(R,R).

Aufgabe 14.6. Untersuche die Familie B in den folgenden Fillen auf lineare Unabhédngigkeit im
Vektorraum V:

(a)

V=R3B= 201,15].(8

w
(@)}
O
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(b)

(©)
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V ein beliebiger Vektorraum; B = (x + y,x+ z,y + z) fiir drei linear unabhingige Vektoren
x7y e

V = Abb(R\{0},R); B = (@1, 92, ¢3) mit

1 fallsx >0,

1
01: R\{0} = R, x> x, (pz.R\{O}—)R,XH;, (P3~R\{O}_>R’x'_>{0 falls x < 0.

Aufgabe 14.7. Es seien n € N5 und (x1,...,x,) eine Basis eines Vektorraums V. Wir setzen

k
Vi = in furallek=1,...,n.
i=1

4

Zeige, dass die Familie (yy,...,y,) dann ebenfalls eine Basis von V ist.

Oft ist die folgende dquivalente Umformulierung der Basiseigenschaft niitzlich:

Lemma und Definition 14.8 (Alternatives Kriterium fiir Basen). Eine Familie B = (x1,...,x,) von
Vektoren in einem Vektorraum V ist genau dann eine Basis von V, wenn es zu jedem Vektor x € V
eindeutig bestimmte Skalare Ay, ..., A, € K gibt mit x = A1x] + - - + Ay Xy

In diesem Fall nennt man Ay, ..., A, die Koordinaten von x beziiglich B.

Beweis. Wir zeigen beide Richtungen der behaupteten Aquivalenz:

.
= .

Es sei B eine Basis von V. Da B dann ein Erzeugendensystem von V ist, gibt es zu jedem
x €V Skalare A1, ..., A, mitx = Ayx; + -+ A, x,,.

Diese Koordinaten sind auch eindeutig bestimmt: Sind namlich py,..., 1, weitere Skalare
mit x = Uix; + - - - + UpXy, SO gilt

x:/llxl+"'+lnxn:.ulxl+"'+.unxn = (/’Ll_.ul)xl+"'+(}tn_.un)xn:07

und damit folgt wegen der linearen Unabhéngigkeit von B sofort A; — u; = 0, also A; = y; fiir
allei=1,...,n.

»<=" Ist jeder Vektor in V eine Linearkombination der Vektoren aus B, so bedeutet dies natiirlich
LinB=V. AuBerdem ist | = - -- = A,, = 0 nach Voraussetzung die einzige Moglichkeit, den
Nullvektor als Linearkombination Ax; + -+ - + A,x, zu schreiben. Damit ist B auch linear
unabhingig. O

Beispiel 14.9.
(a) Die Komponenten eines Vektors x € K" sind genau seine Koordinaten beziiglich der Stan-

(b)

dardbasis aus Beispiel 14.5 (a). Auch ohne Erwihnung einer Basis werden wir sie daher in
Zukunft oft einfach seine Koordinaten nennen.

Analog sind die Koeffizienten eines Polynoms in Pol,(R,R) gerade seine Koordinaten be-
ziiglich der Basis (x°,...,x") aus Beispiel 14.5 (d).

Bemerkung 14.10.

(@)

(b)

Lemma 14.8 besagt anschaulich, dass wir einen Vektor in einem Vektorraum V bei gegebe-
ner Basis B genauso gut auch durch den Vektor in K" seiner Koordinaten A, ..., A, beziig-
lich B beschreiben konnen. Wir werden dies in den Abschnitten 16.B und 16.C noch genau
untersuchen.

Um einen Vektor wie in (a) durch seine Koordinaten beziiglich einer Basis B beschreiben zu
konnen, ist es wichtig, dass wir Basen als Familien und nicht als Mengen definiert haben,
da die Elemente einer Menge keine vorgegebene Reihenfolge haben und wir somit bei einer
Menge B keine Moglichkeit hitten, die Koordinaten Ay, ..., A, eindeutig den Vektoren in B
zuzuordnen.
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Wie koénnen wir nun eine Basis eines endlich erzeugten Vektorraums V finden? GeméB der Idee in
der Einleitung zu diesem Abschnitt sollten wir dazu mit einem Erzeugendensystem von V starten
konnen, in dem wir dann fortlaufend Vektoren weglassen, die in nicht-trivialen Linearkombinationen
des Nullvektors auftreten. Wir wollen jetzt zeigen, dass dieses Verfahren in der Tat immer funktio-
niert.

Satz 14.11 (Basisauswahl). Aus jedem (endlichen) Erzeugendensystem eines Vektorraums V kann
man eine Basis von 'V auswdhlen.

Insbesondere besitzt also jeder endlich erzeugte Vektorraum eine Basis.

Beweis. Es sei B = (x,...,x,) ein Erzeugendensystem von V. Ist B bereits linear unabhingig, so
sind wir natiirlich schon fertig. Andernfalls gibt es nach Definition 14.3 (a) eine nicht-triviale Li-
nearkombination A;x; + - - - + A,x,, = 0 des Nullvektors. Nach evtl. Umnummerieren der Vektoren
von B konnen wir dabei annehmen, dass A; # 0 gilt (also dass ,,x; in der Linearkombination vor-
kommt*). Wir lassen dann x; weg, setzen also B’ := (xy,...,x,), und behaupten, dass B’ immer noch
ein Erzeugendensystem von V ist.

In der Tat ist dies leicht einzusehen: Wegen der vorausgesetzten Linearkombination des Nullvektors
und A; #£ 0 ist ja

1
X = T'(flzxszfﬂﬂxn) € LinB'.
1
Damit enthilt der Unterraum Lin B’ alle Vektoren xi,...,x,, nach Lemma 13.11 (b) also auch den
von diesen Vektoren erzeugten Unterraum Lin(xy,...,x,) =LinB = V. Es ist daher auch LinB’' =V,

d. h. B’ ist immer noch ein Erzeugendensystem von V.

Wir wiederholen dieses Verfahren nun einfach rekursiv mit der neuen Familie B'. Da wir am Anfang
nur n Vektoren hatten, muss es nach spétestens n Schritten mit einer Basis von V abbrechen. O

Als Nichstes wollen wir verschiedene Basen eines Vektorraums miteinander vergleichen konnen,
um zu sehen, dass sie alle gleich viele Elemente besitzen miissen. Wenn ihr jetzt denkt, dass diese
Aussage doch ,,offensichtlich® sei, habt ihr vermutlich schon einen anschaulichen Dimensionsbegriff
im Kopf und meint, dass eine Basis eines ,,n-dimensionalen Vektorraums* aus n Vektoren bestehen
miisse, also z.B. eine Basis einer Geraden aus einem Vektor und eine Basis einer Ebene aus zwei
Vektoren. Diese Anschauung wird sich natiirlich auch gleich in Abschnitt 14.B als richtig herausstel-
len — aber dieser Dimensionsbegriff ist nicht Teil der Definition 13.1 eines Vektorraums, und daher
sind derartige Aussagen in jedem Fall beweisbediirftig! Wir beginnen dazu mit einem Hilfsresultat,
in dem wir zwei Basen miteinander vergleichen, die sich in nur einem Element unterscheiden.

Lemma 14.12 (Austauschlemma). Es sei B = (xi,...,x,) eine Basis eines Vektorraums V. Weiter-
hin seiy € V ein beliebiger Vektor, den wir dann also nach Lemma 14.8 eindeutig als Linearkombi-
nation y = Ax1 + - - - + Aux,, fiir gewisse Ay, ..., Ay € K schreiben konnen.

Ist dann i € {1,...,n} mit A; # 0, so ist auch B' := (x1,...,%i_1,Y,Xi+1,--.,Xn) eine Basis vonV,
d. h. wir konnen den Vektor x; in der Basis durch y ersetzen.

Beweis. Nach evtl. Umbenennung der Vektoren konnen wir ohne Einschrinkung wieder i = 1 an-
nehmen, also A; # 0 und B’ = (y,x2,...,x,). Wir zeigen, dass B’ eine Basis von V ist:

(a) B’ istein Erzeugendensystem von V: Analog zum Beweis von Satz 14.11 gilt

1
X1 = e (y—lzxz—m— ,,xn) € LinB'.
1
Also enthilt Lin B alle Vektoren x1, ..., x,, und damit nach Lemma 13.11 (b) auch den davon
erzeugen Unterraum Lin(xy,...,x,) = LinB = V. Dies bedeutet genau, dass B’ ein Erzeu-

gendensystem von V ist.
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(b) B’ ist linear unabhingig: Es seien py,..., U, € K mit 1y + Uzxs + -+ - + W,x, = 0. Daraus
folgt

0=ty (Arxy +2Aoxa + -+ ApXy) + HoXo + - -+ + My Xy

= (i A)x1 4+ (A2 + p2)x2 + - -+ (U1 A + ) X
Dies ist nun eine Linearkombination des Nullvektors mit Vektoren aus B. Da B linear un-
abhingig ist, miissen darin alle Vorfaktoren verschwinden, d. h. es gilt g;A; = 0 (und damit
W =0 wegen A; # 0) und dann auch (A; + w; = w; = 0 fiir alle i = 2,...,n. Also ist B/
linear unabhiingig. O

Beispiel 14.13. Wir betrachten den Vektorraum V = R mit der Standardbasis B = (ey, e, e3) aus
Beispiel 14.5 (a). Weiterhin sei

1

y=|2| =e +2e.

0
Da in dieser Linearkombination die Vektoren e; und e, mit Vorfaktoren ungleich Null vorkommen,
folgt aus dem Austauschlemma 14.12 also, dass wir einen dieser Vektoren in B durch y ersetzen
konnen, d. h. dass auch (y,e,e3) und (e, y,e3) Basen von R3 sind. Im Gegensatz dazu ist (ey,es,y)
wegen der Linearkombination e| 4 2e, —y = 0 linear abhiingig, und somit keine Basis von R3.

Der folgende Satz ergibt sich nun einfach, indem man Lemma [4.12 mehrmals nacheinander an-
wendet.

Satz 14.14 (Steinitzscher Austauschsatz). Es seien B = (x1,...,x,) eine Basis und (y1,...,y,) eine
linear unabhdngige Familie in einem Vektorraum'V.

Dann ist r < n, und xi,...,x, lassen sich so umnummerieren, dass B' = (y1,...,Yr,Xr+1;---,%n)
ebenfalls eine Basis von V ist (man kann in B also r der Vektoren x1,...,x, durch die gegebenen
Vektoren yy, ...,y ersetzen).

Beweis. Wir beweisen den Satz mit Induktion iiber r; fiir » = 0 ist nichts zu zeigen.

Fiir den Induktionsschritt r — r+ 1 sei nun (yj,...,y,4+1) linear unabhingig. Da dann natiirlich
auch (y1,...,y,) linear unabhingig ist, gilt nach Induktionsvoraussetzung r < n, und nach geeigneter
Umnummerierung der Vektoren in B ist (yi,...,yr,Xr+1,---,X,) €ine Basis von V. Wir kénnen den
Vektor y,41 also als Linearkombination

Vrrl = Ay Ay 4 A1 X1+ 4 Ay

schreiben. Dabei muss mindestens einer der Vorfaktoren A, p,...,A, ungleich Null sein, denn an-
dernfalls wire
llyl +"'+)Lryr_yr+l =0

im Widerspruch dazu, dass die Familie (y;,...,y,+1) linear unabhingig ist. Insbesondere muss al-
so r+ 1 < n gelten, und nach evtl. Umbenennung von x,4,...,x, konnen wir annehmen, dass
Ars1 # 0 ist. Dann konnen wir aber nach dem Austauschlemma 14.12 den Vektor x,, 1 in der Basis
(V1s+++sYrsXri1,-- - Xn) durch y,o; ersetzen, d. h. auch (y1,...,yr41,%42,---,%,) ist eine Basis von
V. Damit ist der Satz mit Induktion bewiesen. ]

Der Steinitzsche Austauschsatz hat zwei sehr wichtige Konsequenzen: zum einen die schon an-
gekiindigte Tatsache, dass alle Basen eines endlich erzeugten Vektorraums gleich viele Elemente
haben, und zum anderen ein ,,Gegenstiick* zur Basisauswahl in Satz 14.11.

Folgerung 14.15. Alle Basen eines endlich erzeugten Vektorraums haben gleich viele Elemente.

Beweis. Esseien (x1,...,x,) und (yi,...,y,) zwei Basen eines endlich erzeugten Vektorraums. Nach
Satz 14.14 folgt dann direkt » < n, und durch Vertauschen der Rollen der beiden Basen analog auch
n < r. Damit ist also wie behauptet r = n. g

Folgerung 14.16 (Basiserginzung). Jede linear unabhingige Familie in einem endlich erzeugten
Vektorraum V kann zu einer Basis ergdinzt werden.
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Beweis. Es sei (yi,...,y,) eine linear unabhingige Familie in V. Nach Satz 14.11 existiert ferner
auch eine Basis B = (x1,...,x,) von V. Die in Satz 14.14 konstruierte Familie B’ ergiéinzt dann
(y1,---,yr) zu einer Basis von V. O

Aufgabe 14.17. Es sei U = Lin(x1,x2,x3) < R? mit

1 0 1
X1 = -1 , X2 = 1 , X3 = 0
0 -1 -1

Bestimme eine Basis von U, und ergénze sie zu einer Basis von R3.

Aufgabe 14.18. In Pol3(RR,R) betrachten wir die Familie B = (14 x,x +x%,x* +x3,x3 +1).

Waihle aus B eine Basis von Lin B aus, und stelle die tibrigen Elemente von B als Linearkombinatio-
nen dieser Basis dar.

14.B Die Dimension von Vektorriumen

Da wir jetzt gesehen haben, dass jeder endlich erzeugte Vektorraum nach Satz 14.11 eine Basis
besitzt, und verschiedene Basen nach Folgerung 14.15 gleich viele Elemente haben, konnen wir nun
wie erwartet den Dimensionsbegriff einfiihren:

Definition 14.19 (Dimension von Vektorrdaumen). Fiir einen endlich erzeugten Vektorraum V ist die
Dimension, geschrieben dimV, definiert als die Anzahl der Elemente in einer (beliebigen) Basis von
V.

Ist V nicht endlich erzeugt (und hat damit natiirlich auch keine endliche Basis), so schreiben wir
formal dimV = 0. Ein endlich erzeugter Vektorraum wird daher oft auch als endlich-dimensionaler
Vektorraum bezeichnet.

Beispiel 14.20.
(a) Nach Beispiel 14.5 (a) ist dimK" = n fiir alle n € N.

(b) Nach Beispiel 14.5 (d) hat Pol, (R, R) eine Basis (x°,x',...,x"), und damit Dimension n + 1
fiir alle n € N.
Da der Raum Pol(RR, R) aller reellen Polynome dagegen nach Beispiel 14.2 (c) nicht endlich
erzeugt ist, ist dimPol(R,R) = co.

Unsere erste Anwendung des Dimensionsbegriffs ist ein vereinfachtes Kriterium dafiir, ob eine ge-
gebene Familie B eines endlich erzeugten Vektorraums V eine Basis ist: Wenn B die richtige Anzahl
von Vektoren enthilt, dann brauchen wir nicht mehr zu iiberpriifen, dass B ein Erzeugendensystem
und linear unabhiingig ist, sondern es reicht bereits eine dieser beiden Eigenschaften.

Folgerung 14.21 (Basiskriterium). Es sei B eine Familie von n Vektoren in einem endlich erzeugten
Vektorraum'V .

(a) Ist B ein Erzeugendensystem von 'V, so gilt n > dimV.

(b) Ist B linear unabhdngig, so gilt n < dimV.
Ist aufierdem eine dieser beiden Voraussetzungen erfiillt, so ist B genau dann eine Basis von 'V, wenn
sogar n =dimV gilt.
Beweis. Dies folgt unmittelbar mit Hilfe der Basisauswahl und -ergéinzung:

(a) Nach Satz 14.11 konnen wir aus B eine Basis B’ von V auswihlen. Da diese Basis B’ dann
aus dimV Vektoren besteht, muss natiirlich dimV < n gelten.

(b) Nach Folgerung 14.16 knnen wir B zu einer Basis B’ von V ergiinzen. Da diese Basis wieder
aus dimV Vektoren besteht, folgt dimV > n.
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In beiden Fillen gilt dabei natiirlich genau dann n = dimV, wenn bereits B’ = B ist, d. h. B schon
eine Basis von V ist. U

Bemerkung 14.22.

(a) Ist B eine Familie von n Vektoren in einem Vektorraum V/, so ist B natiirlich ein Erzeugen-
densystem von Lin B. Nach Folgerung 14.21 (a) gilt dann also dimLinB < n, mit Gleichheit
genau dann, wenn B linear unabhéngig und damit eine Basis von Lin B ist.

Insbesondere ist also fiir jeden Vektor x € V\{0} die Ursprungsgerade Lin(x) = {Ax: A € K}
ein eindimensionaler Unterraum von V.

(b) Fiir die Anschauung ist auch oft die folgende Umformulierung von Folgerung 14.21 niitzlich:
Ist V ein n-dimensionaler Vektorraum, so haben wir dort gerade in Teil (a) gesehen, dass
ein Erzeugendensystem von V immer mindestens n Vektoren enthilt, und genau dann eine
Basis von V ist, wenn es genau n Vektoren enthilt. Da man groere Erzeugendensysteme
mit Hilfe der Basisauswahl immer zu einer Basis verkleinern kann, bedeutet dies also: Eine
Basis ist dasselbe wie ein minimales Erzeugendensystem — also eines, das nicht mehr weiter
verkleinert werden kann.

Analog ergibt sich aus Folgerung 14.21 (b) zusammen mit der der Basisergidnzung: Eine
Basis ist dasselbe wie eine maximale linear unabhingige Familie — also eine, die durch
VergroBern in jedem Fall linear abhdngig wird.

Als Néchstes wollen wir die Dimensionen von Unterrdumen endlich erzeugter Vektorraume untersu-
chen, und dabei zunéchst einmal zeigen, dass solche Unterrdume auch selbst wieder endlich erzeugt
sind. Dieses Resultat ist vermutlich nicht wirklich iiberraschend, aber dennoch auch nicht véllig
offensichtlich, da es keine einfache Moglichkeit gibt, aus einem Erzeugendensystem eines Vektor-
raums ein Erzeugendensystem eines gegebenen Unterraums zu konstruieren.

Lemma 14.23. Es sei U ein Unterraum eines endlich erzeugten K-Vektorraums V. Dann gilt:

(a) U ist ebenfalls endlich erzeugt.
(b) dimU < dimV, mit Gleichheit genau falls U =V .

Beweis. Es sein:=dimV.

(b) Angenommen, wir wissen bereits, dass U endlich erzeugt ist. Dann konnen wir nach Satz
14.11 eine Basis B von U mit dimU Elementen wihlen. Da B dann auch in V linear unab-
héngig ist, bedeutet dies nach Folgerung 14.21 (b) aber dimU < dimV, mit Gleichheit genau
dann, wenn B schon eine Basis von V ist, also U =V gilt.

(a) Wire U nicht endlich erzeugt, so konnten wir der Reihe nach Vektoren x1,x,x3,... in U
finden mit x;1 ¢ Uy := Lin(xy,...,x;) fiir alle k € N, denn Uy, ist endlich erzeugt und kann
damit nicht gleich U sein. Da die Vektorrdume {0} =Uy CU; C --- C U,41 C V alle endlich
erzeugt sind, folgt daraus aber nach der schon gezeigten Aussage (b)

0=dimUy <dimU; < --- <dimU,4+; < dimV =n.
Dies ist ein Widerspruch, da es von 0 bis n keine n + 2 natiirlichen Zahlen gibt. U

Bemerkung 14.24 (Berechnung von Unterrdumen). Anders ausgedriickt besagt Lemma 14.23, dass
jeder Unterraum U eines endlich erzeugten Vektorraums ein (endliches) Erzeugendensystem und
damit nach Satz 14.11 auch eine Basis besitzt, also als U = Lin(xy,...,x,) fiir linear unabhingige
Vektoren x1,...,x, (mit n = dimU) geschrieben werden kann. Wenn wir im Folgenden sagen, dass
wir einen Unterraum eines endlich erzeugten Vektorraums berechnen wollen, meinen wir damit, ihn
so darzustellen, also eine Basis (und damit auch seine Dimension) zu bestimmen.

Fiir unsere bisherigen Konstruktionen mit Unterrdumen, also den Durchschnitt und die Summe aus
Lemma 13.13, wollen wir nun Algorithmen (d. h. Verfahren) angeben, um sie in diesem Sinne zu
berechnen. Die folgende allgemeine Dimensionsaussage ist dafiir niitzlich:
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Satz 14.25 (Dimensionsformel fiir Durchschnitte und Summen). Sind U; und U, Unterrdume eines
endlich-dimensionalen K-Vektorraums V, so gilt

dim(U1 NU,) +dim(U1 +U) =dimU; +dimU,.

Beweis. Nach Lemma 14.23 sind alle betrachteten Unterrdume endlich erzeugt. Wir konnen nach
Satz 14.11 also eine Basis (xi,...,x,) von U NU, wihlen und sie nach Folgerung 14.16 zu Basen

(xla"'axnayla"'7ym) von Uj

und  (x1,...,%,21,...,2p) vonUs
erginzen. Wir zeigen, dass B = (X1,...,Xu,Y1,-..,Ym,Z1,- - -,Zp) dann eine Basis von U; + U, ist:

(a) B istein Erzeugendensystem von U; + U, nach Beispiel 13.14.
(b) Bist linear unabhingig: Es seien Ay, ..., A, ti,..., U, V1,...,V, € K mit

Mxt - A AgX Y1+ A W Ym + Vi21 + VR, =0, (*)

also
MX1 A XX+ Y1+ MY = — V121 —=Vpz, €UNU;.
el cl,
Da dieser Vektor in U; NU; liegt und (xi,...,x,) diesen Unterraum erzeugt, gibt es also
Al .., A, € K mit
—VizZi— = Vpzp = MX e Axy = Axi e+ X+ Vizi 4+ Vpz, = 0.

Aus der linearen Unabhingigkeit von (xq,...,%x,,z1,...,2p) folgt damit vi = --- = v, =0.
Setzen wir dies schlielich noch in (x) ein, erhalten wir daraus mit der linearen Unabhingig-
keit von (x1,...,%y,Y1,..+,Ym) auch Ay = =4, = =--- =, =0.

Also ist B eine Basis von U; + U,. Damit folgt nun durch Abzéhlen der Elemente unserer Basen
dim(U; +U) +dim(U; NU,) = (n+m+p)+n= (n+m)+ (n+p) =dimU; +dimU,. O

Beispiel 14.26. Beachte, dass nur die Summe der Dimensionen von U; N U, und U; + U, durch

dimU; und dim U, bestimmt sind, nicht aber die Dimensionen von U; NU; und U; + U, selbst. Als

einfaches Beispiel hierfiir seien U; und U, zwei Geraden (durch den Ursprung) in R%. Dann gibt es
zwei Moglichkeiten:

(a) Ist Uy = Uy, soist Uy NU, = Uy + Uy = U; = Uy, und die Dimensionsformel ergibt
dim(U, NUp) +dim(U; +Uz) = 14+ 1 =141 =dimU; +dimU,.

(b) Ist hingegen U; # Uy, so ist Uy NUs = {0} und U + U, = R?, und damit
dim(U; NUs) +dim(U; +Us) =042 = 1 + 1 = dimU; + dimU».

Algorithmus 14.27 (Berechnung von Durchschnitten und Summen). Es seien U; und U, zwei
Unterrdume eines Vektorraums V, die wir nach Bemerkung 14.24 als U; = Lin(xj,...,x;) und
U, = Lin(yy,...,y;) schreiben konnen (wobei die gewihlten Erzeuger hier nicht unbedingt line-
ar unabhingig sein miissen). Als konkretes Beispiel betrachten wir dabei im Folgenden den Fall
V =R*und k = [ =2 mit

1 0 1 0
0 1 1 0

x| = ol Xy = 1 y1= ol Y2 = 1 € R4.
2 1 2 1

In diesem Fall sind die Familien (x;,x;) und (y;,y2) natiirlich linear unabhingig, und damit ist
dimU1 = dimUz =2.

31
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(a) Die Vektoren im Schnitt Uy N U, erhdlt man offensichtlich durch Gleichsetzen

Axt A Xy = —payr — - — gy (1)
der Elemente von U und U,, und damit durch Auflosen der Gleichung
Axy+ -+ Axg + iy + -+ gy =0 ()

nach Ay,..., Ak, U1, ..., ly (die Vorzeichen spielen hierbei keine Rolle, da mit y auch —y in
U, liegt, und sind daher so gewdhlt, dass sie sich in (2) wegheben). Die sich als Losung
ergebenden Werte fiir A;,...,A; konnen dann in die linke Seite von (1) eingesetzt werden
und liefern die gesuchten Vektoren im Schnitt Uy N Us».

Fiir unser konkretes Beispiel ist (2) das Gleichungssystem

1 0 1 0 0 AM+u =0,
0 1 1 0 _ 0 lz—‘r/«l]:(),
Mlg|thl |t gt [=]o| © Ao+ 1t = 0,
2 1 2 1 0 2+ Aa 4241 + 2 = 0,

Es ist offensichtlich dquivalent zu A} = Ay = —u; = —y (die letzte Gleichung ist dann
automatisch mit erfiillt) und hat damit die allgemeine Losung A; = A, A, = A, yu; = —A4,

Uy = —A fiir ein beliebiges A € R. Einsetzen in die linke Seite von (1) liefert also
1 0 1
0 1 . 1
UnNnU,=<A 0 +A 1 :AeR ) =Lin uE
2 1 3

und damit insbesondere dim(U; NU,) = 1.

(b) Fiir die Summe der gegebenen Unterrdume U; und U, wissen wir aus Beispiel 13.14 bereits,
dass U; + U, = Lin(x1, ..., X, y1,--.,y;) gilt. Um eine Basis von U; 4+ U, zu bestimmen,
miissen wir aus diesen Vektoren also nur noch mit Satz 14.11 eine Basis auswihlen.

Beachte, dass wir dazu in (a) (mit A = 1) bereits die Linearkombination x; +x, —y; —y, =0
des Nullvektors berechnet haben, in der jeder der vier Ausgangsvektoren vorkommt.
Nach dem Verfahren aus dem Beweis von Satz 14.11 kénnen wir also einen beliebi-
gen dieser Vektoren aus dem Erzeugendensystem streichen und erhalten so z.B. auch
U, 4+ U, = Lin(x1,x2,y1 ). Nach der Dimensionsformel aus Satz 14.25 ist aber auch

dim(U; +Us) = dimUy +dimUs — dim(U; N0>) £ 2421 =3,

und damit ist (x;,x2,y;) nach Folgerung 14.21 eine Basis von U; + U,.

Wir haben uns in diesem Kapitel jetzt ausfithrlich mit Basen endlich-dimensionaler Vektorraume
beschiftigt. Da in der Praxis aber auch manchmal unendlich-dimensionale Vektorraume eine Rolle
spielen, wollen wir nun zum Abschluss dieses Kapitels kurz diskutieren, welche Anderungen an un-
seren Konstruktionen in diesem Fall nétig sind und wie sie unsere Ergebnisse zu Basen beeinflussen.

Bemerkung 14.28 (Unendlich-dimensionale Vektorrdume). Ist V' ein beliebiger Vektorraum, der
also nicht unbedingt von endlich vielen Elementen erzeugt werden kann (wie z.B. Pol(R,R) in
Beispiel 14.2 (c) oder der noch groBere Vektorraum Abb(R,R) aus Beispiel 13.3 (c¢)), miissen wir
zunichst einmal auch moglicherweise unendliche Familien von Vektoren in V betrachten. Eine sol-
che Familie besteht aus einer evtl. unendlichen Indexmenge / zusammen mit einem Vektor x; fiir
alle i € I, wir schreiben sie (analog zu Folgen in Definition 5.1 (a)) als B = (x;);c;. Im Fall einer
endlichen Familie kénnten wir dabei die Indexmenge / = {1,...,n} mit n € N wihlen und wieder
die bisherige Notation B = (xy,...,x,) verwenden; im Fall der Indexmenge / = N konnten wir die
Familie auch als B = (xo,x;,X2,...) schreiben.

Wichtig ist jedoch, dass wir auch im Fall einer unendlichen Familie als Linearkombinationen dar-
aus keine unendlichen Summen bilden konnen, da wir hierfiir einen Konvergenzbegriff wie z. B. in
Definition 7.1 brauchten — der in der linearen Algebra (iiber einem beliebigen Grundkorper) aber
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nicht existiert. Fiir eine Familie B = (x;);cs definiert man eine Linearkombination der Vektoren aus
B daher als einen Vektor der Form
Z Aix; €V, (%)
iel
wobei A; € K fiir alle i € I gilt und nur endlich viele dieser A; ungleich 0 sind — so dass der Ausdruck
(*) nach Weglassen aller Summanden, die O sind, also in jedem Fall nur eine endliche Summe ist.
Mit anderen Worten sind Linearkombinationen in der linearen Algebra also immer endlich.

Die darauf aufbauenden Definitionen sind nun wieder wie erwartet: Den Unterraum aller dieser
Linearkombinationen bezeichnen wir mit Lin B. Die Familie B heil3t ein Erzeugendensystem von
V, wenn LinB =V gilt, und linear unabhingig, wenn es keine nicht-triviale Linearkombination des
Nullvektors mit Vektoren aus B gibt. Ist B ein linear unabhiingiges Erzeugendensystem von V, so
heifit B eine Basis von V. Hier sind zwei einfache Beispiele dafiir:

(a) Die (unendliche) Familie aller Potenzfunktionen (x');cy ist eine Basis des Polynomraums
Pol(R,R): Sie ist ein Erzeugendensystem, da jedes Polynom eine (endliche) Linearkombi-
nation dieser Potenzfunktionen ist, und linear unabhingig nach dem Koeffizientenvergleich
wie in Beispiel 14.5 (d).

(b) Im Vektorraum Abb(N,R) aller reellen Zahlenfolgen konnen wir die Familie B = (¢;)ien
aller ,,Einheitsfolgen e¢; = (0,...,0,1,0,0,...) betrachten, wobei die 1 jeweils an der Stelle
i steht. Wegen der Endlichkeitsbedingung fiir Linearkombinationen ist Lin B dann nicht der
gesamte Raum aller Folgen, sondern nur die Menge aller Folgen, bei denen nur endlich viele
Folgenglieder ungleich O sind. Dementsprechend ist B also auch kein Erzeugendensystem
von Abb(N,R). Die Familie B ist aber linear unabhingig, denn ist ¥ ;e Aie; = (0,0,0,...)
(fiir eine gewisse Summe mit nur endlich vielen A; # 0), so folgt durch Vergleich des i-ten
Folgengliedes natiirlich sofort A; = O fiir alle i.

Dieses Beispiel (b) wirft nun natiirlich die Frage auf, ob denn iiberhaupt eine Basis von Abb(N,R)
existiert. In der Tat ist die Antwort auf diese Frage ja: Man kann zeigen, dass jeder beliebige Vek-
torraum in obigem Sinne eine Basis besitzt. Dass wir uns beim Beweis dieser Tatsache in dieser
Vorlesung in Satz 14.11 auf den endlich erzeugten Fall beschriankt haben, liegt zum einen daran,
dass er fiir Vektorrdaume mit unendlichen Basen deutlich komplizierter und abstrakter ist (siehe z. B.
[GK] Proposition 11.2.22). Zum anderen — und das ist fast der wichtigere Grund — ist der Beweis im
allgemeinen Fall nicht konstruktiv und daher eigentlich nur von theoretischem Interesse. So weif3
man also z. B., dass der Raum Abb(N,R) aller reellen Folgen eine Basis besitzt, aber niemand kann
eine solche Basis konkret angeben! Versucht doch einmal, eine Basis dieses Vektorraums zu finden —
ihr werdet sehr schnell merken, dass das aussichtslos ist. Zur Erinnerung: Ihr miisstet dazu eine (un-
endliche) Familie von Folgen hinschreiben, aus der sich nicht die Nullfolge kombinieren lésst, und
so dass jede beliebige Folge eine (endliche) Linearkombination der Folgen ist, die ihr ausgewihlt
habt.

Aufgabe 14.29. In R seien

2 0 -1 0 1
-1 1 0 0 1
U=Lin|| o |,[1],]1 und Up=Lin| | 1],]0
1 0 0 0 1
0 0 1 0 1

(a) Bestimme jeweils die Dimension und eine Basis von U; NU; und U; + Us.
(b) Finde einen 2-dimensionalen Unterraum U < R> mit U 4+ U; = R5.
Aufgabe 14.30. Fiir ein gegebenes n € N betrachten wir die Unterrdume
U={xeK":xy=--=x,} und Upy={xeK":x;+ --+x,=0}
von K", wobei x,...,x, die Koordinaten von x bezeichnen.

Bestimme Basen und die Dimensionen von Uy, U, und U; + U, in den Fillen K =R und K = 7Z».
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Aufgabe 14.31.
(a) Esseien V ein K-Vektorraum und Uy,U, <V mit dimV = 6, dimU; = 5 und dimU, = 3.

Welche Dimension kann U; N U, haben? Gib fiir jede solche Moglichkeit ein konkretes Bei-
spiel fiir Uy, U, und V an.
(b) Esseien Uy,...,U; Unterrdume eines n-dimensionalen K-Vektorraums V. Zeige, dass

k
dim(UyN---NU;) > Y dimU; — (k—1)n.
i=1
Aufgabe 14.32. Es sei (a,)nen die sogenannte Fibonacci-Folge, die durch ap = a; = 1 sowie die
Rekursionsgleichung
Apt2 = Apy1 +ay firallen e N (%)
gegeben ist, also die Folge (1,1,2,3,5,8,13,21,...). Wir wollen in dieser Aufgabe eine explizite
Formel fiir das n-te Folgenglied a,, herleiten.

Es sei dazu V < Abb(N,R) der Unterraum aller reellen Zahlenfolgen, die die Rekursionsgleichung
() erfiillen (ihr braucht nicht nachzuweisen, dass dies wirklich ein Unterraum ist, solltet euch aber
trotzdem kurz liberlegen, warum das so ist).

(a) Fiir welche g € R liegt die Folge (¢")nen = (1,4,4%,¢°,...) in V?
(b) Zeige, dass dimV = 2 gilt, und bestimme eine Basis von V.

(c) Berechne mit (b) eine explizite nicht-rekursive Formel fiir die Glieder a, der Fibonacci-
Folge.

Aufgabe 14.33. Gib eine Basis des Vektorraums
V ={(ay), € Abb(N,R) : es gibtein N € Nmitay =ay,; =...}

aller ab irgendeinem Glied konstanten reellen Zahlenfolgen an.



