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Grundlagen der Mathematik 2 — Blatt 5

Abgabe: Montag, 3. Juni

4 -2 =2
(1) Die symmetrische reelle Matrix A= | —2 7 4 | hat die Eigenwerte 3 und 12.
-2 4 7

(a) Berechne eine orthogonale Matrix T, so dass T~ 'AT eine Diagonalmatrix ist.

(b) Finde mit einer Hauptachsentransformation die Punkte des Ellipsoids {x € R3 : xTAx = 3}, die
vom Ursprung (beziiglich des Standardskalarprodukts) den kleinsten Abstand haben.

2) (a) Es seien V ein endlich-dimensionaler unitédrer Vektorraum und f: V — V ein Endomorphismus.
Zeige, dass die folgenden drei Aussagen dquivalent sind:

W ff=—r
(i1) Es gibt eine Orthonormalbasis von V' aus Eigenvektoren von f, und der Realteil jedes Ei-
genwerts ist 0.

(iii) Fir alle x € V gilt (x, f(x)) € iR.

(b) Man zeige: Fiir alle n € Ny und jede Matrix A € R™*" mit AT+ A =0ist E — A invertierbar
und (E —A)~'(E +A) € O(n).

(3) Essei A € R™" eine symmetrische Matrix. Man zeige:

(a) Ist A positiv semidefinit, so gibt es eine eindeutig bestimmte symmetrische positiv semidefinite
Matrix B € R"*" mit B> = A. Man nennt sie die Wurzel aus A.

(b) Tst A nicht positiv semidefinit, so kann es zwar eine Matrix B € R"*" mit B?=A geben, aber
keine symmetrische.

(4) Zueiner Matrix A = (a; ;); j € K™*" mit A # 0 bezeichne o4 € R ihren groBten Singuldrwert. Man
zeige beziiglich der Normen zu den Standardskalarprodukten auf K”, K" und K"*":

(a) o :max{’ﬁ;“ X €E K”\{O}},
(b) ox < JAJ.

Fiir welche Matrizen gilt hierbei die Gleichheit?



