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17. Das GauB-Verfahren

Nachdem wir jetzt viele Probleme der linearen Algebra (z. B. Basen von Vektorrdumen zu konstruie-
ren, Morphismen durch lineare Abbildungen darzustellen oder den Rang einer Matrix zu bestimmen)
theoretisch 16sen konnen, wollen wir in diesem Kapitel sehen, wie man alle diese Rechnungen mit
Hilfe des sogenannten Gaul-Verfahrens auch dann praktisch durchfiihren kann, wenn sie numerisch
so kompliziert werden, dass man das Ergebnis nicht mehr einfach sehen kann.

17.A Lineare Gleichungssysteme

Wie wir in diesem Kapitel sehen werden, fiihren alle bisher betrachteten konkreten Rechnungen der
linearen Algebra letztlich auf lineare Gleichungssysteme, d.h. auf die folgende Situation: Fiir eine
gegebene Matrix A = (a; j); ; € Mat(m x n,K) und by, ...,b,, € K suchen wir alle xy,...,x, € K, fiir
die die Gleichungen

ax)+ - +appx, = by

a1 X1+ +axpxy = by

Am,1X1 + +am,nxn = bm

gelten. Mit Hilfe des Matrixprodukts ausgedriickt wollen wir also die Gleichung Ax = b nach x
auflosen, wobei by,...,b,, und x1,...,x, diec Komponenten der Vektoren b € K™ und x € K" be-
zeichnen. Bevor wir aber konkret angeben, wie man ein solches Gleichungssystem numerisch 16sen
kann, wollen wir zunéchst etwas tiber die Struktur der Losungsmenge dieses Systems aussagen.

Satz 17.1 (Existenz und Eindeutigkeit von Losungen linearer Gleichungssysteme). Fiir ein lineares
Gleichungssystem Ax = b mit A € Mat(m x n,K) und b € K™ gilt:

(a) (Existenz) Das Gleichungssystem hat genau dann eine Lisung x € K", wenn tk(A |b) = kA
gilt, wobei (A|b) die sogenannte erweiterte Koeffizientenmatrix

aiy ... aiu | b
(Alb) = : : : € Mat(m x (n+1),K)
m1 - Gmn | bm
bezeichnet.

(b) (Eindeutigkeit) Ist das Gleichungssystem losbar und v € K" eine Losung (d. h. gilt Av = b),
so ist die gesamte Losungsmenge des Gleichungssystems gegeben durch

{x € K" :Ax=b} =v+KerA.
Die Losungsmenge ist dann also ein verschobener Unterraum der Dimension
dimKerA = n —rkA.

Insbesondere ist die Losung v des Gleichungssystems also genau dann eindeutig, wenn

rkA = n.
Beweis.
(a) Bezeichnen wir mit x,...,x, die Komponenten von x und mit a; € K™ die i-te Spalte von A
(firi=1,...,n), so konnen wir das Gleichungssystem Ax = b auch schreiben als

xiay+--+x,a,=b €K™
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Es gilt dann

Ax = b losbar < es gibt xq,...,x, mitxja; +---+x,a, =b
< belLin(ay,...,a)

< Lin(ay,...,a,,b) =Lin(ay,...,a,)
< dimLin(ay,...,a,,b) =dimLin(ay,...,a,) (Lemma 14.26)
< 1k(A|b) =1kA (Bemerkung 16.39 (c)).

Ist Av = b, so ist fiir ein x € K" genau dann Ax = b, wenn A(x —v) = 0 gilt, also x — v € KerA
und damit x € v+ KerA ist. O

Bemerkung 17.2 (Eindeutige Losbarkeit linearer Gleichungssysteme).

(a)

(b)

Fassen wir die beiden Teile von Satz 17.1 zusammen, so sehen wir, dass das lineare Glei-
chungssystem Ax = b mit A € Mat(m X n,K) und b € K™ genau dann eine eindeutige Lésung
x € K" besitzt, wenn k(A | b) = tkA = n ist.

Im Fall m = n eines Gleichungssystems mit genau so vielen Variablen wie Gleichungen
vereinfacht sich das Kriterium aus (a) noch etwas: Da der Rang der erweiterten Koeffizi-
entenmatrix (A|b) nicht kleiner als rkA und (nach Bemerkung 16.39 (a)) nicht groRer als
m = n sein kann, ist die eindeutige Losbarkeit des Gleichungssystems Ax = b in diesem Fall
bereits dquivalent zur Bedingung rkA = n — was nach Bemerkung 16.39 (b) genau bedeutet,
dass A invertierbar ist.

In der Tat konnen wir die eindeutige Losung des Gleichungssystems Ax = b dann natiirlich
durch Multiplikation mit A~! von links auch sofort als x = A~'b schreiben. Momentan hilft
uns dies allerdings nicht besonders viel, weil wir noch nicht wissen, wie man die inverse
Matrix A~! im Allgemeinen konkret berechnen kann.

Das Hauptziel dieses Abschnitts ist es nun zu sehen, wie man lineare Gleichungssysteme explizit
numerisch 16sen kann. Wie ihr natiirlich wisst, besteht die Strategie hierbei darin, die gegebenen
Gleichungen auf geschickte Art z. B. durch Addition, Subtraktion oder Multiplikation mit Skalaren
so umzuformen und zu kombinieren, dass hinterher ein dquivalentes Gleichungssystem entsteht, von
dem man die Losung leicht ablesen kann. Schreiben wir das Gleichungssystem in Matrixform als
Ax = b, so entspricht nun jede Gleichung einer Zeile der Matrix A, und demzufolge wollen wir also
die Zeilen der Matrix umformen und miteinander kombinieren konnen. Diese Zeilenumformungen
entsprechen in unserer Schreibweise einfachen Matrixmultiplikationen, die wir jetzt untersuchen

wollen.

Konstruktion 17.3 (Elementarmatrizen). Es sei A € Mat(m x n,K).

(a)

Fir k € {1,...,m} und A € K\{0} setzen wir
10 v - 0
0. :
FA)y=| " a1 . € Mat(m x m,K),
. o, '.. 0
0 - - 0 1

wobei der Eintrag A in Zeile und Spalte k steht. Die Matrix Fy(A4) ist also nichts weiter als
die Einheitsmatrix, bei der der Eintrag 1 in der k-ten Zeile und Spalte durch ein A # 0 ersetzt
wurde.
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Mit dieser Matrix ist das Produkt F;(A) - A nun gegeben durch

1 0 - --- 0 ayy -+ ap aig; - aip

R Ay e Gen =| Aary - Aag, |,
.0 : : : :

0 --v - 01 Aml *++ Amp Ap1 - Amp

d. h. die Multiplikation einer Matrix A € Mat(m X n, K) mit Fy(A) von links entspricht genau
der Multiplikation der k-ten Zeile von A mit A.

(b) Firk,l € {1,...,m} mitk # [ und A € K setzen wir

10 «ov ... 0
0 A

FkJ(A)I: EN[El'[(l’l’l><I’I’l,[()7
. 0
0 .or .- 01

wobei der Eintrag A in Zeile k und Spalte [ steht, d. h. diesmal haben wir in der Einheitsma-
trix den Eintrag 0 in Zeile k und Spalte [ durch A ersetzt. (Beachte, dass der Eintrag A fiir
k < [ oberhalb und fiir £ > [ unterhalb der Diagonalen steht; wir haben in der Matrix oben
der Einfachheit halber nur den Fall k < [ dargestellt.) In diesem Fall ist das Matrixprodukt
Fii(A4)-A gleich

10 «ov oen 0 . :

0" A g1 *+ Qkn a1 t+Aragy o agnt+Aag,
.0 apy e A ay o ai,

0 - ov - 01

d. h. die Multiplikation einer Matrix A € Mat(m x n, K') mit Fj ;(4) von links entspricht genau
der Addition des A-fachen von Zeile / zu Zeile k.

Die Matrizen Fy(A) fiir A € K\{0} sowie Fy;(A) fiir k # [ und A € K heifien Elementarmatrizen.
Es gibt sie in jeder (quadratischen) GroBe m x m; zur Vereinfachung der Schreibweise deuten wir
diese GroBe in der Notation Fi(A4) bzw. Fj;(A) aber nicht an.

Man sagt, dass F(1)-A und Fy;(A) - A aus A durch eine elementare Zeilenumformung entstehen.

Bemerkung 17.4.

(a) Die Elementarmatrizen sind invertierbar mit

(F(A)~! :Fk(%) und  (Fi (X))~ = Fiy(—A).

Dies folgt auch ohne weitere Rechnung direkt aus Konstruktion 17.3: Wenn wir z. B. das Ma-
trixprodukt Fk(%) - Fi(A) = Fi() - Fe(A) - E bilden, multiplizieren wir die k-te Zeile in der
Einheitsmatrix zuerst mit A und dann mit %, d.h. es kommt insgesamt wieder die Einheits-
matrix heraus — also ist Fk(%) - Fx(A) = E. Genauso ergibt sich auch F (1) - Fy(7), und damit
ist Fk(%) das Inverse von Fi (A4 ). Analog erhilt man auch das Produkt Fj ;(—A4) - Fy;(4), in-
dem man in der Einheitsmatrix das A-fache der I-ten Zeile zur k-ten addiert und dann gleich
wieder davon subtrahiert, so dass auch hier wieder die Einheitsmatrix herauskommt.

(b) Fiihren wir mit einer Matrix A mehrere elementare Zeilenumformungen aus, so ist das Er-
gebnis nach Konstruktion 17.3 eine Matrix Fj - - - - - F; - A mit Elementarmatrizen Fi, ..., F,.
Da diese Elementarmatrizen nach (a) invertierbar sind, ist das Produkt F' := F; - - -- - F, nach
Lemma 16.20 (a) ebenfalls wieder invertierbar. Das Ergebnis der Zeilenumformungen ist
also die Matrix FA, d. h. wir haben A von links mit einer invertierbaren Matrix multipliziert.



37

206 Andreas Gathmann

(c) Das Vertauschen zweier Zeilen k,1 € {1,...,m} mit k # [ in einer Matrix A € Mat(m X n,K)
lasst sich als Folge von elementaren Zeilenumformungen realisieren: Sind ay,...,a, die
Zeilen von A, so erhalten wir

| R (1)- axt+a Fr(=1): ax+ar Fg(1): @ A | 4

A= : — : — : — : — :

a a —ai —ak ak

(d) Man kann die Elementarmatrizen auch verwenden, um analog elementare Spaltenumfor-
mungen durchzufiithren: Multipliziert man eine Matrix A € Mat(m x n,K) mit einer Ele-
mentarmatrix Fi(A) (der GroRe n) von rechts, so entspricht dies der Multiplikation der k-ten
Spalte von A mit A. Analog addiert man das A-fache von Spalte k zu Spalte [ von A, wenn
man das Produkt A - Fi ;(A) bildet. Wie in (b) lassen sich elementare Spaltenumformungen
also durch Multiplikation mit einer invertierbaren Matrix von rechts beschreiben.

Mit derartigen Zeilenumformungen wollen wir jetzt eine Matrix bzw. ein lineares Gleichungssystem
auf eine moglichst einfache Form bringen. Die folgende Form wird dabei herauskommen.

Definition 17.5 (Zeilenstufenform). Wir sagen, dass eine Matrix A = (a; ;); ; € Mat(m x n,K) Zei-
lenstufenform hat, wenn sie von der Form

ki k> k,

ist, wobei das Symbol ,,x* fiir beliebige Eintriige steht. Mit anderen Worten gibt es ein r € {0,...,m}
und Spalten 1 < kj < --- < k, < n (die sogenannten Stufenspalten), so dass gilt:

o a;p, = 1firallei=1,...,r;
e rechts hiervon stehen beliebige Eintréige (d. h. a; ; ist beliebig falls i < rund j > k;);

e alle anderen Eintriige sind 0.

Sind zusitzlich noch aufler den geforderten Einsen alle anderen Eintridge in den Stufenspalten gleich
Null, ist A also sogar von der Form

1 *---%x 0

—
o o

0 R

(d.h. a;x, = O fiir alle [ < i < r) so sagt man, dass A reduzierte Zeilenstufenform hat.

Der wesentliche Satz in diesem Kapitel besagt nun, dass man jede Matrix mit elementaren Zeilen-
umformungen auf diese Formen bringen kann. Dabei sind beide Formen in der Praxis wichtig: Die
reduzierte Zeilenstufenform ist natiirlich ,,schoner®, weil sie mehr Nullen enthilt und damit einfa-
cher ist — andererseits werden wir aber sehen, dass die normale, nicht-reduzierte Zeilenstufenform
fiir viele Zwecke ausreichend und mit weniger Rechenaufwand zu erzielen ist.
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Satz 17.6 (GauB-Verfahren). Jede Matrix A € Mat(m x n, K) liisst sich durch elementare Zeilenum-
formungen auf (reduzierte) Zeilenstufenform bringen. Mit anderen Worten gibt es also ein Produkt
F € GL(m,K) von Elementarmatrizen, so dass FA (reduzierte) Zeilenstufenform hat (siche Bemer-
kung 17.4 (b)).

Bei diesem Satz ist der Beweis — also das Verfahren, wie man die (reduzierte) Zeilenstufenform
erreicht — mindestens genauso wichtig wie die eigentliche Aussage:

Beweis. Wir beweisen den Satz mit Induktion iiber die Zahl n der Spalten von A. Da fiir n = 0 nichts
zu zeigen ist, miissen wir nur den Induktionsschritt durchfiihren. Es sei also A € Mat(m X n,K)
beliebig vorgegeben. Wir wollen A mit elementaren Zeilenumformungen auf (reduzierte) Zeilenstu-
fenform bringen und nehmen nach Induktionsvoraussetzung an, dass wir dies fiir alle Matrizen mit
weniger als n Spalten bereits konnen. Wir unterscheiden dabei zwei Fille:

Fall 1: Alle Eintrdge in der ersten Spalte von A sind O, d. h. A hat die Form

0
a=| | A
0
fiir eine Matrix A" € Mat(m x (n — 1),K). Nach Induktionsvoraussetzung konnen wir A’
dann durch Zeilenumformungen auf (reduzierte) Zeilenstufenform bringen. Da diese Zei-
lenumformungen an der ersten Nullspalte aber nichts @ndern, haben wir damit auch A auf
(reduzierte) Zeilenstufenform gebracht.

Fall 2: Es sind nicht alle Eintrdge in der ersten Spalte von A gleich 0.

(a) Falls der Eintrag a;,; links oben in A gleich Null ist, vertauschen wir zwei Zeilen von
A so, dass dieser Eintrag nicht mehr gleich 0 ist (nach Bemerkung 17.4 (c) ist dies
durch elementare Zeilenumformungen machbar).

(b) Wir dividieren die erste Zeile durch a; ; und erhalten eine Matrix der Form

1
a

%
am,1

(c) Wir subtrahieren von jeder Zeile k € {2,...,m} das a,1-fache der ersten Zeile und
bekommen dadurch

mit einer Matrix A’ € Mat((m—1) x (n—1),K).

(d) Nach Induktionsvoraussetzung konnen wir jetzt A’ durch elementare Zeilenumfor-
mungen auf Zeilenstufenform bringen. Damit hat aber auch die gesamte Matrix be-
reits Zeilenstufenform — wollen wir also nur diese normale, nicht-reduzierte Zeilen-
stufenform erreichen, so sind wir damit fertig. Andernfalls bringen wir A’ gemiB der
Induktionsvoraussetzung sogar auf reduzierte Zeilenstufenform und bekommen eine
Matrix der Form

1| %% % k-e-% *

0 1 x---% 0 x---%
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Subtrahieren wir nun geeignete Vielfache der Zeilen 2,...,m von der ersten Zeile, so
konnen wir damit dann noch die Eintrédge in den Stufenspalten der ersten Zeile zu Null
machen und erhalten so auch die reduzierte Zeilenstufenform. O

Beispiel 17.7. Wir wollen die Matrix

1 2 4
A=|-1 3 7| eMat(3x3,R)
1 15

mit elementaren Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform bringen. Dazu konnen wir nach dem
Verfahren im Beweis von Satz 17.6 wie folgt vorgehen (die Notation Z3 — Z3 — 3Z2 bedeutet z. B,
dass wir das Dreifache der zweiten Zeile von der dritten subtrahieren):

“L24 L =2 -4 Bzl -2 —4
-1 3 7 — -1 3 7 — 0 1 3
1 15 1 1 5 0o 3 9
73—73-372 1 -2 —4

— 0] 1 3

o 0 o

Mochten wir eine reduzierte Zeilenstufenform, so addieren wir schlieBlich noch das Doppelte der

zweiten Zeile zur ersten und erhalten
1 0 2
01 3
00

0

Ein erster Nutzen einer Zeilenstufenform besteht darin, dass wir an ihr sofort den Rang einer Matrix
ablesen konnen:

Algorithmus 17.8 (Rang einer Matrix). Haben wir eine Matrix A € Mat(m x n,K) wie in Satz 17.6
mit einem Produkt F € GL(m,K) von Elementarmatrizen auf Zeilenstufenform FA gebracht, so ist
FA i4quivalent zu A und hat damit nach Lemma 16.41 insbesondere auch den gleichen Rang wie
A. Der Rang (also nach Bemerkung 16.39 (c) und Folgerung 16.44 die maximale Anzahl linear
unabhingiger Zeilen) von FA ist aber natiirlich einfach die Zahl r der Stufen wie in Definition 17.5:

Der Rang einer Matrix A ist die Anzahl der Stufen in einer Zeilenstufenform von A.

Fiir die Matrix A aus Beispiel 17.7 gilt demnach z. B. rkA = 2.

Die wichtigste Anwendung des Gaul3-Verfahrens ist aber sicher, dass wir damit wie folgt sehr einfach
lineare Gleichungssysteme 16sen konnen.

Algorithmus 17.9 (Lineare Gleichungssysteme). Es seien A € Mat(m x n,K) und b € K™.

Um das lineare Gleichungssystem Ax = b zu 16sen, bringen wir die Matrix A mit elementaren Zei-
lenumformungen auf reduzierte Zeilenstufenform und fiihren dabei alle Zeilenumformungen mit der
erweiterten Koeffizientenmatrix (A |b) € Mat(m x (n+ 1), K) durch. Wir erhalten am Ende also eine
Matrix (FA|Fb), wobei F € GL(m,K) ein Produkt von Elementarmatrizen ist und FA reduzierte
Zeilenstufenform hat.
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Da F invertierbar ist, ist das urspriingliche lineare Gleichungssystem Ax = b dquivalent zu FAx = Fb,
d.h. wir haben die Losungsmenge des Gleichungssystems durch den Ubergang von (A|b) zu
(FA|FDb) nicht geéndert. Das neue Gleichungssystem lésst sich nun aber leicht 16sen: Die resul-

tierende Matrix ist von der Form

ki k2 ky
+
0 b
0 )
0 1 b |
b,
wobei b|,...,b), € K die Komponenten von Fb sind. Wir unterscheiden nun zwei Fille:

(a) Istb; #0fireini € {r+1,...,m}, so liefert die i-te Zeile des umgeformten Gleichungssys-

tems den Widerspruch 0 = b/. Das Gleichungssystem ist dann also nicht I5sbar.

(b) Ist b, == b, =0, so sind die letzten m — r Gleichungen des umgeformten Systems
einfach 0 = 0 und damit immer erfiillt. Wir brauchen also nur die ersten r Zeilen zu betrach-
ten. Von diesen driickt die i-te Zeile offensichtlich die Stufenvariable x;, eindeutig durch die
Variablen x; mit j ¢ {ki,...,k.} aus. Wir konnen also alle Variablen, die nicht an den Stu-
fenspalten stehen, frei wihlen, und erhalten dann fiir jede solche Wahl genau eine Losung,
bei der die restlichen Variablen xy, .. .,x, durch Verwendung der ersten r Gleichungen ein-

deutig bestimmt sind.

Alternativ kann man A auch nur mit elementaren Zeilenumformungen auf nicht notwendig redu-
zierte Zeilenstufenform bringen (was natiirlich weniger Arbeit ist). Dann driickt die i-te Zeile der
Zeilenstufenform die Variable x;, durch alle freien Variablen x; mit j ¢ {ki,...,k.} und die weiter
rechts stehenden Stufenvariablen x,_ ..., x;, aus. Wir miissen diese Zeilen dann also von unten
nach oben durchgehen und so der Reihe nach x;,,...,x;, aus den freien Variablen und den bereits
bestimmten Stufenvariablen berechnen (was dann wieder etwas mehr Arbeit ist).

Beispiel 17.10. Wir wollen das lineare Gleichungssystem

x|+ 4x; +5x4 =1
2x1+8x+ x3+Tx4 =3
2x3 —b6xg4 =2

iber R 16sen, also das System Ax = b mit

1 4 0 5

A=1[2 8 1 7 | eMat(3x4,R) und b=

0 0 2 -6

1
3
2

eR3.

Dazu bringen wir die Matrix A auf reduzierte Zeilenstufenform, fithren aber alle Umformungen mit

der erweiterten Koeffizientenmatrix (A |) durch:

1405 1 Z2—72-271 1405 1 Z3—7Z3-272
281 7 (3|75 (oo —3|1 |75
002 —6]2 002 62

Wir haben also das neue dquivalente Gleichungssystem

X1+ 4x; +5x4 =1
x3 — 3x4 =1
0=0

1 4 0
0 01
00 O

ey
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erhalten, das wir sofort 16sen kénnen: Die Variablen x, und x4 (die nicht an den Stufenspalten stehen)
konnen wir als freie reelle Parameter wihlen, und die beiden nicht-trivialen Gleichungen des umge-
formten Systems bestimmen dann die restlichen beiden Variablen eindeutig zu x; = 1 —4xy — 5x4
bzw. x3 = 1+ 3x4. Wir erhalten also die allgemeine Losung

1 4 -5
4 0 1 0

{xeR*":Ax=10b} = ) +x 0 + x4 3 txp, x4 ER 3L 2)
0 0 1

Algorithmus 17.11 (Basis vom Kern einer Matrix). Ein unmittelbarer Spezialfall von Algorith-
mus 17.9 zur Losung eines linearen Gleichungssystems ist die Berechnung des Kerns einer Matrix
A € Mat(m x n,K), denn KerA ist ja genau die Losungsmenge des Gleichungssystems Ax = 0. Im
GauB3-Verfahren ist also die rechte Seite immer 0 (weswegen wir sie natiirlich gar nicht erst mit
hinschreiben miissen).

Die Dimension des Kerns ist offensichtlich gleich der Anzahl der freien Parameter in der Losung,
also die Anzahl der Nichtstufenspalten j ¢ {ki,...,k,} in der Notation von Algorithmus 17.9 (be-
achte, dass diese Anzahl in Ubereinstimmung mit Bemerkung 16.16 (a) und Algorithmus 17.8 genau
n—r =n—rkA = dimKerA ist). Um eine Basis von KerA zu bestimmen, kdnnen wir fiir jedes sol-
che j den Vektor der Losungsmenge bilden, bei dem wir x; = 1 und alle anderen freien Variablen
gleich 0 setzen. Im Beispiel 17.10 ist fiir die dort angegebene Matrix A z. B.

—4\ [-5
1 0
o] 3
0 1

(also die Vektoren, die in der Losungsmenge (2) bei den freien Variablen x; und x4 stehen) eine Basis
von KerA.

Dieses Verfahren lisst sich durch einen kleinen Rechentrick noch etwas vereinfachen. Dazu seien
a; ; die Eintrige der reduzierten Zeilenstufenform von A. Wenn wir jetzt fiir den Basisvektor zur
Nichtstufenspalte j die freie Variable x; gleich —1 statt 1 setzen (was den Basisvektor nur mit —1
multipliziert), bestimmt die i-te Zeile des umgeformten Systems fiir i = 1,...,r die zugehdorige i-te
Stufenvariable zu

Loy +aijxj=0 = xg=—aijxj=—a (1) =da,

also genau zu einem der Eintrige der umgeformten Matrix. Schreibt man die i-te Zeile dieser redu-
zierten Zeilenstufenform nun noch in Zeile k; einer n x n-Matrix A’ (so dass also die 1 der Stufe auf
der Diagonalen dieser Matrix steht), so steht dieser Eintrag x;, = a; ; jetzt statt in Zeile 7 und Spalte
Jj in Zeile k; und Spalte j, und damit bereits an der richtigen Stelle dafiir, dass sich der konstru-
ierte Basisvektor in Spalte j dieser neuen Matrix ergibt. Wir erhalten damit das folgende niitzliche
,Kochrezept*:

Zur Berechnung einer Basis von KerA bringe man A auf reduzierte Zeilenstufenform.
Man schreibe die Stufenzeilen dieser Matrix dann so in eine n x n-Matrix A’, dass die
Einsen der Stufen auf der Diagonalen der Matrix stehen; die restlichen Zeilen fiille
man mit —1 auf der Diagonalen und 0 sonst auf. Die Spalten von A’ mit den Eintrigen
—1 auf der Diagonalen bilden dann eine Basis von KerA.

In unserem obigen Zahlenbeispiel bilden wir also eine neue 4 x 4-Matrix, in der wir die beiden Zeilen
der reduzierten Zeilenstufenform (1) in Zeile 1 und 3 schreiben (damit die Einsen der Stufen auf der
Diagonalen der Matrix sind, unten im Bild grau hinterlegt) und die restlichen Eintrige mit —1 auf
der Diagonalen und 0 sonst aufgefiillt sind. Die zweite und vierte Spalte (unten im Bild eingekreist)
bilden dann eine Basis B des Kerns:
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1(4)o0 (5 4 5
0 —-1,00 -1 0
! __ —
A=l0ol0 1 =3 -  B= o || =3
0lo]ol-1 0 ~1

Aufgabe 17.12 (Eindeutigkeit der reduzierten Zeilenstufenform). Zeige die folgende Verallgemei-
nerung von Lemma 17.17 (b): Fiihrt man mit einer Matrix A € Mat(m x n, K) auf verschiedene Arten
elementare Zeilenumformungen durch, so dass das Ergebnis jeweils eine Matrix in reduzierter Zei-
lenstufenform ist, so ergibt sich dabei immer dieselbe Matrix.

17.B  Weitere Algorithmen mit dem GauB-Verfahren

Wie bereits erwéhnt lassen sich alle konkreten Rechnungen der linearen Algebra letztlich auf das
GauB-Verfahren zuriickfithren. Im Rest dieses Kapitels wollen wir dies fiir noch ein paar weitere
hiufig auftretende Aufgabenstellungen explizit tun. Das wichtigste Grundprinzip hierbei ist:

Lemma 17.13. Fiir jede Matrix A € Mat(m x n,K) gilt:

(a) Elementare Zeilenumformungen in A dndern den Kern von A nicht.

(b) Elementare Spaltenumformungen in A dndern das Bild von A nicht.

Beweis.
(a) Nach Bemerkung 17.4 (b) erhalten wir durch die Zeilenumformungen eine Matrix FA mit
F € GL(m,K). Dann ist aber
Ker(FA) = {x € K" : FAx=0} = {x e K" : Ax =0} = KerA.

(b) In diesem Fall erhalten wir nach Bemerkung 17.4 (d) eine Matrix AF mit F € GL(n,K). Mit
der Substitution y = Fx, also x = F~ !y, ist dann

Im(AF) ={AFx:x€ K"} ={Ay:y € K"} = ImA. O

Algorithmus 17.14 (Basis vom Bild einer Matrix). Die Bestimmung einer Basis von ImA fiir eine
Matrix A € Mat(m x n,K) ist einfacher als die einer Basis von KerA. Es gibt dafiir zwei Moglich-
keiten:

(a) Nach Lemma 17.13 (b) konnen wir A mit elementaren Spaltenumformungen auf eine ,,Spal-
tenstufenform® mit r = rkA Stufen bringen, ohne das Bild der Matrix zu @ndern. Die ersten
r Spalten (die nicht O sind) sind dann offensichtlich linear unabhingig und bilden damit eine
Basis von ImA. Alternativ konnen wir natiirlich auch Zeilenumformungen mit der transpo-
nierten Matrix AT durchfiihren.

Als Beispiel dafiir betrachten wir noch einmal die Matrix

-1 2 4
A=|-1 3 7| eMat(3x3,R)
1 15

aus Beispiel 17.7 und bringen AT mit Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform:

-1 -11 Z1—-Z1 11 -1 %ﬁ%i% 11 -1
2 3 1 — 2 3 1 — 01 3
4 7 5 4 7 5 0 3 9
73-73-372 11—l
— 1 3
0 0 O
1 0
Damit ist also I |,]1 eine Basis von ImA.
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(b) (Basisauswahl) Nach Bemerkung 16.16 (b) wird ImA von den Spalten von A erzeugt. Wollen
wir nicht nur eine beliebige Basis von ImA bestimmen, sondern wie in Satz 14.11 eine Basis
aus den Spalten von A auswihlen, so konnen wir alternativ folgendes Verfahren anwenden:
Es seien x1,...,x, die Spalten von A. Wir bringen nun A mit einem Produkt F von Elemen-
tarmatrizen auf Zeilenstufenform FA mit Stufenspalten k| < --- < k, wie in Definition 17.5;
natiirlich ist dabei r = rkA nach Algorithmus 17.8.

Hitten wir diese Zeilenumformungen nur mit den Stufenspalten &, ..., k, durchgefiihrt, so
hitten wir stattdessen auch von der Zeilenstufenform nur diese Stufenspalten erhalten, also

eine Matrix der Form
1
Sk

Fo(xg | | x) = € Mat(m x 1,K)

[t

bekommen, die offensichtlich denselben Rang r wie A besitzt. Also ist auch
dimLin(xg,,...,x;,) = r =r1kA = dimImA.

Da der Teilraum von ImA, der von den ausgewihlten Spalten xy , . .., x;, erzeugt wird, diesel-
be Dimension wie ImA hat, muss er nach Lemma 14.26 gleich ImA sein, d. h. (xy,,...,x,)
ist ein Erzeugendensystem und nach Satz 14.21 (a) wegen r = dimImA sogar eine Basis von
ImA.

So haben wir z. B. fiir die Matrix A aus (a) bereits in 17.7 eine (reduzierte) Zeilenstufenform
berechnet und gesehen, dass die ersten beiden Spalten dabei die Stufenspalten waren. Also
sind die ersten beiden Spalten

1 2
11,3
1 1

von A eine Basis von ImA.

Algorithmus 17.15 (Basisergidnzung). Genau wie die Basisauswahl in Algorithmus 17.14 (b) lédsst
sich auch die Basisergidnzung mit dem GauB-Verfahren explizit durchfithren. Hat man néamlich mit
Algorithmus 17.11 oder 17.14 (a) eine Basis vom Kern oder Bild einer Matrix A € Mat(m x n,K)
bestimmt, so ist es in beiden Fillen sehr einfach, diese zu einer Basis vom gesamten Raum K" bzw.
K™ zu erginzen:

(a) In Algorithmus 17.11 sind alle Spalten der quadratischen Matrix A’ linear unabhingig (weil
A’ stets Eintriige &1 auf der Diagonalen und nur Eintréige 0 darunter hat). Die Einheitsvek-
toren e; fiir alle Stufenspalten i (also die im Bild nicht eingekreisten Spalten in A’) ergéinzen
damit die gefundene Basis von KerA zu einer Basis von K" — im konkreten Beispiel in Al-
gorithmus 17.11 also e; und e3.

(b) In Algorithmus 17.14 (a) ist aus der Form der gefundenen Basis B klar, dass B durch die
Einheitsvektoren, die nicht zu den Stufenzeilen von AT gehoren, zu einer Basis von K™
ergénzt wird — im konkreten Beispiel oben also durch e3.

Algorithmus 17.16 (Operationen mit Unterrdumen). Wir betrachten zwei durch erzeugende Vek-
toren gegebene Unterrdume U; = Lin(xy,...,x;) und U, = Lin(yy,...,y;) von K". Mit Hilfe des
GauB3-Verfahrens konnen wir dann die folgenden Konstruktionen explizit durchfiihren:

(a) (Basis eines Unterraums) Um eine Basis von U; zu bestimmen, berechnen wir einfach mit
Algorithmus 17.14 eine Basis von U; =Im (xj | -+ | x¢).
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(b) (Komplement von Uj, Quotientenraum K" /U;) Aufbauend auf (a) ergéinzen wir die gefunde-
ne Basis von U; wie in Algorithmus 17.15 durch geeignete Einheitsvektoren zu einer Basis
von K. Diese hinzugenommenen Einheitsvektoren bilden dann nach Bemerkung 15.11 eine
Basis eines Komplements von Uy, ihre Klassen in K" /U; nach Bemerkung 15.19 eine Basis
von K" /Uj.

(¢) (Summe U; + U,) Nach Bemerkung 14.5 ist
U1+U2:Lin(-xla"'v-xkayla"'7yl):Im(xl | |-xk |y1 ‘ ‘)’1)

Um eine Basis der Summe zu finden, konnen wir wie in (a) also wieder Algorithmus 17.14
anwenden.
(d) (Durchschnitt Uy NU,) Die Vektoren im Schnitt U; N U, erhilt man offensichtlich durch
Gleichsetzen
Axy 4 A = — iy — - — ey
der Elemente von U und U,, und damit durch Auflosen des linearen Gleichungssystems

x4 e+ iy + -+ gy =0 2)

(die Vorzeichen spielen hierbei keine Rolle, da mit y € U, auch —y € U, liegt, und sind
daher so gewihlt, dass sie sich im resultierenden Gleichungssystem wegheben). Die sich als
Losung ergebenden Werte fiir Ay, ..., A, kénnen dann in die linke Seite von (1) eingesetzt
werden und liefern die gesuchten Vektoren im Schnitt.

Als konkretes Beispiel betrachten wir die Unterrdume

1 0 0
U; =Lin 0,11 und U, =Lin 11,
0 1 2

von R3. Der Ansatz (2) fiihrt zum folgenden Gleichungssystem in A1, A2, L1, Uo:

100 TN s s (D00 T g (Il 00
01 11 — 01 11 — 01 0 -1
01 2 3 001 2 0 0|1 2

Der Losungsraum ist also eindimensional und wird (z.B. nach Algorithmus 17.11) von
(A1, A2, 1, 42) = (1,—1,2,—1) erzeugt. Einsetzen von A; und A, (oder alternativ u; und
W) in (1) zeigt also, dass der eindimensionale Unterraum U; N U, erzeugt wird von

1 0 1
AMxi+Axn=1-1{0]-1-11]| =] -1
0 1 -1

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir nun noch untersuchen, wie inverse Matrizen algorith-
misch bestimmt werden konnen. Dazu bendtigen wir zunichst das folgende oft niitzliche Kriterium
fiir Invertierbarkeit.

Lemma 17.17. Fiir eine quadratische Matrix A € Mat(n x n,K) sind dquivalent:

(a) A € GL(n,K).

(b) Bringt man A durch elementare Zeilenumformungen auf reduzierte Zeilenstufenform, so ist
das Ergebnis stets die Einheitsmatrix E,,.

(c) A ist ein Produkt von Elementarmatrizen.

Beweis.

(a) = (b): Ist A € GL(n,K), so gilt rkA = n nach Bemerkung 16.39 (b). Bringt man A auf redu-
zierte Zeilenstufenform, so hat das Resultat nach Algorithmus 17.8 also n Stufen. Die einzige
n x n-Matrix in reduzierter Zeilenstufenform, die n Stufen hat, ist aber die Einheitsmatrix E,,.
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(b) = (c): Nach Voraussetzung kénnen wir A mit elementaren Zeilenumformungen auf die Ein-
heitsmatrix bringen, d.h. es gibt Elementarmatrizen Fi,...,F, mit F;---F,A = E,. Nach
Bemerkung 17.4 (a) sind Elementarmatrizen aber invertierbar und ihre Inversen wieder Ele-
mentarmatrizen, und damit ist auch A = F,,; 1., 'Ffl ein Produkt von Elementarmatrizen.

(c) = (a): Dies haben wir bereits in Bemerkung 17.4 (b) gesehen. O

Algorithmus 17.18 (Inverse Matrix). Gegeben sei eine quadratische Matrix A € Mat(n x n,K). Wir
wollen iiberpriifen, ob A invertierbar ist, und in diesem Fall die inverse Matrix A~! berechnen. Dazu
starten wir mit der n x (2n)-Matrix (A |E,), in der wir A und die Einheitsmatrix der gleichen GréBe
nebeneinander schreiben. Wir bringen dann die Matrix A mit dem GauB-Verfahren auf reduzierte
Zeilenstufenform, machen die dafiir benétigten Zeilenumformungen aber in allen 2n Spalten der
Matrix. Ist F € GL(n,K) das Produkt der Elementarmatrizen, das den durchgefiihrten Umformungen
entspricht, so erhalten wir also die Matrix (FA|FE,) = (FA|F), wobei in der linken Hilfte die
reduzierte Zeilenstufenform FA von A steht.

Nach Lemma 17.17 ist A genau dann invertierbar, wenn fiir diese reduzierte Zeilenstufenform die
Einheitsmatrix herausgekommen ist, wenn also FA = E,, ist. In diesem Fall ist aber offensichtlich
F = A~! die gesuchte inverse Matrix — und diese steht nach den Umformungen genau in der rechten
Hilfte unseres Diagramms.

Als konkretes Beispiel wollen wir die Matrix

11
A_(3 4) € Mat(2 x 2,R)

wihlen. Wir wenden also wie gewohnt das Gaul3-Verfahren auf die Matrix A an, fithren aber alle
Umformungen mit der 2 x 4-Matrix (A | E,) durch:

1 1|1 o\zzsz23z1/1 1| 1 O\Nzi»zi-22/1 0| 4 —1
3 4]0 1 — o 1|3 1) 7 \o1|=3 1)
Da die herausgekommene reduzierte Zeilenstufenform von A (die linke Hilfte dieser Matrix) die

Einheitsmatrix ist, ist A invertierbar. Die inverse Matrix steht nun in der rechten Hilfte des Dia-
gramms: Es ist

Aufgabe 17.19.

(a) Berechne Basen von ImA und KerA fiir die reelle Matrix A =

—_—O = N
=)
=)

(b) Berechne den Rang der reellen Matrix A = in Abhéngigkeit von a,b € R.

QO
QO
(=SR]

1 -2 -1

2 -1 4
-1’1 -1]1"1-5

0 3 6
U = {x € R*: x; —xy —x3 = x1 +x2 — 3x4 = 0}, wobei x1,...,x4 wie iiblich die Koordinaten von
x € R* sind. Berechne Basen von Uy, Us, U + Us, Uy N Us, und einem Komplement von U; + Us.

b
b
b
Aufgabe 17.20. In R* betrachten wir die Unterriume U; = Lin ( und

0 0 1 3 1 3
Aufgabe 17.21. Untersuche, ob die reellen Matrizen A= |0 1 Ol und B=|—-1 1 1
0 0 O 2 0 1

zueinander dquivalent sind, und finde gegebenenfalls invertierbare Matrizen S und 7 mit B = SAT.
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Aufgabe 17.22 (Elementare Codierungstheorie). In dieser Aufgabe sei K = Z, der Korper mit 2
Elementen aus Beispiel 3.6 (b).

(a) Es sei A = € Mat(7 x 4,K). Berechne eine Matrix B € Mat(3 x 7,K) mit

_0 = O O O =
—_—_-—_0o o~ o

S = = O = O O
—_—_- 0 = O O O

ImA = KerB.

(b) Zeige: Fiir alle y € K7 gibt es genau ein x € K*, fiir das sich y von Ax in hochstens einer
Koordinate unterscheidet. (Hinweis: der Vektor By € K> sollte erkennen lassen, wo dieser
Unterschied liegt.)

Diese Aufgabe beinhaltet die Grundidee der sogenannten Codierungstheorie. Angenommen, wir
wollen einen Vektor x € K* (also 4 Bits) iiber eine gestorte Leitung an einen Empfinger iibertragen.
Wenn wir dann statt der 4 Bits x die 7 Bits Ax iibertragen und beim Empfinger statt Ax falschlicher-
weise y ankommt, kann dieser nach (b) die urspriingliche Information x auch dann noch aus y rekon-
struieren, wenn bei ihm ein Bit falsch angekommen ist. Auf jeder CD oder DVD sind die Daten in
einer solchen Art codiert, damit z. B. durch Kratzer verursachte Lesefehler korrigiert werden kénnen.

Aufgabe 17.23. Es seien n € Nyg und ag,...,a,—1 € K. Zeige, dass die Matrix

; ao ai ctr Ap—1
(a)o<i,j<n—1 =

n—1 n—1 n—1

) aj oy

genau dann invertierbar ist, wenn alle ag, . ..,a,_1 verschieden sind.

Aufgabe 17.24 (Basiswechselmatrix fiir K"). Es seien B = (x1,...,x,) und C = (y1,...,y,) zwei
Basen von K". Wir bilden daraus die Matrix A = (y; | -+ | yu | x1 | -+ | x») € Mat(n X 2n,K).
Nun bringen wir die linke Hilfte dieser Matrix mit elementaren Zeilenumformungen auf reduzierte
Zeilenstufenform, fithren die Umformungen dabei aber wieder mit allen Spalten der Matrix durch.

Zeige, dass dann in der rechten Hilfte der Matrix genau die Basiswechselmatrix A%C aus Definition
16.28 steht.



