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16. Lineare Abbildungen als Matrizen

Wir wollen uns jetzt genauer mit linearen Abbildungen beschiftigen. Sind V und W zwei endlich-di-
mensionale K-Vektorrdume, so wissen wir aus Bemerkung 13.19 bereits, dass die Menge

Hom(V,W) = {f: V — W ist Morphismus }

der linearen Abbildungen von V nach W selbst wieder ein K-Vektorraum ist. Wir wollen diesen
Vektorraum nun genau beschreiben, d. h. angeben, wie alle Morphismen von V nach W konkret
aussehen.

Die entscheidende Idee hierfiir ist, dass V und W nach Satz 14.23 isomorph zu K" bzw. K™ (mit
n=dimV und m = dimW) sind. Gemil der Idee, dass isomorphe Vektorrdaume praktisch unun-
terscheidbar sind, werden wir gleich in Abschnitt 16.A also zunéchst einmal den Fall von linearen
Abbildungen von K" nach K genau untersuchen. Danach kénnen wir dann in Abschnitt 16.B stu-
dieren, wie wir diese Ergebnisse mit Hilfe von Isomorphismen auf lineare Abbildungen zwischen
beliebigen endlich-dimensionalen Vektorrdumen V und W iibertragen kénnen.

16.A Matrizen

Lineare Abbildungen von K" nach K™ konnen am besten in der Sprache der Matrizen angegeben
werden, die wir jetzt einfithren wollen.

Definition 16.1 (Matrizen). Es seien K ein Korper und m,n € N. Eine m x n-Matrix mit Eintrigen
in K ist ein rechteckiges Zahlenschema
a0 dig
A= mitg; ; € Kfirl1 <i<mund1 < j<n
am,1 T Am,n
mit m Zeilen und n Spalten. Analog zur Schreibweise fiir Zahlenfolgen bezeichnen wir eine solche
Matrix auch kurz mit

(a,-J)]S,-Sm oder einfach (a,}j)iﬁj.
1<j<n

Es ist eine Konvention, dass wir in diesem Fall hinter der Klammer immer zuerst den Zeilenindex und
dann den Spaltenindex schreiben (Merkregel: ,,Zeile zuerst, Spalte spéter*). Im Fall m = n nennen
wir die Matrix A quadratisch.

Die Menge aller m x n-Matrizen mit Eintrdgen in K wird mit Mat(m X n, K) bezeichnet — auch hier
steht in der Bezeichnung stets zuerst die Anzahl der Zeilen und dann die Anzahl der Spalten.

Definition 16.2 (Matrixoperationen). Fiir A € K sowie zwei Matrizen A = (a; ;); j und B = (b; j); ;
in Mat(m x n,K) definieren wir

(a) die Addition A+ B := (al-,j +bi,j)i,j € Mat(m X n,K);
(b) die Skalarmultiplikation A A := (A4; j); j € Mat(m x n,K);
(c) die transponierte Matrix AT := (a;;); ; € Mat(n x m,K).

Beispiel 16.3. Die Addition und Skalarmultiplikation fiir Matrizen ist einfach komponentenweise
definiert, es ist also z. B.

L2003\ (11 1)_(23 4 q o (12 3\_(2 4 ¢
4 5 6 22 2/ \6 7 8 un 4 5 6/ \8 10 12
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in Mat(2 x 3,R). Die Transposition hingegen vertauscht die Rolle von Zeilen und Spalten in der
Matrix, wie z. B. in
(1 2 3) T ; ;‘
4 5 6 36
Bemerkung 16.4.
(a) Offensichtlich ist Mat(m x n,K) mit der Addition und Skalarmultiplikation aus Definition
16.2 ein K-Vektorraum. In der Tat unterscheidet sich dieser Raum von K™ ja nur dadurch,

dass wir die m - n Eintrdge der Matrix nicht untereinander, sondern in einem rechteckigen
Schema anordnen. Mathematisch exakt bedeutet dies, dass die Abbildung

ai
a1 v Aip ain
Mat(m x n,K) — K™™", N
am,1 *° Amn Am,1
Am,n

ein Isomorphismus ist. So ist also dimMat(m x n,K) = dimK™" = m-n, und die vier Matri-

zen
10 0 1 00 00
o o) 2= o) 4= () 4= )

bilden z.B. eine Basis von Mat(2 x 2,K) (ndmlich die Basis, die im K* der Standardbasis
entspricht): Jede 2 x 2-Matrix ldsst sich auf eindeutige Art als Linearkombination

ai aip
’ T =a11A1 a1 pAr +an 1Az +az 244
a1 axp

dieser vier Matrizen schreiben.

(b) Der Nullvektor im Vektorraum Mat(m x n,K) ist offensichtlich die Matrix, in der alle Ein-
trage gleich O sind. Diese Matrix wird dementsprechend auch die Nullmatrix genannt und
einfach als 0 geschrieben.

(c) Matrizen in Mat(m x 1,K) mit nur einer Spalte haben in ihrer Schreibweise die gleiche Form
wie Vektoren in K. In der Tat werden wir m x 1-Matrizen im Folgenden in der Regel mit
Vektoren in K identifizieren.

(d) Offensichtlich ist die Transpositionsabbildung
Mat(m x n,K) — Mat(n x m,K), A AT

ein Isomorphismus: Es gilt (A 4+ B)" = AT + BT und (14)T = 2 AT fiir alle 2 € K und
A, B € Mat(m x n,K), und die Umkehrabbildung ist durch erneute Transposition gegeben.

Bisher gibt es bis auf die Art der Anordnung der Zahlen keinen nennenswerten Unterschied zwischen
den Matrizen in Mat(m x n,K) und den Vektoren in K™". Es gibt jedoch eine sehr wichtige weitere
Operation, die auf Matrizen, jedoch nicht auf Vektoren in K" definiert ist, namlich die sogenannte
Matrixmultiplikation:

Definition 16.5 (Matrixmultiplikation). Fiir m,n,p € N seien A = (g; j); ; € Mat(m x n,K) und
B=(bjx)jr €Mat(nx p,K), d.h. die Matrix B habe so viele Zeilen wie A Spalten. Dann definieren
wir das Matrixprodukt AB als

n
AB:=A-B:= (Zal]b/k) EMat(mXp,K)
=1 Sk
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(merke: Es wird iber die ,,mittleren Indizes* summiert, also iiber den Spaltenindex der ersten und
den Zeilenindex der zweiten Matrix). Das Produkt AB hat also so viele Zeilen wie die erste Matrix
und so viele Spalten wie die zweite.

Beispiel 16.6.
(a) Esistz.B.

12\ (5 6\ _ (15427 1-6+2-8\ _ (19 22
3 4)°\7 8)7\3-5+4.7 3.6+4.8)~ \43 50

(hier ist m = n = p = 2). Im Gegensatz dazu ist das Matrixprodukt

ORI

nicht definiert, weil die erste Matrix nur eine Spalte, die zweite aber zwei Zeilen hat. Der
Einfachheit halber werden wir in Zukunft bei einem Matrixprodukt AB stets voraussetzen,
dass die zweite Matrix so viele Zeilen hat wie die erste Spalten, und dies nicht jedesmal
wieder erwihnen.

(b) Ist A = (ai)i; € Mat(m x n,K) und x € K" mit Komponenten xi,...,x,, so kénnen wir
x gemdl Bemerkung 16.4 (c) als Matrix mit nur einer Spalte auffassen und erhalten das
Matrixprodukt

al - Aig X a1 xy+ -+ apaxy,
Ax=| I R : € Mat(m x 1,K) = K".
am,1 " Qmn Xn Am1X1+ -+ AmnXn

(c) Ein einfacher, aber oft vorkommender und daher wichtiger Spezialfall von (b) ist, wenn
x =e;j fir j=1,...,n der j-te Einheitsvektor ist: In diesem Fall ist Ae; gerade die j-te
Spalte von A.

Wie tiblich nach dem Einfithren einer neuen Struktur wollen wir auch hier zunichst einmal die
grundlegenden Eigenschaften der Matrixmultiplikation angeben bzw. beweisen.

Lemma 16.7 (Eigenschaften der Matrixmultiplikation). Fiir alle Matrizen A, B, C passender Grofie
(d. h. so dass die betrachteten Summen und Produkte definiert sind) sowie A € K gilt:

(2) (Distributivitiit) (A + B)C = AC + BC und A(B+C) = AB+AC.

(b) (Vertriiglichkeit mit der Skalarmultiplikation) (AL A)B =A(AB) = A (AB).
(©) (Assoziativitit) (AB)C = A(BC).

(d) (Vertriglichkeit mit der Transposition) (AB)T =BTAT.

Das Matrixprodukt ist jedoch im Allgemeinen nicht kommutativ (aufgrund der Groflenbedingung ist
das Produkt AB ja noch nicht einmal genau dann definiert, wenn BA es ist).

Beweis. Der Beweis ergibt sich durch einfaches Nachrechnen. Wir zeigen exemplarisch den zweiten
Teil von (a): Fiir A = (Clw‘),"j S Mat(m X I’l7K) und B = (bj_’k)j,k,C = (Cj,k)j,k € Mat(n X p7K) gilt

AB+C) = (ilai,.,-(b,,ﬁcjvk))
=

ik

n n
= ( 2 aibikt ) ai,jcj,k) 4
= = ok
n n
= (L oasbin) +(Xaeix)
=1 ik =1 ik

=AB+AC. U



190 Andreas Gathmann

Aufgabe 16.8. Fiir ein gegebenes a € R\{0} sei

a 1
A= <0 a) € Mat(2 x 2,R).
(a) Berechne A" fiir alle n € N+ .

(b) Bestimme eine Basis des Quotientenraums Mat(2 x 2,R) /Lin((A")en., )-

Aufgabe 16.9 (Blockmatrixmultiplikation). Es seien A € Mat(m x n,K) und B € Mat(n x p,K)
zwei Matrizen, die in ,,Blockform*

o A] A2 o By | B>
A_<A3 A4> bzw. B—<33 34)
mit A} € Mat(m; x n1,K) und B; € Mat(n; x p1,K) gegeben sind. Zeige, dass das Matrixprodukt

AB dann ebenfalls in Blockform

AB — A1B1+A>B3 ‘ A1By+AyBy
A3zB| +A4B3 ‘ A3By +A4By

berechnet werden kann (wobei die Blocke formal genauso multipliziert und addiert werden, als
wiirde man das Produkt zweier Matrizen der Grofle 2 x 2 berechnen). Analog funktioniert diese
Rechenregel auch fiir eine Aufteilung in noch mehr Blocke.

Mit Hilfe der Matrixmultiplikation konnen wir jetzt sehr einfach lineare Abbildungen von K" nach
K™ konstruieren.

Konstruktion 16.10. Es sei A € Mat(m x n,K). Dann ist
fiK"—= K" x+— Ax
eine lineare Abbildung, denn fiir alle x,y € K" und A € K gilt nach Lemma 16.7
flx+y)=A(x+y) =Ax+Ay=f(x)+ f(y) sowie f(Ax)=A(Ax)=AAx=Af(x).
In Koordinaten ist diese Funktionsvorschrift also durch den Ausdruck in Beispiel 16.6 (b) gegeben.
In der Tat wollen wir jetzt sehen, dass bereits alle linearen Abbildungen von K" nach K™ diese Form

haben, und Konstruktion 16.10 damit eine Bijektion zwischen dem Raum aller Matrizen und dem
Raum aller linearen Abbildungen liefert.

Satz und Definition 16.11 (Lineare Abbildungen K" — K™ und Matrizen). Es seien n,m € N.
(a) Zu jeder Matrix A € Mat(m x n,K) gibt es genau einen Morphismus f € Hom(K",K™) mit
f(x) =Ax fiirallex € K".
Wir bezeichnen ihn mit fy.
(b) Zu jedem Morphismus f € Hom(K",K™) gibt es genau eine Matrix A € Mat(m x n,K) mit
f(x)=Ax fiirallex € K",

nimlich A= (f(e1) | .-+ | f(en)). Wir nennen sie die Abbildungsmatrix von f und bezeich-
nen sie mit Ay.

Dies liefert einen Isomorphismus Mat(m x n,K) — Hom(K",K™), A — fa mit Umkehrabbildung
f+ Ay. Insbesondere ist also dimHom(K",K™) = mn.

Beweis.

(a) Die geforderte Bedingung definiert offensichtlich eine eindeutige Abbildung f: K" — K™,
die nach Konstruktion 16.10 auch linear ist.
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(b) Die geforderte Bedingung legt nach Beispiel 16.6 (c) fiir alle j = 1,...,n die j-te Spalte von

A fest zu Aej = f(e;). Damit ist A eindeutig bestimmt als (f(e1) | --- | f(en)). Da f linear
ist, folgt aus dieser Beziehung fiir die Einheitsvektoren weiterhin auch fiir alle x € K" mit
Koordinaten xy,...,x,

f(x) = f(xlel 4 +xrzen) :xlf(el) 4 +xnf(en) =x1Ae; +---+x,Ae, = Ax.

Da die geforderte Bedingung in (a) und (b) dieselbe ist, ist auBerdem klar, dass die Abbildungen
A faund f > Ay invers zueinander sind. Weiterhin ist die Abbildung A — f4 linear, denn fiir alle
A,B € Mat(mxn,K)und A € K ist

fasB(x) = (A+B)x=Ax+Bx = fu(x) + fp(x) und  fia(x) = (AA)x = AAx = A fa (%),

d.h.esist fayp = fa + f und fi4 = A f4. Damit ist Mat(m x n,K) — Hom(K",K™), A — f4 ein
Isomorphismus. g

Lemma 16.12. Unter dem Isomorphismus aus Satz 16.11 entspricht die Matrixmultiplikation der
Verkettung von Morphismen, d. h. fiir alle A € Mat(m x n,K) und B € Mat(n X p,K) gilt

fap= faofp: KV — K™.
Beweis. Fiir alle x € K? gilt
Jap(x) = (AB)x = A(Bx) = Afp(x) = fa(fa(x)) = (fao f5)(x),
und damit ist fap = fa o fB. O

Bemerkung 16.13. Genau wie in Beispiel 13.31 bedeutet auch dieser Isomorphismus anschaulich
formuliert wieder, dass Matrizen in Mat(m x n,K) und lineare Abbildungen von K" nach K™ ,im
Prinzip dasselbe® sind: Man kann jederzeit zwischen Matrizen und linearen Abbildungen hin- und
herwechseln ohne etwas am Ergebnis zu dndern; dabei entspricht eine Matrix A der linearen Abbil-
dung f4: x +— Ax, und eine lineare Abbildung f: K" — K™ der Matrix A, die man erhilt, wenn man
in die Spalten die Bilder der Einheitsvektoren unter f schreibt.

Beispiel 16.14. Zur Matrix

A= <(1) f) € Mat(2 x 2, R)

ist die zugehorige lineare Abbildung nach Satz 16.11

.2 2 (X1 12\ (x1) _ (x1+2x
meror () (o 1) (3)= (")

Ist umgekehrt f = f4 diese Abbildung, so erhilt man daraus die zugehdrige Abbildungsmatrix wie-
der durch

Ap=(fler)| flez)) = ((1) ?>

zuriick.

Da Matrizen linearen Abbildungen entsprechen, konnen wir nun auch urspriinglich fiir lineare Abbil-
dungen definierte Konzepte wie Bilder, Kerne und Isomorphismen in die Sprechweise der Matrizen
ibertragen. Dies wollen wir im restlichen Teil dieses Abschnitts tun.

Definition 16.15 (Bild und Kern einer Matrix). Es sei A € Mat(m x n,K) eine Matrix mit zugehori-
ger linearer Abbildung f4: K" — K™, x — Ax.

(a) Das Bild von A ist definiert als das Bild
ImA :=Imf; = {Ax: x € K"};
der zugehorigen linearen Abbildung; nach Lemma 13.21 (a) ist dies ein Unterraum von K.
(b) Der Kern von A ist definiert als der Kern
KerA :=Ker f = {x € K" : Ax=0};

der zugehorigen linearen Abbildung; nach Lemma 13.21 (b) ist dies ein Unterraum von K”.



192 Andreas Gathmann

Bemerkung 16.16.

(a) (Dimensionsformel fiir Matrizen) Die Dimensionsformel fiir Morphismen aus Folgerung
15.26 iibertrégt sich natiirlich sofort auf Matrizen: Fiir alle A € Mat(m x n,K) (die ja ei-
ner Abbildung von K" nach K™ entsprechen) gilt

dimImA + dimKerA = n.

(b) Ist f: K" — K™ ein Morphismus mit zugehériger Matrix A = Ay € Mat(m x n,K), so ist
der Morphismus f: K" — Im f, der daraus durch Einschrinkung des Zielraums entsteht,
natiirlich surjektiv und bildet damit nach Satz 14.22 (a) die Basis (ey,...,e,) von K" auf ein
Erzeugendensystem (f(e1),...,f(e,)) von Im f = ImA ab. Da f(e;),..., f(e,) nach Satz
16.11 aber genau die Spalten von A sind, erhalten wir die einfache Aussage:

’ Das Bild einer Matrix ist der von ihren Spalten erzeugte Unterraum. ‘

So ist z. B. das Bild der Matrix A aus Beispiel 16.14

r-un( (1) (1)) -

Der Kern von A hingegen ist nach Definition

ket = e avmop= { (1) (22) = ()} = {(9))

(insbesondere ist hier die Dimensionsformel aus (a) also als 2 + 0 = 2 erfiillt).

Um den Begriff der Isomorphismen zu iibertragen, miissen wir uns offensichtlich auf quadratische
Matrizen beschrinken, da isomorphe Vektorrdume nach Satz 14.22 (c) die gleiche Dimension haben,
ein Isomorphismus K" — K™ also nur fiir m = n existieren kann. Zunéchst miissen wir dazu die
identische Abbildung in die Sprache der Matrizen iibertragen.

Konstruktion 16.17 (Einheitsmatrix). Fiir n € N definieren wir die Einheitsmatrix der Grofe n x n

als
01 - 0
En = (el | e |ei’l) = . . . . EMat(an,K)
00 - 1

Wir schreiben sie oft auch einfach als E, wenn ihre GroBe aus dem Zusammenhang klar ist. In der
Literatur ist auch die Bezeichnung /,, oder I iiblich.

Da in den Spalten von E, gerade die Einheitsvektoren stehen, entspricht sie gemif3 Satz 16.11 der
Identitdt auf K”. Die Gleichungen idgm of = foidgs = f fiir eine beliebige (lineare) Abbildung
f: K" — K™ liefern also sofort

E,A=AE,=A firalle A € Mat(m xn,K),

weil die Verkettung linearer Abbildungen nach Lemma 16.12 der Matrixmultiplikation entspricht
(natiirlich konnte man dies auch direkt mit Definition 16.5 nachrechnen). Die Einheitsmatrizen der
passenden Grofe sind in diesem Sinne also neutrale Elemente fiir die Matrixmultiplikation.

Damit konnen wir nun das Konzept von Isomorphismen, also invertierbaren Morphismen, ganz ana-
log zur Definition inverser Elemente in Definition 3.1 (c¢) in die Sprache der Matrizen iibersetzen:

Definition 16.18 (Invertierbare Matrizen). Eine quadratische Matrix A € Mat(n x n, K) heiit inver-
tierbar, wenn es eine Matrix A’ € Mat(n x n,K) gibt mit A’A = AA’ = E,,.

Die Menge aller invertierbaren Matrizen in Mat(n X n,K) wird mit GL(n,K) bezeichnet (der Name
kommt von der englischen Bezeichnung ,,general linear group® und riihrt daher, dass GL(n,K) in
der Tat eine Gruppe ist, wie wir gleich in Lemma 16.20 zeigen werden).
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Lemma und Definition 16.19 (Inverse Matrizen). Es sei A € Mat(n x n,K).

(a) Die Matrix A ist genau dann invertierbar, wenn ihre zugehorige lineare Abbildung f ein
Isomorphismus ist. In diesem Fall ist die Matrix A’ in Definition 16.18 eindeutig bestimmt als
die Matrix zur Umkehrabbildung f, L. Wir nennen sie die zu A inverse Matrix und schreiben
sie als A1,

(b) Fiir die Invertierbarkeit von A geniigt es bereits, in Definition 16.18 eine der beiden Glei-
chungen A'A = E, und AA' = E, vorauszusetzen.

Beweis.

(a) Die Abbildung fy4 ist genau dann ein Isomorphismus, wenn es einen Umkehrmorphismus
g mit go fy = f4 0g = idg» gibt (der dann natiirlich nach Lemma 2.20 (c) eindeutig be-
stimmt ist). In Matrixsprechweise iibersetzt bedeutet dies nach Lemma 16.12 und Konstruk-
tion 16.17 aber gerade A’A = AA’ = E,, (wobei A’ die Abbildungsmatrix von g ist), also genau
die Definition 16.18 der Invertierbarkeit.

(b) EsseiA’A = E, oder AA’ = E,,. Nach Lemma 16.12 und Konstruktion 16.17 gilt dann fiir die
zugehorigen linearen Abbildungen f4 o fy = idg» oder fy o fyr = idg». Dies bedeutet nach
Lemma 2.20 aber genau, dass f4 injektiv oder surjektiv, und damit nach Folgerung 15.27
bereits ein Isomorphismus ist. Die Behauptung folgt damit aus Teil (a). U

Wir werden spiter in Algorithmus 17.18 noch sehen, wie man von einer gegebenen quadratischen
Matrix A bestimmen kann, ob sie invertierbar ist, und wie man in diesem Fall die inverse Matrix
A~ konkret berechnen kann. Fiir den Moment begniigen wir uns damit, die folgenden einfachen
Eigenschaften invertierbarer Matrizen zu zeigen:

Lemma 16.20 (Eigenschaften invertierbarer Matrizen). Es seien A, B € GL(n,K) invertierbare Ma-
trizen. Dann gilt:

(2) AB ist ebenfalls invertierbar; und es ist (AB)™' = B~1A~1.
(b) A~ ist ebenfalls invertierbar, und es ist (A~')~! = A.
(c) AT ist ebenfalls invertierbar, und es ist (A7) "' = (A=1)T.
Insbesondere ist GL(n,K) eine Gruppe beziiglich der Matrixmultiplikation (mit neutralem Element
E und zu A inversem Element A=).
Beweis. Alle Aussagen ergeben sich durch einfaches Nachrechnen mit Hilfe von Lemma 16.19 (b):
(a) Es gilt (B-'A"")(AB) =B 'A"'AB =B 'EB = B"'B = E. Also ist AB invertierbar mit
inverser Matrix B~'A~!.
(b) Die Gleichung A~'A = E besagt natiirlich auch gerade, dass A die inverse Matrix zu A~ ist.
(©) Nacl# Lemma 16.7 (d)ist (A~")TAT = (AA~")T = ET =E. Alsoist (A~!)T die inverse Matrix
ZuA’. =

Beispiel 16.21. Wir betrachten noch einmal die Matrix A mit zugehoriger linearer Abbildung f4 aus
Beispiel 16.14, also

_ (1 2 . 2 2 (X1 i) _ [ x1+2x
A_<0 1) und fA.R%R,(XZ)H(yZ)_( 5 )

Offensichtlich ist diese Abbildung bijektiv: Die Umkehrung ist gegeben durch x; = y; — 2y, und
X2 =y, also

1. (N y1—2y2 . s . ) 1 -2
: — mit zugehoriger Matrix A~ = .
i (yz) ( 2 ) s (0 ! >
Zur Kontrolle kann man natiirlich auch das Matrixprodukt

= )6 -6 )0

(und genauso AA~! = E) sofort mit Definition 16.5 nachrechnen.
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16.B Lineare Abbildungen zwischen endlich erzeugten Vektorriumen

Nachdem wir mit Satz 16.11 jetzt lineare Abbildungen zwischen K" und K™ durch Matrizen be-
schreiben konnen, wollen wir nun den Fall von Morphismen zwischen beliebigen (endlich-dimen-
sionalen) Vektorrdaumen darauf zuriickfithren. Dazu erinnern wir uns daran, dass jeder n-dimensio-
nale Vektorraum V isomorph zu K” ist, indem wir einen Vektor auf seine Koordinaten beziiglich
einer gewéhlten Basis abbilden:

Definition 16.22 (Koordinatenabbildungen und Koordinatenvektoren). Es sei B = (x,...,x,) eine
Basis eines n-dimensionalen Vektorraums V, so dass sich also jeder Vektor x € V eindeutig als
Linearkombination x = Ay x| + - - - + Ayx,, fiir gewisse A, ..., A, € K schreiben lédsst. Dann heiBt die
Abbildung

M
Op: VK, Mixi++Ayx, = :
An
(die nach Satz 14.23 ein Isomorphismus ist), die Koordinatenabbildung beziiglich B; dementspre-
chend heiBt ®g(x) € K" fiir ein x € V der Koordinatenvektor von x beziiglich B.

Der Koordinatenvektor enthilt also exakt die gleichen Informationen wie der urspriingliche Vektor
selbst. Wollen wir nun eine lineare Abbildung f: V — W, x — f(x) zwischen zwei endlich-dimen-
sionalen Vektorrdumen beschreiben, so konnen wir daher genauso gut Basen von V und W wihlen
und die zugehorige lineare Abbildung betrachten, die den Koordinatenvektor von x auf den von f(x)
abbildet. Dies ist dann ein Morphismus von K" nach K" mit n = dimV und m = dim W, den wir also
genau wie bisher durch Multiplikation mit einer Abbildungsmatrix erhalten konnen.

Formal bedeutet dies einfach, dass wir Satz 16.11 mehr oder weniger abschreiben konnen, wenn
wir in den Matrixprodukten nur alle Vektoren (sowohl im Start- als auch im Zielraum) durch ihre
Koordinatenvektoren ersetzen.

Satz und Definition 16.23 (Lineare Abbildungen V — W und Matrizen). Es seien V und W zwei
endlich-dimensionale Vektorriiume mit n := dimV und m := dimW. Ferner seien B = (x1,...,%,)
und C = (y1,...,ym) fest gewdihite Basen von'V bzw. W.

() Zu jeder Matrix A € Mat(m x n,K) gibt es genau einen Morphismus f € Hom(V,W) mit
D (f(x)) =A-Ppg(x) fiirallexeV.
Wir bezeichnen ihn mit ff’c.
(b) Zu jedem Morphismus f € Hom(V,W) gibt es genau eine Matrix A € Mat(m x n,K) mit
DPe(f(x)) =A-Pp(x) fiirallexecV,
nimlich A = (®c(f(x1)) | -+ | Pc(f(x4))). Wir nennen sie die Abbildungsmatrix von f

beziiglich B und C und bezeichnen sie mit A?’C.

Dies liefert einen Isomorphismus Mat(m x n,K) — Hom(V,W), A — ff’c mit Umkehrabbildung
[ A?"C. Insbesondere ist also dimHom(V,W) = dimV - dimW.

Beweis. Man konnte diesen Satz zeigen, indem man ihn mit Hilfe der Koordinatenabbildungen auf
Satz 16.11 zuriickfiihrt. Da der Beweis so kurz ist, ist es aber vermutlich iibersichtlicher, ihn einfach
nochmal neu aufzuschreiben:

(a) Die geforderte Bedingung definiert f eindeutig zu f(x) = @' (A - ®p(x)) firalle x € V, was
(als Verkettung linearer Abbildungen) offensichtlich ein Morphismus ist.



16. Lineare Abbildungen als Matrizen 195

(b) Da der Koordinatenvektor von x; beziiglich B gerade der j-te Einheitsvektor ist, bestimmt
die geforderte Bedingung nach Beispiel 16.6 (c) fiir alle j = 1,...,n die j-te Spalte von A
zu Aej = ADp(xj) = Pc(f(x;)). Damit ist A eindeutig festgelegt. Mit der Linearitit von f
und den Koordinatenabbildungen folgt aus dieser Beziehung weiterhin auch fiir alle x € V
mit Koordinaten Ay, ..., A, beziiglich B

Pc(f(x)) = Pc(f(Mix + -+ Apxn)) = M Pe(f(x1)) + -+ AP (f(xn))
=MAe; + -+ A Ae, = A - Dp(x).

Da die Bedingung in (a) und (b) dieselbe ist, ist natiirlich klar, dass die Abbildungen A — ff’c und

f— AI;‘C invers zueinander sind. Die Linearitit von A — ff’c iberpriift man unmittelbar genau wie
im Beweis von Satz 16.11. 0

Bemerkung 16.24.

(a) Istbereits V = K" und W = K™, und sind B und C die Standardbasen dieser Vektorrdume, so
sind die Koordinatenabbildungen ®p und ®¢ die Identitét auf V bzw. W. Satz 16.23 stimmt
dann also genau mit Satz 16.11 {iberein.

(b) Man kann sich die Satz 16.23 zugrunde liegende Idee auch an dem

rechts dargestellten Diagramm verdeutlichen: In der oberen Zeile ist v f W
eine lineare Abbildung f: V — W dargestellt. Mit Hilfe der vertikal 2 !
dargestellten Koordinatenabbildungen (die ja Isomorphismen sind, &g \cpc
was durch die Schlangen am Beginn der Pfeile angedeutet werden

soll) konnen wir daraus eine Abbildung g = ®¢co fo @gl von K* K"
nach K™ konstruieren, indem wir im Diagramm ,,den Umweg iiber f
nehmen®.

Dieser neue Morphismus g: K" — K™ ist nun genau die am Anfang dieses Abschnitts be-
schriebene Abbildung, die fiir alle x € V den Koordinatenvektor von x auf den von f(x)
abbildet. Wir konnen sie mit einer gewohnlichen Abbildungsmatrix A im Sinne von Satz
16.11 beschreiben, es ist also

g(v) =4y, dh  Dc(f(Pz'(v)=Av firalleve K"
Mit der Substitution v = ®p(x) ist dies nun aber dquivalent zu
DPe(f(x)) =A-Dp(x) firallexeV,
also genau zu unserer Bedingung aus Satz 16.23.

Beispiel 16.25. Es seien V = R? mit der Standardbasis B = (ey,e;) und

X1 1 1
W= v | ixi+xn+r=0p <R’ mit C= -1,
X3 0 -1

Man iiberpriift sofort, dass C eine Basis von W ist und die Abbildung

X1 X1 — X2
fiV-Ww, I adl B +x3
2 72)61

linear ist sowie wirklich V nach W abbildet (denn die Summe der Koordinaten der Bildvektoren ist
ja immer gleich 0). Wir wollen nun die Abbildungsmatrix A?’C bestimmen. Dazu miissen wir nach
Definition 16.11 einfach nur die Basisvektoren e; und e, von B mit f abbilden und die Ergebnisse



196 Andreas Gathmann

als Linearkombinationen der Basisvektoren von C ausdriicken:

| 1 1 1

f<0> =1 |=-1-[-1|+2] O

-2 0 —1

0 -1 1 1

und f<1>: 1 =—1-1—-1]140-1 O
0 0 -1

Die dabei bendtigten Vorfaktoren sind nun also die Koordinatenvektoren von f(e) und f(e;) be-
ziiglich C; wir schreiben sie als Spaltenvektoren in die Abbildungsmatrix und erhalten

gc (-1 -1
AB (2 O).

Beachte, dass diese Matrix wegen dimV = dimW = 2 die Grofle 2 x 2 hat (obwohl W ein Unter-
raum von R? ist). Natiirlich hiitten wir f hier auch als Morphismus von R? nach R? auffassen und
ihm damit auch ohne Basiswahl eine Abbildungsmatrix (der GroBe 3 x 2) wie in Definition 16.11
zuordnen konnen. Deutlicher wird die Notwendigkeit der Verwendung von Basen im allgemeinen
Fall im folgenden Beispiel.

Beispiel 16.26. Es sei V der Vektorraum aller reellen Polynome vom Grad hochstens 2 mit der
Basis B = (1,x,x%), und W der Vektorraum aller Polynome vom Grad hochstens 1 mit der Basis
C = (1,x) (siche Beispiel 14.7 (d)). Wir betrachten wie in Beispiel 13.17 (d) die lineare Abbildung
f: V=W, ¢~ ¢, diec einem Polynom seine Ableitung zuordnet.

(a) Um die Abbildungsmatrix A?’C zu bestimmen, miissen wir nach Definition 16.23 wieder
die Basisvektoren von B abbilden und als Linearkombinationen der Basiselemente von C
schreiben:

fH)y=1" =0 =0-14+0-x,
Ffx)=x =1 =1-140-x,
o) =0 =2x=0-14+2-x.
Die Koeffizienten dieser Linearkombinationen bilden also die Koordinatenvektoren von
f(1), f(x) und f(x?); wir schreiben sie als Spalten in eine Matrix und erhalten

gc_(0 1 0
A= <O 0 2) '

(b) Auch die umgekehrte Richtung, aus der Abbildungsmatrix die Abbildung zu rekonstruieren,
ist nicht weiter schwierig, wenn man sich daran erinnert, dass die Matrix immer nur Koordi-
natenvektoren sieht. Angenommen, wir wollen f(¢) fiir ¢ = 2x> + 3x + 4, also letztlich die
Ableitung ¢’, nur aus der Kenntnis der Abbildungsmatrix A?"C bestimmen. Dann brauchen

wir zunichst den Koordinatenvektor ®z(¢) und konnen diesen dann an die Abbildungsma-
trix multiplizieren: Wegen @ = 4-1+3-x+2-x? ist

4 4
o= (3). i o= (01 0)-(3) - (3)
) 2

Nach Satz 16.23 ist dies nun der Koordinatenvektor ®¢(f(¢)) des Bildes f(¢). Damit ist
f(@)=3-1+4-x=4x+3 (was in der Tat die Ableitung von @ ist).

Eine einfache Folgerung aus Satz 16.23 ist, dass sich lineare Abbildungen stets auf einer Basis des
Startraums beliebig vorgeben lassen und dann eindeutig bestimmt sind:

Folgerung 16.27. Es seien V und W endlich-dimensionale K-Vektorriume, B = (xi,...,x,) eine
Basis von'V und (vi,...,v,) eine beliebige Familie (mit gleich vielen Elementen) in W.

Dann gibt es genau eine lineare Abbildung f: V — W mit f(x;) = v; fiirallei=1,...,n.
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Beweis. Wihle eine Basis C von W, und betrachte die Abbildungsmatrix Alf;’c der gesuchten Mor-
phismen. Ihre i-te Spalte fiir i = 1,...,n ist nach Beispiel 16.6 (c¢) und Satz 16.23 gerade

ATCei = ATC - Dp(xi) = Pe(f(x)).

f
Die Bedingungen f(x;) = v;, also ®¢(f(x;)) = ®c(v;), sind daher dquivalent dazu, dass die Ab-
bildungsmatrix gleich A?’C = (Pc(v1) | -+ | Pc(vn)) ist, und liefern damit genau einen solchen
Morphismus. ‘ 0

Nach Konstruktion hidngen die gerade eingefiihrten Abbildungsmatrizen A?’C natiirlich von der
(letztlich willkiirlichen) Wahl der Basen B und C im Start- bzw. Zielraum der Abbildung f ab. Wir
wollen nun untersuchen, wie sich diese Abbildungsmatrizen dndern, wenn man zu anderen Basen
tibergeht. Dazu bendtigen wir die sogenannten Basiswechselmatrizen, die letztlich ein Spezialfall
von Abbildungsmatrizen sind.

Definition 16.28 (Basiswechselmatrizen). Es seien B= (x1,...,x,) und B’ = (x},...,x)) zwei Basen
eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums V. Dann heifit die Abbildungsmatrix der Identitét idy
beziiglich der Startbasis B’ und Zielbasis B, nach Definition 16.23 also

AP = AR = (@p(x]) | - | Dp(x})) € Mat(n xn,K),
die Basiswechselmatrix von B’ nach B.
Bemerkung 16.29. Es seien B und B’ zwei Basen eines endlich-dimensionalen Vektorraums V.

(a) Offensichtlich ist stets A3 = E.

(b) Nach Satz 16.23 ist AB"8 die eindeutig bestimmte Matrix mit @p(x) = AZ"B . dy (x) fiir alle
x € V. Die Basiswechselmatrix wandelt also einfach nur einen Koordinatenvektor beziiglich
B’ in einen beziiglich B um — was auch den Namen erklrt.

Beispiel 16.30. Wollen wir fiir die beiden Basen

o=((2)(0) = (G)()

von R? die Basiswechselmatrix A58 bestimmen, so miissen wir die beiden Basisvektoren von B’
nach Definition 16.28 als Linearkombination der Vektoren aus B schreiben: Es ist

G- () ()
()0 (1) (1)

Die Koeffizienten dieser Linearkombinationen bilden wieder die Koordinatenvektoren beziiglich B,
wir schreiben sie also in die Spalten der gesuchten Matrix

B/,B_ 1 —1
- (1 3)

Lemma 16.31. Es sei B= (xy,...,x,) eine Basis eines endlich erzeugten Vektorraums V. Dann gilt:
(a) Fiir jede weitere Basis B von 'V ist AB'B invertierbar mit (AB,7B)’1 = ABFB
(b) Fiir jede invertierbare Matrix T € GL(n,K) gibt es eine Basis B' von' V mit ABB_T,

(¢) Fiir jede invertierbare Matrix T € GL(n,K) gibt es eine Basis B von V mit ABB T,

Beweis.

(a) Nach Bemerkung 16.29 (b) ist ®g(x) = AB"B . dy(x) und Pp (x) = ABB' . Dp(x) fiir alle
x € V. Setzen wir dies ineinander ein, erhalten wir fiir alle x € V

Dp(x) = ABB . ABB .y (x).

Wiederum nach Bemerkung 16.29 (b) ist ABB . ABE also die Basiswechselmatrix von B
nach B, d. h. nach Bemerkung 16.29 (a) gilt A®8. ABB" — E und damit (AB"B)~! = ABB',
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(b) Wir setzen x} = CI>§1 (Te;) furi=1,...,n. Da T invertierbar und @gl ein Isomorphismus ist,
istauch K" -V, x> CIJEI (Tx) ein Isomorphismus, und bildet nach Satz 14.22 (c) damit die
Standardbasis (ey,...,e,) auf eine Basis B’ := (x},...,x],) von V ab.

Firi=1,...,nist die i-te Spalte der Basiswechselmatrix AB'B nun nach Definition
CDB(XD = (I)B(CI)EI (Te,-)) =Te;,
also die i-te Spalte von T'. Damit ist wie gewiinscht A58 = T
(¢) Nach (b) gibt es eine Basis B’ mit AB8 = T~!, nach (a) also mit AB8' =T O

Mit diesen Basiswechselmatrizen konnen wir nun konkret angeben, wie sich Abbildungsmatrizen

bei einem Basiswechsel transformieren.

Satz 16.32 (Verhalten von Abbildungsmatrizen unter Basiswechsel). Es sei f: V — W ein Morphis-
mus zwischen endlich erzeugten Vektorrdumen mit gegebenen Basen B bzw. C.

(a) Sind B' und C' zwei weitere Basen von'V bzw. W, so gilt
ABC_ ACC ABC 4B'B
A S ’
(b) Sind umgekehrt S € GL(m,K) und T € GL(n,K) zwei invertierbare Matrizen, so gibt es
Basen B' und C' von'V bzw. W, so dass ASC' = S und AB'B = T, und damit
B.C B.C
Af =S 'Af -T.
Beweis.
(a) Nach Definition 16.23 bzw. Bemerkung 16.29 (b) gilt
Dei(y) =ACC -Oc(y) firalleyeW,
Pe(f(x)) = AT Dp(x) fiirallexeV,
und Dp(x) =APP . Dy (x) firallexeV.
Setzen wir dies fiir y = f(x) ineinander ein, so erhalten wir
Do (f(x)) =ACC ABC.APE Dy (x) fiirallex eV,
und damit nach Satz 16.11 wie gewiinscht A?/’C/ = ACC ~A?’C AB'B,

(b) Nach Lemma 16.31 (b) und (c) existieren Basen B’ und C’ mit ACC' = S und AB'B = T die
behauptete Formel fiir die Abbildungsmatrix ergibt sich dann aus (a). (]

Aufgabe 16.33.
(a) Wir betrachten die Basen
1 1 0

o= (o) (1), (1)) e e (D) (1)
0 0 1

von R? bzw. R? sowie die lineare Abbildung f: R3 — R? mit
Bc_ (2 -1 0
ApT = <4 0 2) ’

Berechne die Abbildungsmatrix Ay von f beziiglich der Standardbasen von R? und R?.

(b) Essei f: R} = R3/U, x+ Xmit U = Lin(e; — 2e; + e3). Bestimme eine Basis B von R® /U
sowie die zugehorige Abbildungsmatrix AJEC’B fiir die Standardbasis E von R>.

Aufgabe 16.34. Es seien V der Vektorraum aller reellen Polynome vom Grad hochstens 2 mit der
Basis B = (1,x,x%),und f: V — V die Abbildung mit f(¢)(x) = @(x+ 1) fiiralle ¢ € V.

(a) Uberprijfe, dass f linear ist, und berechne die Abbildungsmatrix A?’B.
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(b) Zeige, dass A?’B invertierbar ist und berechne die inverse Matrix (AI;’B) _1.

(c) Zeige, dass es zu jeder Basis C’ von V eine Basis C von V gibt mit

o I -1 1
A =11 1 0
0

Aufgabe 16.35. Man zeige:

(a) Sind f: V—V’'und g: V' — V" zwei lineare Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen
Vektorriumen sowie B, B’ und B” Basen von V, V' bzw. V", so gilt

BB" _ ,B'B" 4BB
Agof =A, Af .

(b) IstA € Mat(m x n,K) eine Matrix mit dim(ImA) = r, so gibt es Matrizen A’ € Mat(m x r,K)
und A” € Mat(r x n,K) mitA=A"-A".

16.C Aquivalente Matrizen und Normalformen

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass man einen Morphismus f: V — W zwischen endlich
erzeugten Vektorrdumen erst dann durch eine Abbildungsmatrix beschreiben kann, wenn man Basen
B und C von V bzw. W gewihlt hat. Wir wollen nun untersuchen, in wie weit man aber zumindest
durch eine geschickte Wahl dieser Basen erreichen kann, dass die resultierende Abbildungsmatrix

A?‘C eine moglichst einfache Form hat (also z. B. viele Nullen enthilt).

Dazu erinnern wir uns daran, dass ein Basiswechsel in B oder C nach Satz 16.32 dazu fiihrt, dass die
Abbildungsmatrix von rechts bzw. links mit einer invertierbaren Matrix multipliziert wird, und dass
auch umgekehrt jede Multiplikation von A?’C mit einer invertierbaren Matrix von rechts oder links
einem Basiswechsel entspricht. Wir definieren daher:

Definition 16.36 (Aquivalente Matrizen). Zwei Matrizen A,A’ € Mat(m x n,K) heifien #quivalent,
wenn es invertierbare Matrizen S € GL(m,K) und T € GL(n,K) gibt mit A’ = SAT.

Bemerkung 16.37.

(a) Wie man leicht nachpriifen kann, ist die Aquivalenz von Matrizen in der Tat eine Aquiva-
lenzrelation (siehe Definition 2.27).

(b) Nach Satz 16.32 sind zwei Matrizen genau dann dquivalent, wenn sie dieselbe lineare Ab-
bildung, nur beziiglich evtl. verschiedener Basen im Start- und Zielraum beschreiben.

Unser Ziel ist es also, zu einer gegebenen Matrix eine dquivalente Matrix moglichst einfacher Ge-
stalt zu finden. Da wir durch die beidseitige Multiplikation mit beliebigen invertierbaren Matrizen
sehr viele Moglichkeiten haben, eine gegebene Matrix zu einer dquivalenten umzuformen, konnte
man sich vielleicht sogar fragen, ob zwei Matrizen (derselben Grofle) womoglich immer zueinan-
der dquivalent sind. Dies ist jedoch nicht der Fall — es gibt eine sogenannte ,,Invariante®, d. h. eine
Zahl, die man einer Matrix zuordnen kann, und die beim Ubergang zu einer beliebigen Aquivalenten
Matrix immer gleich bleibt. Hat man also zwei Matrizen, bei denen diese Invariante verschieden ist,
so konnen diese damit nicht dquivalent zueinander sein. Diese Invariante ist der sogenannte Rang
einer Matrix, den wir jetzt einfithren wollen.

Definition 16.38 (Rang eines Morphismus bzw. einer Matrix).

(a) Ist f: V. — W ein Morphismus zwischen endlich erzeugten Vektorrdaumen, so heif3t die Zahl
tk f := dimIm f der Rang von f (die Bezeichnung kommt vom englischen Wort ,,rank*).

(b) Fiir eine Matrix A € Mat(m x n, K ) heifit die Zahl rkA := dimImA = rk f4 der Rang von A.

36
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Bemerkung 16.39.

(a) Ist f: V — W ein Morphismus, so ist natiirlich rk f = dimIm f < dimW. Nach der Dimen-
sionsformel fiir Morphismen aus Folgerung 15.26 gilt aber auch

rk f =dimIm f = dimV —dimKer f < dimV.
Eine analoge Aussage gilt natiirlich auch fiir Matrizen: Fiir A € Mat(m x n, K) ist stets sowohl
rkA < m als auch rkA < n (denn rkA = rk f4 mit f4: K" — K™).
(b) Fiir eine quadratische Matrix A € Mat(n x n,K) gilt:
tkA=n & dimImfy =n
& f4 ist surjektiv
&> fa ist ein Isomorphismus  (Folgerung 15.27)
< A€ GL(n,K) (Lemma 16.19 (a)).
(c) Essei A € Mat(m x n,K) eine Matrix mit Spalten xy,...,x, € K™. Nach Bemerkung 16.16
(b) ist dann ImA = Lin(x,...,x,). Wir konnen aus diesen n Vektoren also eine Basis von
Im f auswihlen, die dann natiirlich so viele Elemente hat, wie es linear unabhingige Vek-

toren unter den xi,...,x, gibt. Also ist tkA = dimLin(xj,...,x,) die Maximalzahl linear

unabhingiger Vektoren in (x1,...,x,), d. h. die Maximalzahl linear unabhéngiger Spalten in
A.

Beispiel 16.40. Nach Bemerkung 16.39 (c) ist z. B.
0 0O 1 2 3 1 00
rk <0 0 O) =0, rk (0 0 0) =1 und 1k (0 0 2) =2.

Wie oben schon erwihnt hat der Rang einer Matrix die wichtige Eigenschaft, sich beim Ubergang
zu einer dquivalenten Matrix nicht zu dndern. Dies wollen wir jetzt beweisen.

Lemma 16.41. Es sei f: V — W ein Morphismus zwischen endlich erzeugten Vektorrdumen. Dann
gilt

tkAZC =1k f
fiir alle Basen B und C von'V bzw. W, d. h. der Rang der Abbildungsmatrix von f ist unabhdngig
von der Wahl der Basen.

Insbesondere haben dquivalente Matrizen also denselben Rang.

Beweis. Nach Satz 16.23 ist A?’C = (Dc(f(x1)) | -+ | Pe(f(xn))) mit B= (x1,...,x,). Also gilt
rkA?’C = dimLin(®c(f(x1)),...,Pc(f(x,))) (Bemerkung 16.16 (b))
= dim®c(f(V)) (Satz 14.22 (a))
=dim f(V) (P ist ein Isomorphismus)
=1k f. O

Wir konnen nun zeigen, dass wir zu jedem Morphismus f: V — W Basen vom Start- und Zielraum
so finden konnen, dass die zugehorige Abbildungsmatrix eine sehr einfache Form hat:

Satz und Definition 16.42 (Normalform von Abbildungsmatrizen). Es sei f: V — W ein Morphis-
mus vom Rang r zwischen endlich erzeugten K-Vektorrdumen mit n = dimV und m = dimW. Dann
gibt es Basen B und C von'V bzw. W, so dass die Abbildungsmatrix von f beziiglich dieser Basen
die Form
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hat, d. h. so dass Einsen genau auf den ersten r Diagonalpositionen stehen, und sonst iiberall Nullen.
Man sagt, dass eine solche Abbildungsmatrix in Normalform ist. (Beachte dabei, dass unter der
Einheitsmatrix E, genau m — r Nullzeilen, rechts von der Einheitsmatrix hingegen n — r Nullspalten
stehen — die Matrix A?’C ist also nicht notwendig quadratisch.)

Beweis. Nach der Dimensionsformel aus Folgerung 15.26 ist dimKer f = dimV —dimIm f =n —r.
Wihle nun eine Basis (x,41,...,x,) von Ker f und ergénze diese zu einer Basis B = (x1,...,x,) von
V. Dann ist (X7, ...,%;) nach Bemerkung 15.19 eine Basis des Quotientenraums V / Ker f.

Nach dem Homomorphiesatz 15.23 ist nun aber die Abbildung V/Kerf — Imf, X +— f(x) ein
Isomorphismus, und damit ist (yj,...,y,) mit y; := f(x;) fur i = 1,...,r nach Satz 14.22 (c) eine
Basis von Im f. Wir ergénzen diese schlieBlich noch zu einer Basis C = (yy,...,y,) von W. Wegen

Fl) = {y,- firi <r,

0 firi>r (denn dannistx; € Ker f)

hat die Matrix A?’C nach Definition 16.23 dann die gewiinschte Form (z. B. ist die erste Spalte dieser
Matrix der Koordinatenvektor von f(x;) = y; beziiglich C, also der erste Einheitsvektor). O
Bemerkung 16.43.

(a) Nach Definition 16.36 konnen wir Satz 16.42 auch so formulieren: Ist A € Mat(m X n,K)
eine beliebige Matrix vom Rang r, so ist A dquivalent zu der Matrix

E. |0
0 .
Analog zu Satz 16.42 nennt man dies auch die Normalform von A (beziiglich der Aquiva-

lenz von Matrizen); sie ist die ,,einfachste* Matrix in der Aquivalenzklasse von A.

(b) Beachte, dass der Beweis von Satz 16.42 konstruktiv ist, also auch die konkrete Berechnung
der Basen B und C ermdglicht.

Eine erste wichtige und iiberraschende Folgerung aus Satz 16.42 ist die Aussage, dass der Rang
einer Matrix A mit dem Rang der transponierten Matrix AT iibereinstimmt, dass rkA also (gemif
Bemerkung 16.39 (c)) nicht nur die Maximalzahl linear unabhéngiger Spalten, sondern auch die
Maximalzahl linear unabhingiger Zeilen in A ist.

Folgerung 16.44. Fiir jede Matrix A € Mat(m x n,K) gilt tk(AT) = rkA.
Beweis. Nach Bemerkung 16.43 (a) gibtes S € GL(m,K) und T € GL(n,K), so dass
_( E |0
SAT = (ﬁ)
mit » = rkA. Nach Lemma 16.7 (d) gilt dann auch
-
TATQT _ 1 _(E|0\ _[(E]|O
TTATST = (SAT) _<00 -0
(wobei sich beim letzten Gleichheitszeichen die Grof3e der Matrix von m X n auf n X m dndert). Nach

Lemma 16.20 (c) sind mit S und 7 ferner auch ST und 7T invertierbar, d.h. TTAT ST ist dquivalent
zu AT. Damit ergibt sich aus Lemma 16.41

kAT = rk(TTATST) —rk( Ii)’ 8 > =r=1kA. O

Aufgabe 16.45. Wir betrachten den Morphismus f: Mat(2 x 2,R) — Mat(2x 2,R), M — M +M".

(a) Berechne die Abbildungsmatrix von f beziiglich der ,,Standardbasis* von Mat(2 x 2,R) aus
Bemerkung 16.4 (a) als Start- und Zielbasis.

(b) Finde Basen B und C von Mat(2 x 2,R), so dass A?’C in Normalform ist.
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Aufgabe 16.46. Es sei A € Mat(m x n,K) eine Matrix vom Rang r. Fiir k¥ < min(m,n) verstehen
wir unter einer k X k-Teilmatrix von A einer Matrix, die man erhilt, indem man aus A eine beliebige
Auswahl von Zeilen und Spalten herausstreicht, so dass eine quadratische Matrix der GroBe k x k
iibrig bleibt.

Zeige, dass es genau dann eine invertierbare k X k-Teilmatrix von A gibt, wenn k < r gilt.



