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2. Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Wir wollen uns nun komplexen Funktionen zuwenden und dabei zunéchst die ersten in der Ana-
lysis betrachteten Eigenschaften untersuchen, nimlich Stetigkeit und Differenzierbarkeit. Bei der
Stetigkeit gibt es keine Uberraschungen, da sie natiirlich genauso definiert wird wie schon aus den
Grundlagen der Mathematik bekannt.

Definition 2.1 (Grenzwerte von Funktionen). Es seien D C C, f: D — C eine Funktion und a € D
ein Punkt im Abschluss von D [G2, Definition 8.1 bzw. 23.38]. Dann heiflt ¢ € C Grenzwert von
f(z) fiir z— a, wenn

Ve>030>0VzeD:|z—a|<d=|f(z)—c| <€

gilt. Wie iiblich schreiben wir diese Bedingung auch als lim__,, f(z) = ¢ oder ,,f(z) — c fiir z — a*
und sagen, dass f(z) mit z — a gegen ¢ konvergiert.

Bemerkung und Definition 2.2. Liegt der betrachtete Punkt a in Definition 2.1 sogar in D, so
kommt als Grenzwert offensichtlich nur ¢ = f(a) in Frage, da das Einsetzen von z = a dann (fiir alle
0) zugelassen ist und somit |f(a) —c| < € fiir alle €, also |f(a) — ¢| = 0 gelten muss. Existiert der
Grenzwert in diesem Fall tatsdchlich, gilt also

Ve>030>0VzeD:|z—a|<d=|f(2) — fla)| <k,
so heift f stetig in a € D. Man nennt f stetig auf D, wenn f in jedem Punkt a € D stetig ist.

Liegt der Punkt a in Definition 2.1 hingegen nicht in D, so sagt man im Fall der Existenz des Grenz-
werts, dass f durch den Wert ¢ nach a stetig fortsetzbar ist.

Bemerkung 2.3. Wir haben die Grenzwerte von Funktionen bzw. die Stetigkeit offensichtlich ge-
nauso wie in den Grundlagen der Mathematik definiert — wahlweise wie im eindimensionalen Fall
mit Grundkorper C oder wie im zweidimensionalen Fall mit Grundkérper R und der euklidischen
Norm. Daher gelten natiirlich auch die uns bereits bekannten Kriterien:

(a) (Folgenkriterium fiir Grenzwerte von Funktionen bzw. fiir Stetigkeit) Fiir eine Funktion
f: D — C und einen Punkt a € D gilt genau dann lim,_,, f(z) = ¢, wenn fiir jede Folge (z,),
in D mit z, — a auch f(z,) — c gilt. Dementsprechend ist f genau dann stetig in a € D,
wenn fiir jede Folge (z,), mit z, — @ auch f(z,) — f(a) gilt [G2, Satz 8.11].

(b) Ein Grenzwert bzw. die Stetigkeit kann im Zielraum komponentenweise {iberpriift werden:
Schreiben wir eine Funktion f: D — C z.B. als f(z) = u(z) +iv(z) mitu =Ref: D - R
undv=Imf: D — R, soist f in einem Punkt a € D genau dann stetig, wenn « und v es sind
[G2, Lemma 24.7].

Beispiel 2.4.

(a) Die komplexe Konjugation f: C — C, z +— 7 ist nach Bemerkung 2.3 (b) in jedem Punkt
stetig, da die beiden Komponentenfunktionen Re f(z) = x und Im f(z) = —y (mit z = x+1iy)
natiirlich stetig sind.

(b) Genauso ist die komplexe Exponentialfunktion
f(z) =& =&V =e%e? = ¢*(cosy +i siny)
iiberall stetig, da ihre Komponentenfunktionen Re f(z) = ¢ cosy und Im f(z) = e* siny es
sind.

(c) Wir wissen ebenfalls bereits, dass Summen, Differenzen, Produkte, Quotienten und Verket-
tungen stetiger Funktionen wieder stetig sind [G2, Satz 8.13 und 8.15] — dies zeigt man iiber
C genauso wie tiber R. Insbesondere sind damit nach (a) also alle Polynome oder rationalen
Funktionen in z und 7 stetig.
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Auch die Differenzierbarkeit wird zunéchst formal genauso definiert wie fiir Funktionen in einer re-
ellen Variablen, also iiber die Existenz des Grenzwerts des Differenzenquotienten. Um sicherzuge-
hen, dass wir uns dem betrachteten Punkt von allen Seiten beliebig nihern kénnen, werden wir dabei
der Einfachheit halber voraussetzen, dass die Definitionsmenge D der betrachteten Funktionen offen
ist, also um jeden ihrer Punkte a € M noch eine kleine Kreisscheibe Ug(a) = {z € C: |z—a| < €}
enthilt.

Definition 2.5 (Komplexe Differenzierbarkeit und holomorphe Funktionen). Es seien D C C of-
fen, f: D — C eine Abbildung und a € D. Dann heifit f komplex differenzierbar in a, wenn der

Grenzwert
Fa tim [0 1@
" eD\{d) z—a
Z—a

existiert. Diese Zahl heiflt dann auch die Ableitung von f in a. Ist f in jedem Punkt von D komplex
differenzierbar, so heifit f auf D holomorph.

Beispiel 2.6.
(a) Die Identitit f(z) = z ist auf C holomorph mit Ableitung f'(a) = lim,,, =% = 1 fiir alle
acC.

(b) Die komplexe Konjugationsabbildung f(z) = Z ist in keinem Punkt komplex differenzierbar:
Um dies zu beweisen, zeigen wir mit Hilfe des Folgenkriteriums aus Bemerkung 2.3 (a), dass
der Grenzwert aus Definition 2.5 nicht existiert.

Dazu sei a € C beliebig. Wir betrachten zunéchst die Folge
(2n)neN., mit z, = a+ %, die ,,von rechts kommend“ gegen Im
a konvergiert. In diesem Fall ergibt sich fiir den Grenzwert 5
des Differenzenquotienten

1 =
fim L@ = fl@) o atL—a U

noee Zp—da ’H‘”a—F%—a ' a Zn

Fiihren wir die gleiche Rechnung jedoch fiir die ,,von oben*
gegen a konvergierende Folge Z, = a+ ; durch, so erhalten Re
wir

limM:hmmz—l

n—soo Zn—a n%ooa_|_$_a ’

also ein anderes Resultat. Nach dem Folgenkriterium existiert der Grenzwert aus Definition
2.5 also nicht, d. h. f ist in a nicht komplex differenzierbar.

Bemerkung 2.7. Das Resultat aus Beispiel 2.6 (b) ist auf den ersten Blick sicher sehr iiberraschend,

weil die Funktion f(z) = Z, also in reellen Koordinaten f (;) = (_xy) , ja doch sehr ,.harmlos*

aussieht und ihr Funktionsgraph (wenn man ihn in C> = R* zeichnen konnte) sicherlich keinerlei
,,Knicke* hitte. In der Tat ist f als Funktion von R? nach R? natiirlich auch reell (total) differenzier-
bar, wie wir aus den Grundlagen der Mathematik wissen. Wir sehen also schon, dass die komplexe
Ditferenzierbarkeit einer Funktion f: C — C nicht dasselbe ist wie die reelle Differenzierbarkeit der
entsprechenden Funktion f: R* — R2.

Dieser Unterschied zwischen reeller und komplexer Differenzierbarkeit ist absolut fundamental — in
der Tat gébe es die Funktionentheorie ohne ihn nicht. Woran liegt dieser Unterschied anschaulich?
Das Problem in Beispiel 2.6 (b) riihrte daher, dass wir uns dem Punkt a aus verschiedenen Rich-
tungen gendhert haben und fiir diese Richtungen jeweils den Grenzwert des Differenzenquotienten,
d.h. die Anderung von f in dieser Richtung, berechnet haben. Wir haben hier also ganz entscheidend
den zweidimensionalen Charakter der komplexen Zahlenebene ausgenutzt. Fiir die reelle Differen-
zierbarkeit ist es in Ordnung, wenn die Anderungen von f in die beiden Koordinatenrichtungen
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voneinander unabhéngig sind, d. h. wenn die partiellen Ableitungen von f nach x und y nicht mit-
einander zusammenhéngen: In unserem Beispiel 2.6 (b) dndert sich f entlang der reellen Achse
proportional zu z, entlang der imagindren Achse jedoch proportional zu —z. Bei der komplexen Dif-
ferenzierbarkeit hingegen muss der Grenzwert des Differenzenquotienten immer derselbe sein — die
Ableitung ist hier nur eine einzige Zahl, die die Anderung von f in jeder Richtung angeben muss.
Wenn die Anderungsraten von f in den verschiedenen Richtungen nicht dieselben sind, dann ist f
dort nicht komplex differenzierbar.

Wie konnen wir diesen Sachverhalt nun mathematisch exakt ausdriicken? Dazu erinnern wir uns
daran, dass Differenzierbarkeit nichts weiter als lineare Approximierbarkeit bedeutet. Das Problem
besteht daher einfach darin, dass eine reell lineare Abbildung von R? nach R? nicht das gleiche
ist wie eine komplex lineare Abbildung von C nach C. Dafiir ist in der Tat die gerade betrachtete
komplexe Konjugationsabbildung wiederum ein Beispiel: Natiirlich ist

X 1 0 X
6)=6 %)C)
eine reell lineare Abbildung, aber f(z) = Z ist nicht komplex linear, denn fiir allgemeine A,z € C ist
fAz)=2z=22=Af(2) # 1 f(2).

Den genauen Unterschied zwischen reell und komplex linearen Abbildungen beschreibt das folgende
Lemma.

Lemma 2.8. Fiir eine Abbildung f: C = R? — C = R? sind dquivalent:

(a) Esgibteinw € C, sodass f(z) =wzfiiralle z € C(d. h. f ist eine komplex lineare Abbildung
von C nach C).

(b) Es gibt eine Matrix

— <““ ‘“’2> € Mat(2 x 2,R)
a1 ap

mit f (;C) =A- (i) fiir alle x,y € R (d. h. f ist eine reell lineare Abbildung von R? nach

R2?), und es giltay) =axpund ar) = —ai 2
In diesem Fall hingen die Konstante w aus (a) und die Eintrige der Matrix A aus (b) iiber die
Beziehung w = ay| +ias,| miteinander zusammen.
Beweis. Mit w = u+iv fiir u,v € R ist (a) dquivalent zu

Fxiy) = (1) (v -+ i) = e — vy +i (vx+ ),
und damit, im Start- und Zielraum als Vektoren in R2 geschrieben, zu
-6 )0

fiir alle x,y € R. Dies ist aber offensichtlich genau die Aussage (b), mit a;;; = u und ay | = v, und
zeigt auch bereits die Zusatzaussage w = u+iv =aj 1 +iaz . O

Wir iibertragen diese Aussage iiber lineare Abbildungen nun auf die linearen Approximationen —
also die Ableitungen — beliebiger Funktionen. Dabei wird die komplexe Konstante w aus Lemma 2.8
zur komplexen Ableitung und die reelle Matrix A zur reellen Ableitung, so dass sich das folgende
einfache Kriterium zur Uberpriifung der komplexen Differenzierbarkeit ergibt:

Satz 2.9. Es seien D C C offen, f: D — C eine Abbildung und zy € D. Wir bezeichnen den Real-
bzw. Imagindirteil von f mit u(x,y) = Re f(x+1y) und v(x,y) = Im f(x+1iy). Dann sind dquivalent:

(a) f ist komplex differenzierbar in z.

01
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(b) f ist reell (total) differenzierbar in zo, und fiir die partiellen Ableitungen in diesem Punkt
gelten die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

u v v u
$<ZO) = jy(Zo) und E(ZO) = —afy(Z()).

In diesem Fall ist die komplexe Ableitung von f in 7o gegeben durch f'(zo) = %(Zo) +i % (z0)-

Beweis. Nach Definition ist f im Punkt z9 = xo 4 1iy¢ genau dann reell differenzierbar, wenn es eine
Matrix A € Mat(2 x 2,R) und eine Funktion r: D — C gibt mit

6= ) +a- (20

[G2, Definition 25.3]. Wir wissen aus den Grundlagen der Mathematik auch bereits, dass hierbei fiir

A nur die Jacobi-Matrix
A= (aij)ij= (az ai) (z0)

) +r(z) und lim @) _ 0
=7 |z — 20|

(%)

dx dy
von f in zp in Frage kommt [G2, Folgerung 25.12]. Damit ist die Aussage (b) des Satzes dquivalent
zur reellen Differenzierbarkeit () zusammen mit den Gleichungen a; 1 = a2 und a | = —ay  fiir

die Eintridge der Matrix A. Nach Lemma 2.8 ist dies nun wiederum &dquivalent zur Existenz einer
komplexen Zahl w € C und einer Funktion r: D — C mit

f(z)=f(z0)+w(z—2z0)+7r(z) und lim r(z) =0,
Z—20 |Z—Z0|

was nach [G2, Lemma 25.1] exakt die Bedingung (a) der komplexen Differenzierbarkeit von f in zg
ist.

Die Formel f/(zp) = %(Zo) +i % (zo) ergibt sich sofort aus dem Zusatz von Lemma 2.8. O

Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen aus Satz 2.9 geben uns also ein einfaches Kri-
terium, um zu berechnen, ob bzw. wo eine gegebene Funktion komplex differenzierbar ist:

Beispiel 2.10.
(a) Essei f: C— Cmit f(z) =z noch einmal die komplexe Konjugationsabbildung aus Beispiel
2.6 (b). Mit der Notation aus Satz 2.9 ist dann
u(x,y) =Re f(x+iy) =x und v(x,y) =Imf(x+iy) = —y.
Damit sind # und v (und damit auch f) reell differenzierbar. Die Funktionen erfiillen jedoch
nirgends die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen, denn es ist
du dv
A1 =22
ox 7 dy
in jedem Punkt von C. Nach Satz 2.9 ist f also nirgends komplex differenzierbar — was wir
bereits in Beispiel 2.6 (b) durch eine aufwendigere Rechnung gesehen hatten.

(b) Wir behaupten, dass die komplexe Exponentialfunktion f(z) = e? iiberall komplex differen-
zierbar mit Ableitung f’(z) = €7 ist. In der Tat sind die beiden Komponentenfunktionen hier
wie in Beispiel 2.4 (b)

u(x,y) =Ree" ™ =¢*.cosy und v(x,y) =Ime*" =" siny.
Natiirlich sind u und v, und damit auch f, reell differenzierbar. Aulerdem erfiillen sie die
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

@—e" cosy= 2> und 2% =e'-siny= Ju
ox y= dy ox r= dy
in jedem Punkt. Also ist f nach Satz 2.9 iiberall komplex differenzierbar mit Ableitung
d 0
f(z) M+i—v:ex~(cosy+isiny):ez.

dx | dx
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Die komplexe Ableitung erfiillt die iiblichen Rechenregeln fiir die vier Grundrechenarten sowie die
Verkettung von Funktionen:

Satz 2.11 (Rechenregeln fiir komplexe Ableitungen).

(a) Es seien D C C offen und f,g: D — C zwei Funktionen, die in einem Punkt a € D komplex
differenzierbar sind. Dann gilt:

g)(a) = (f'£&) (@)

o [+ g ist ebenfalls komplex differenzierbar in a mit (f +
o [ g ist ebenfalls komplex differenzierbar in a mit (fg) (a) = (f'g+ f¢')(a).

! / /
o Istg(a) #0, so ist {EF ebenfalls komplex differenzierbar in a mit ({g) (a) = fgg;zfg(a).
(b) Esseien f: D— Cund g: D' — C Funktionen auf offenen Teilmengen von C mit f(D) C D'.
Ferner seien f komplex differenzierbar in a und g komplex differenzierbar in f(a). Dann ist

auch go f komplex differenzierbar in a mit (go f)'(a) = g (f(a))- f'(a).

Beweis. Siehe [G2, Satz 10.8 und 10.10]; der Bewesis ist fiir C wortlich derselbe wie fiir R. [l

Beispiel 2.12. Die komplexe Sinusfunktion f(z) = sinz = %(eiZ —e7%) aus Bemerkung 1.9 (c) ist

nach Satz 2.11 wie erwartet komplex differenzierbar mit
1. . 1 . :
f1(@) = 5 (e = (=i)e™™) = (" +e ™) = cosz
i
da wir die Exponentialfunktion in Beispiel 2.10 (b) bereits als differenzierbar mit Ableitung e er-
kannt haben. Genauso folgt natiirlich auch cos’(z) = —sinz.

Aufgabe 2.13 (Ableitung der Umkehrfunktion). Es seien D C C offen und f: D — C eine holomor-
phe Funktion. Ferner sei a € D ein Punkt mit f'(a) # 0.

Zeige, dass es dann offene Umgebungen U C D von a sowie V C C von f(a) gibt, so dass die
Einschriinkung f: U — V bijektiv und ihre demzufolge existierende Umkehrfunktion f~': V — U
ebenfalls holomorph mit Ableitung (f~1)'(f(a)) = % ist.

(Hinweis: Der Satz iiber lokale Umkehrfunktionen aus den Grundlagen der Mathematik [G2, Satz
27.6] ist hier sicher niitzlich. Ihr diirft ohne Beweis verwenden, dass die Ableitung f': D — C eine
stetige Funktion ist — wir werden in Folgerung 8.1 ,,(a) = (b)* noch sehen, dass dies fiir holomorphe
Funktionen immer der Fall ist.)

Bemerkung 2.14. Mit Hilfe der Regeln von Satz 2.11 wissen wir also nun von vielen ,,Standard-
funktionen®, dass sie komplex differenzierbar sind, und konnen ihre Ableitungen ,,genau wie im
Reellen® berechnen: alle Polynome in z, die Exponential- und Winkelfunktionen, sowie gemif3 dem
Satz erlaubte Kombinationen davon. Nur die komplexe Konjugation z — Z aus Beispiel 2.6 (b) macht
Probleme und fiihrt zu nicht komplex differenzierbaren Abbildungen, wenn sie in irgendeiner Form
in der betrachteten Funktion f enthalten ist.

Diese Idee kann man in der Tat ausbauen und zu einer alternativen Methode fiir die Bestimmung
der komplexen Differenzierbarkeit machen, die oft einfacher ist als das explizite Aufspalten in Real-
und Imaginérteil mit anschlieBendem Nachpriifen der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-
gen. Der Grundgedanke dieses sogenannten Wirtinger-Kalkiils ist, die gegebene Funktion nicht in
Abhingigkeit von x und y, sondern stattdessen in Abhéngigkeit von z und 7 auszudriicken. Wenn
wir eine solche ,,Variablentransformation® durchfiihren konnten, sollte die Funktion mit obiger Idee
genau dann komplex differenzierbar sein, wenn sie nur von z und nicht von 7 abhiingt.

Natiirlich sind z und Z nicht wirklich unabhingige Variablen, denn die eine Zahl ist ja immer die
komplex konjugierte der anderen. Wenn wir aber dennoch fiir einen Moment annehmen, dass wir
eine Variablentransformation von x und y nach z und 7 machen konnten, wiirde man aufgrund der
Relationen x = %Z undy= % (siche Lemma 1.4 (a)) mit Hilfe der (zweidimensionalen) Kettenregel

[G2, Satz 25.29] fiir die Funktion
z x
() () - e
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die Formel

of af\ _(of ar\ (% % af af\ (1 3
(81 81) <8x 8y> %.\Z’ % <8x 8y> L -k

fiir ,,die Ableitungen nach z und z* erwarten. Wir benutzen diese ,,Pseudo-Rechnung® nun einfach,
um die GroBen und I 7u definieren:

Definition 2.15. Es seien D C C offen und f: D — C eine reell differenzierbare Funktion mit Kom-
ponentenfunktionen u(x,y) = Re f(x+1iy) und v(x,y) = Im f(x +1iy). Dann setzen wir wie erwartet

U M g U0
ox  dx  Ox dy  dy dy
und definieren die Wirtinger-Ableitungen von f durch

(LAY g AL (30
dz 2 \dx Oy 2z 2 \dx Oy

Das Schone an diesen Wirtinger-Ableitungen ist nun, dass sie wirklich alle Rechenregeln erfiil-
len, die man erwarten wiirde, wenn man f als Funktion von zwei unabhingigen Variablen z und Z
auffassen konnte:

Satz 2.16 (Rechenregeln fiir Wirtinger-Ableitungen). Es seien D C C offen und a € D. Ferner seien
f,g: D — C zwei reell differenzierbare Funktionen.

(a) Die Funktion f ist genau dann komplex differenzierbar in a, wenn ‘; (a) =0. In diesem Fall
ist dann f'(a) = ‘3—’;( ).

(b) Es ist gi = % =1 und gi = az =0 (d. h. ,,z und 7 verhalten sich wie unabhdngige Varia-
blen*).

(¢) Die Rechenregeln fiir Ableitungen von Summen, Differenzen, Produkten und Quotienten gel-
ten fiir die Wirtinger-Ableitungen so, als ob 7 und 7 unabhdngige Variablen wdren, d. h. es

gilt
° a(fig) :ﬂi@
Jz z z’
d d d
e
U o .92
° a(f§g> = & gng % an allen Punkten a € D mit g(a) # 0;

und analog fiir 3%

Beweis. Mit Definition 2.15 gilt am Punkt a

O (22 L (222 "
dz 2 \ox ay 2 \dx Jdy
af 1 [af .df 1 [du 8v 8v
a - s (S-S+i(G+ ) 2
und 52 =3 (aﬁ o) 2 \ax o @
Nach Satz 2.9 ist f nun genau dann in a komplex differenzierbar, wenn dort 2 o= gv und av = ‘3;‘
gelten — was nach (2) dquivalent zu 2L = 0 ist. In diesem Fall ergibt die Formel f’ = ax —|—1 5y aus

Satz 2.9 mit (1) auBerdem f’ = a—’; Dles zeigt Teil (a).

Die Aussage (b) folgt einfach durch Einsetzen von f(z) =z bzw. f(z) =Zin (1) und (2): Fiir f(z) =z
ist z. B. u(x,y) = x und v(x,y) =y, und damit nach (1)

dz 1 (du dv dv  Jdu 1

Z e (i (2 -) ) =2 (1 +14i-0)=1.

9.2 <8x+8y+1(8x ay)> 5 (1 1+i-0)

Die anderen drei Gleichungen ergeben sich genauso.
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Die Behauptungen aus (c) schlieBlich zeigt man durch einfaches Nachrechnen, indem man jeweils
auf beiden Seiten die Ausdriicke (1) bzw. (2) einsetzt und die entsprechenden Rechenregeln fiir die
Ableitungen von u und v nach x und y benutzt. O

Beispiel 2.17. Nach Satz 2.16 kénnen wir von einer Abbildung, die (durch ,,erlaubte Zusammen-
setzungen‘) als Funktion von z und Z geschrieben ist, nun einfach die komplexe Differenzierbarkeit
untersuchen bzw. im Fall der Differenzierbarkeit ihre Ableitung berechnen, indem wir z und Z formal

als unabhiéngige Variable auffassen und die Ableitungen der Funktion nach z und 7 berechnen:
(a) Von der Funktion f: C\{0} — C, f(z) = % sehen wir sofort, dass sie nirgends komplex
differenzierbar ist, denn
af 1
L —__ £
0z 27

fiir alle z € C\{0}.

(b) Polynome in z und Z sind genau dann holomorph auf ganz C, wenn in ihnen Z nicht vorkommt
(denn genau dann ist ihre Wirtinger-Ableitung nach Z identisch Null).

Aufgabe 2.18.
(a) Untersuche, ob die Funktion
1
e < fiir 0,
1) = wre#
0 firz=0
als reelle Funktion f: R — R bzw. als komplexe Funktion f: C — C stetig ist.

(b) In welchen Punkten ist die Funktion f: C — C mit f(z) = (2z+7%) - |z|*> komplex differen-
zierbar? Berechne in diesen Punkten auch die Ableitung!

Aufgabe 2.19. Essei D = {z € C:|z—al| < r} eine offene Kreisscheibe (mit Mittelpunkt a € C und
Radius r € R+ (). Man zeige fiir jede holomorphe Funktion f: D — C:

(a) Ist f’(z) = O fiir alle z € D, so ist f konstant.

(b) Ist f(D) C R, soist f konstant.

(c) Ist|f]| konstant, so ist f konstant.
Aufgabe 2.20. Konnen die folgenden Funktionen u: C — R der Realteil einer holomorphen Funk-
tion f: C — C sein? Falls ja, bestimme man alle solchen holomorphen Funktionen f.

(@) u(x+iy) = x> =)

(b) u(x+iy) =x*+y?
Aufgabe 2.21 (Winkeltreue holomorpher Funktionen). Wir betrachten eine holomorphe Funktion
f: D — C auf einer offenen Teilmenge D C C. Ferner seien / C R ein offenes Intervall mit O € / und
M, 7%t I — D zwei stetig differenzierbare Abbildungen, also Wege in D, die sich wie im folgenden

Bild dargestellt in einem Punkt ¥;(0) = %5(0) = a € D mit f'(a) # 0, ¥,(0) # 0 und %(0) # 0
schneiden.

(fom)) C

(a) Zeige, dass der Schnittwinkel ¢¢ zwischen y; und 7 in diesem Punkt dann mit dem Schnitt-
winkel zwischen den Bildkurven fo¥; und f o7}, iibereinstimmt, also dass holomorphe Funk-
tionen in diesem Sinne winkelerhaltend sind.
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(b) Fiir die Funktion f: C — C, z ~ z? berechne und skizziere man die Bilder der achsenpar-
allelen Geraden {a+ir : t € R} bzw. {ib+1¢:¢t € R} fiir a,b € R unter f, und iiberpriife
explizit, dass diese Bildkurven gemil (a) wirklich iiberall senkrecht aufeinander stehen.



