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0. Einleitung und Motivation

Die Vorlesung ,.Einfithrung in die Algebra‘“ verfolgt zwei Ziele. Einerseits wollen wir aus rein alge-
braischer Sicht das in der Vorlesung ,,Algebraische Strukturen begonnene Studium von Gruppen,
Ringen und Korpern fortsetzen. Wir werden demzufolge viele Resultate dieser vorangegangenen
Vorlesung benutzen; in diesem Skript verwende ich dazu Referenzen auf mein Skript [G]. Die Er-
gebnisse der Einfithrung in die Algebra gehodren wie die der Algebraischen Strukturen zum Werk-
zeugkasten eines jeden Algebraikers; sie werden euch spéter sicher immer wieder begegnen, wenn
ihr vertiefende Vorlesungen im Bereich der Algebra hort.

Andererseits sind diese algebraischen Strukturen urspriinglich natiirlich nicht aus purem Interesse an
abstrakter Algebra eingefiihrt worden. Sie dienten vielmehr als Hilfsmittel, um konkrete klassische
mathematische Probleme zu 16sen, die oftmals sehr anschaulich und geometrisch waren. Im Rahmen
dieser Vorlesung werden wir einige dieser klassischen Probleme untersuchen und sie dann nach und
nach mit Hilfe der Algebra 16sen. Diese anschaulichen und wichtigen Probleme, deren Losung also
das zweite Ziel der ,,Einfithrung in die Algebra* sind, konnen uns somit im Laufe der Vorlesung als
Motivation und Leitfaden dienen. Ich mochte hier einige von ihnen in diesem einfithrenden Kapitel
vorstellen.

Problem 0.1 (Fundamentalsatz der Algebra). Der wohl bekannteste und wichtigste Satz der Al-
gebra ist der sogenannte Fundamentalsatz der Algebra, dessen Aussage ihr bereits alle kennt. Er
besagt, dass jedes nicht-konstante komplexe Polynom

f=t"+a,1t" '+ +ajt+ay €Cl[

eine Nullstelle hat, also dass es ein x € C gibt mit f(x) = 0. Hat man eine solche Nullstelle, so kann
man das gegebene Polynom natiirlich ohne Rest durch ¢ — x teilen und erhilt so ein neues Polynom
vom Grad n — 1, auf das man den Fundamentalsatz erneut anwenden kann. Der Fundamentalsatz
ist also dquivalent dazu, dass sich jedes Polynom vom Grad n iiber C als Produkt von n linearen
Polynomen schreiben ldsst. Damit hat ein solches Polynom stets n Nullstellen (von denen einige
iibereinstimmen konnen).

Den Fundamentalsatz der Algebra kann man auf viele verschiedene Arten beweisen, z. B. mit Hil-
fe der Topologie oder der Funktionentheorie. Wir werden in dieser Vorlesung einen algebraischen
Beweis geben (siehe Satz 7.25).

Problem 0.2 (Auflésbarkeit von Polynomgleichungen). Wir betrachten wieder eine komplexe
polynomiale Gleichung

" ta, " dait+ag=0
mitn > 1 und g; € C. Wie wir gerade erwihnt haben, hat diese Gleichung nach dem Fundamentalsatz

der Algebra genau n Losungen (von denen einige iibereinstimmen konnen). Fiir kleines n lassen sich
diese Losungen natiirlich leicht explizit angeben: fiir » = 1 hat man einfach

= —ay,

und fiir n = 2 nach der aus der Schule bekannten Formel

Fiir hohere Grade kennt ihr vermutlich keine derartigen Losungsformeln. In der Schule begniigt
man sich z. B. fiir kubische Polynomgleichungen ja in der Regel mit der Methode, dass man eine
Nullstelle ,,rédt* — sofern dies moglich ist — und diese dann abspaltet, so dass man eine quadratische
Gleichung iibrig behilt, die man dann wieder wie oben 16sen kann.



4 Andreas Gathmann

Es gibt jedoch auch fiir n = 3 noch eine explizite Losungsformel. In der Schule betrachtet man sie in
der Regel nicht, weil sie zum einen ein bisschen zu kompliziert ist, um sie sich merken zu konnen,
und sie zum anderen erfordert, dass man dritte Wurzeln aus komplexen Zahlen ziehen kann. Es
handelt sich hierbei um die im 16. Jahrhundert gefundene Cardanische Formel

tzf/—q+ q2+p3+€/—q— a*+p°, *)
wobei 5 3
a1 —a; a aiay |
= —= d = = — — —_
wmd 4= T2

(und in (x) die ,richtigen* komplexen dritten Wurzeln gewihlt werden miissen — fiir jede der beiden
dritten Wurzeln gibt es ja drei Moglichkeiten, aber nur 3 der insgesamt 3 - 3 = 9 Kombinationsmog-
lichkeiten liefern in der Tat eine Nullstelle des Polynoms).

In der Tat gibt es auch fiir den Fall n = 4 noch eine (natiirlich noch komplizierte) Losungsformel im
obigen Stil, d. h. ein Verfahren, das aus den gegebenen Koeffizienten a; der Gleichung durch Kor-
peroperationen (Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division) und Ziehen beliebiger Wurzeln
die exakten Losungen bestimmt. Diese sogenannte Formel von Ferrari wurde ebenfalls bereits im
16. Jahrhundert gefunden.

Natiirlich haben die Mathematiker dann nach entsprechenden Formeln fiir hohere Grade gesucht —
allerdings erfolglos. Es hat sehr lange gedauert, bis Abel im 19. Jahrhundert erkannte, dass es fiir n >
5 keine derartige Losungsformel geben kann. Dieses iiberraschende Resultat benétigt zum Beweis
natiirlich ganz andere Methoden als im Fall n < 4, wo man eine konkrete Formel einfach angeben
und ihre Korrektheit nachrechnen kann. Obwohl man dies von der Problemstellung her gar nicht
vermuten wiirde, benotigt man hierzu Gruppentheorie. Wir werden in Definition 5.10 und Lemma
5.11 (a) einem Polynom f vom Grad n eine Untergruppe G der symmetrischen Gruppe S, zuordnen
und die Frage, ob sich die Nullstellen von f aus den Koeffizienten durch Korperoperationen und
Wurzelziehen bestimmen lassen, in Definition 8.6 und Folgerung 8.12 in eine gewisse Eigenschaft
der Untergruppe G libersetzen. Von dieser Eigenschaft konnen wir in Folgerung 8.10 dann zeigen,
dass sie fiir Untergruppen von S, fiir n < 4 stets erfiillt ist, fiir » > 5 jedoch nicht.

Wir sollten aber noch einmal deutlich betonen, dass dies natiirlich nicht bedeutet, dass Polynom-
gleichungen vom Grad n > 5 keine exakten Losungen besitzen — das wire ja auch ein Widerspruch
zum Fundamentalsatz. Es bedeutet nur, dass sich die exakten Losungen im Allgemeinen nicht mehr
durch Korperoperationen und fortgesetztes Wurzelziehen aus den Koeffizienten des Polynoms be-
rechnen lassen.

Problem 0.3 (Konstruktionen mit Zirkel und Lineal). Ein sehr klassisches (und zunichst geome-
trisch erscheinendes) Problem ist die Konstruktion bestimmter Objekte in der Ebene mit Zirkel und
Lineal, wie ihr sie sicher schon in der Schule durchgefiihrt habt. Dabei seien die folgenden beiden
Elementarkonstruktionen erlaubt:

e man zeichnet mit dem Lineal eine Gerade durch P und Q (wobei P und Q zwei bereits
konstruierte Punkte sind);

e man zeichnet mit dem Zirkel einen Kreis durch P mit Radius OR (wobei P, Q und R drei
bereits konstruierte Punkte sind).

Bei diesen beiden Operationen entstehende Schnittpunkte aus Geraden und Kreisen gelten dann als
konstruiert.

Ein paar Beispiele solcher moglichen Konstruktionen sind:

(a) Gegeben seien eine Gerade PQ und ein Punkt R (der auf der Geraden PQ liegen darf oder
auch nicht). Man konstruiere die Gerade durch R, die auf PQ senkrecht steht.

Lésung: Man zeichne einen Kreis um R mit Radius PR; die beiden Schnittpunkte mit der ge-
gebenen Geraden seien P und S. Mit dem gleichen Radius zeichne man nun zwei Kreise um
P und S. Die Verbindungslinie der Schnittpunkte dieser beiden Kreise ist dann die gesuchte
Gerade. Die Konstruktion ist im Bild unten links dargestellt.
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(b) Man konstruiere ein Quadrat.

Losung: Man starte mit einer beliebigen Strecke PQ. Dann konstruiere man wie in (a) die
Senkrechten zu PQ durch P und Q und trage die Strecke PQ auf diesen beiden Senkrechten
mit dem Zirkel ab. Die Konstruktion ist im Bild oben rechts dargestellt.

Es gibt aber auch einige geometrische Probleme, deren Lésung mit Zirkel und Lineal trotz jahrhun-
dertelanger Suche nicht gefunden werden konnte, und von denen man erst viel spiter mit Hilfe der
Algebra zeigen konnte, dass sie in der Tat nicht 16sbar sind:

(A) (Quadratur des Kreises) Zu einem gegebenen Kreis konstruiere man ein Quadrat mit glei-
chem Fldcheninhalt. Dies ist mit Zirkel und Lineal nicht moglich — in der Tat steht der Begriff
der ,,Quadratur des Kreises“ umgangssprachlich ja auch fiir ein unlésbares Problem. Hat der
urspriingliche Kreis den Radius a und das gesuchte Quadrat die Seitenlidnge b, so verlangen
wir offensichtlich wa? = b?, wir wollen aus einer Strecke der Linge a also eine Strecke der
Linge b = /7 a konstruieren. Wir werden dieses Problem in Beispiel 2.23 genauer untersu-
chen.

(B) (Wiirfelverdoppelung) Zu einem gegebenen Wiirfel konstruiere man einen Wiirfel doppel-
ten Volumens. (Damit ist gemeint: es sei die Seitenldnge a eines solchen Wiirfels gegeben;
man konstruiere die Seitenlinge v/2a des Wiirfels mit dem doppelten Volumen.) Auch die-
se Konstruktion ist mit Zirkel und Lineal nicht moglich, wie wir in Beispiel 2.23 beweisen
werden.

(C) (Konstruktion des regelméBigen n-Ecks) Zu gegebenem n konstruiere man ein regelma-
Biges n-Eck mit Zirkel und Lineal (wie wir es z. B. fiir n = 4 in (b) oben getan haben). Wir
werden in Folgerung 3.33 und 7.8 sehen, dass dies nur fiir bestimmte n moglich ist — z. B. ist
es fiir n = 3,4,5,6,8, 10 moglich, fiir n =7 und n = 9 jedoch nicht.

Die Galoistheorie, die zum Beweis solcher Aussagen (und auch fiir die Losung der Probleme 0.1
und 0.2) notig ist und die wir in dieser Vorlesung behandeln werden, stammt aus dem frithen 19.
Jahrhundert, ist also ebenfalls schon relativ alt. Dennoch gibt es iibrigens immer noch viele Hob-
bymathematiker, die die Galoistheorie nicht verstehen bzw. ihre Ergebnisse nicht glauben, und die
immer noch versuchen, diese Konstruktionsaufgaben zu 16sen und auf diese Art berithmt zu werden.
An vielen bekannten Universititen gibt es daher sogar Mitarbeiter, deren Aufgabe es (unter ande-
rem) ist, die dort zahlreich ankommenden Briefe solcher Hobbymathematiker mit ihren angeblichen
Losungen zu beantworten.

Aufgabe 0.4. Auf einem Blatt Papier sei ein gleichseitiges Dreieck gegeben. Konstruiert daraus ein
flaichengleiches Quadrat mit Zirkel und Lineal.

Aufgabe 0.5. In dieser Aufgabe bezeichnen ABCDE im Uhrzeigersinn die Ecken eines regelmafi-
gen Fiinfecks.
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(a) Man zeige, dass AB die Strecke AC im »goldenen Schnitt™ teilt, d. h. dass
AB AC-AB
AC  AB
gilt, und schlieBe daraus, dass AC = %(\@—f— 1)-AB.

(b) Auf einem Blatt Papier sei nur die Strecke AB gegeben. Mit Hilfe von (a) konstruiere man
daraus das gesamte Fiinfeck ABCDE mit Zirkel und Lineal.

Aufgabe 0.6. Stellt euch vor, ihr seid am Fachbereich Mathematik der TU Kaiserslautern ange-
stellt und bekommt einen Brief von einem Hobbymathematiker, der den Unmdéglichkeitsbeweis der
Wiirfelverdoppelung mit Zirkel und Lineal nicht versteht und meint, doch eine Losung gefunden zu
haben. Er schreibt:

Es sei AB die gegebene Kantenliinge des urspriinglichen Wiirfels. Konstruiere den Punkt
C so, dass ABC ein gleichseitiges Dreieck ist. Nun sei D # B der Punkt auf der Geraden
AB mit AD = AB. Vervollstindige die Strecken BD und CD zu einem Parallelogramm
BDCE. Nun zeichne eine Gerade durch C so, dass FG = AB, wobei F und G die Schnitt-
punkte dieser Geraden mit AB und BE bezeichnen. Wie man leicht nachrechnet ist dann
CG = v/2-AB die gesuchte Kantenlinge des Wiirfels mit dem doppelten Volumen.

D A B

F

C E

Was schreibt ihr ihm zuriick? Liefert seine Konstruktion iiberhaupt die richtige Losung, d. h. stimmt
es wirklich dass CG = v/2-AB? Wenn ja, widerspricht seine Konstruktion dann nicht der in Problem
0.3 (B) angegebenen Unmdoglichkeitsaussage?
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1. Korper und Korpererweiterungen

Wir beginnen nun mit dem eigentlichen Studium von Gruppen, Ringen und Kérpern. Die in der Ein-
leitung vorgestellten Probleme haben dabei zunichst einmal hauptsidchlich mit Kérpern (und dabei
insbesondere mit dem Korper der komplexen Zahlen) zu tun. Auch die geometrisch erscheinenden
Fragestellungen zu Konstruktionen mit Zirkel und Lineal aus Problem 0.3 werden wir in Satz 1.12
iiber gewisse Unterkorper von C in die Sprache der Algebra tibersetzen. Im Gegensatz zu den ,,Al-
gebraischen Strukturen®, wo wir zunichst Gruppen und spiter dann Ringe und Korper untersucht
haben, wollen wir daher hier den umgekehrten Weg gehen, zuerst Korper studieren und uns erst
spéter genauer mit Gruppen beschiftigen.

Aus den ,,Algebraischen Strukturen* wisst ihr sicher noch, was ein Korper ist: eine Menge K mit
zwei Verkniipfungen ,,+* und ,,-“, so dass (K,+) eine abelsche Gruppe (mit neutralem Element
0 =0k) ist, (K\{0}, -) ebenfalls eine abelsche Gruppe (mit neutralem Element 1 = 1) ist, und das
Distributivgesetz gilt [G, Definition 7.6 (b) und Bemerkung 7.7 (b)]. Wir wollen hier nun den in der
Praxis besonders wichtigen Fall untersuchen, dass zwei solche Koérper ineinander liegen.

Definition 1.1 (Korpererweiterungen). Sind K und L zwei Korper mit K C L, so heif3it K Teilkorper
bzw. Unterkorper von L, und L Erweiterungskorper von K. Wir schreiben dies auch als K < L
oder L/K und sagen, L/K (gesprochen: ,,L iiber K*) ist eine Kérpererweiterung. Im Fall K <Z < L
nennt man Z einen Zwischenkorper der Korpererweiterung L/K.

Beachte also, dass L/K fiir zwei Korper K und L keine mathematische Konstruktion wie etwa einen
Faktorring bezeichnet, sondern nur eine andere (und letztlich historisch bedingte) Schreibweise fiir
die Relation K C L ist.

Beispiel 1.2.
(a) Natiirlich gilt Q <R < C.
(b) Fiir jede Primzahl p wissen wir, dass Z, = Z/pZ (mit den von Z induzierten Operationen)
ein Korper mit p Elementen ist [G, Satz 7.10]. Diese Korper sind keine Teilkorper von R.

(c) Die Menge der reellen rationalen Funktionen

R(t) := {ti—> g . f.8 €R[r] mitg7éo}

ist ein Korper, der R (als konstante Funktionen) als Unterkorper enthilt. Analog kann man
Q(#) und C(¢) als die Korper rationaler oder komplexer rationaler Funktionen definieren.

Bemerkung 1.3.

(a) Ist L ein Korper und K C L eine Teilmenge von L, so ist K offensichtlich genau dann ein
Unterkorper von L, wenn gilt

e 0,1 €K,und
e fiir alle x,y € K liegen auch x +y, —x, x-y und (fiir x # 0) x~' in K (d.h. K ist
abgeschlossen beziiglich der Korperoperationen).

Dies beweist man genauso wie das Untergruppen- oder Unterringkriterium in den ,,Alge-
braischen Strukturen“ [G, Satz 3.3 und 7.23].

(b) Ist f: K — L ein beliebiger Morphismus von Korpern, so ist f bereits injektiv: ist ndmlich
x € K mit x # 0, so ist nach Definition eines Korperhomomorphismus [G, Definition 7.26

(@)].
1=f(1)=flx-x)=fx)-fx")
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und damit notwendigerweise f(x) # 0. Es folgt unmittelbar Ker f = {0}, d. h. f ist injektiv.
Wir kénnen damit K durch die Abbildung f als Unterkorper von L auffassen. Jeder Korper-
homomorphismus fiihrt also automatisch zu einer Korpererweiterung.

(c) Es seien L ein Korper sowie K; < L Unterkorper fiir alle i aus einer beliebigen Indexmenge
I. Dann ist nach (a) klar, dass auch der Durchschnitt (;c; K; wieder ein Unterkorper von L
ist — da alle K; die O und 1 enthalten sowie abgeschlossen unter den Korperoperationen sind,
gilt dies natiirlich auch fiir den Durchschnitt. (M6chte man dies formal aufschreiben, miisste
man dies analog zum Fall von Untergruppen in [G, Bemerkung 3.9 (b)] tun.)

Einen einfachen Fall hiervon erhilt man, wenn man einfach alle Unterkdrper von L mitein-
ander schneidet. Dies fiihrt zur folgenden Definition.

Definition 1.4 (Primkorper). Ist L ein Korper, so heifit der Durchschnitt
P(L):= (K
K<L

iiber alle Teilkorper von L der Primkorper von L. Nach Bemerkung 1.3 (c) gilt stets P(L) < L.

Beispiel 1.5. Wir wollen den Primkorper von L = R berechnen. Es sei dazu K < R beliebig. Nach
Definition eines Teilkorpers sind dann zundchst O und 1 in K, wegen der Abgeschlossenheit be-
ziiglich Addition und Subtraktion dann auch2=1+4+1,3=1+1+1, ... und analog alle ganzen
Zahlen, und wegen der Abgeschlossenheit beziiglich der Division schlieBlich auch alle Briiche g mit
p,q € Z, q # 0. Fiir jeden solchen Teilkorper K gilt also K D Q.

Damit muss auch der Durchschnitt P(R) aller dieser Teilkorper Q umfassen. Andererseits ist aber Q
natiirlich einer der Teilkorper von R, iiber den in der Definition von P(R) der Schnitt gebildet wird.
Also folgt auch die umgekehrte Inklusion P(R) C Q und damit schlieBlich P(R) = Q.

Genauso ergibt sich natiirlich auch fiir die komplexen Zahlen P(C) = Q. Dies ist kein Zufall — es
gibt nur sehr wenige verschiedene Moglichkeiten fiir Primkorper, wie wir gleich in Aufgabe 1.11
sehen werden. Fiir dieses Resultat benotigen wir noch den Begriff der Charakteristik eines Korpers,
der die wohl wichtigste Eigenschaft eines Korpers beschreibt.

Definition 1.6 (Charakteristik eines Korpers). Es sei K ein Korper. Fiir n € Z setzen wir wie iiblich
n-lg:=1g+---+1g €K
————
n-mal

(wobei dieser Ausdruck fiir n < 0 natiirlich als (—n)-fache Aufsummierung von —1x zu verstehen
ist). Gibt es ein n > 0, so dass n- 1x = O ist, so heifit das kleinste solche n die Charakteristik
charK von K. Andernfalls setzt man charK := 0.
Beispiel 1.7.

(a) Natiirlich ist charQ = charR = charC = 0 und charZ, = p fiir alle Primzahlen p.

(b) Ist L/K eine Korpererweiterung, so gilt stets charK = charL (da 1x = 1, und O = O, ist

und somit n - 1x = Og genau dann in K gilt wenn - 1; = 0y in L ist).

Bemerkung 1.8. Mochte man Definition 1.6 ,,algebraisch eleganter* ausdriicken, so konnte man
dies auch so formulieren: man betrachtet den Ringhomomorphismus Z — K, n+— n - 1. Der Kern
dieses Morphismus ist ein Ideal von Z [G, Lemma 8.4] und damit von der Form (m) fiir ein eindeutig
bestimmtes m € N [G, Beispiel 8.3 (a)]. Diese Zahl m heifit dann die Charakteristik von K. Beachte,
dass diese alternative Definition gleichermalien in den Fillen m > 0 und m = 0 funktioniert.

Lemma 1.9. Ist die Charakteristik eines Korpers ungleich Null, so ist sie eine Primzahl.

Beweis. Angenommen, K wire ein Korper mit charK =n = p- ¢, wobei 1 < p,q < n. Dann wire

Ok =1lg+-+1lg=(g+--+1g) - (lg+---+ Lg).

n-mal p-mal g-mal
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Da Korper aber keine Nullteiler auler der O besitzen [G, Lemma 7.8 (c)], folgt daraus bereits p -
1x = 0k oder g - 1x = Og — im Widerspruch dazu, dass n die kleinste positive Zahl mit n- 1x = Og
sein soll. Also kann es keine Darstellung n = p - ¢ wie oben geben, d. h. n ist eine Primzahl. O

Bemerkung 1.10. Ob man hauptsidchlich Korper der Charakteristik Null oder solche positiver Cha-
rakteristik betrachtet, hingt sehr vom jeweiligen Anwendungsgebiet der Algebra ab. So werden wir
fiir die in der Einleitung genannten Probleme hauptséchlich Unterkorper von C, also solche mit Cha-
rakteristik Null benotigen, wihrend z. B. in der Gruppentheorie oder Zahlentheorie die Korper mit
positiver Charakteristik eine weit grolere Rolle spielen. Es ist eine besondere Stirke der Algebra,
dass sie in weiten Teilen beide Fille mit derselben Theorie behandeln kann, obwohl sich Korper mit
positiver Charakteristik in der Praxis sehr deutlich von denen mit Charakteristik Null unterscheiden.

Der Zusammenhang zwischen der Charakteristik eines Korpers und seinem Primkorper ist sehr ein-
fach, wie die folgende Aufgabe zeigt.

Aufgabe 1.11. Es sei K ein Korper. Man zeige:

(a) Ist charK = 0, so ist P(K) isomorph zu Q. Jeder Korper der Charakteristik 0 ist also ein
Erweiterungskorper von Q.

(b) Ist charK = p > 0, so ist P(K) isomorph zu Z,. Jeder Korper der Charakteristik p > 0 ist
also ein Erweiterungskorper von Z,.

(Hinweis: Untersuche den bereits in Bemerkung 1.8 erwahnten Ringhomomorphismus Z — K, n —
n- 11{,)

Als Anwendung der gerade eingefiihrten Begriffe wollen wir nun sehen, wie sich die Probleme
der Auflosbarkeit von Polynomgleichungen und der Konstruktionen mit Zirkel und Lineal aus der
Einleitung in die Sprache der Korpererweiterungen tibersetzen lassen. Bei den Konstruktionen mit
Zirkel und Lineal miissen wir dabei zunédchst einmal sehen, wie diese iiberhaupt mit Korpern zusam-
menhingen. Die Grundidee hierfiir ist, die Zeichenebene mit der Ebene der komplexen Zahlen C zu
identifizieren. Wir starten nun mit einer Menge M C C von urspriinglich gegebenen Punkten. Diese
Menge wird in der Regel recht klein sein, muss aber natiirlich mindestens zwei Punkte enthalten, da
sonst iiberhaupt keine Elementarkonstruktionen wie in Problem 0.3 ausfiihrbar sind (sowohl um eine
Gerade als auch um einen Kreis zu zeichnen braucht man ja mindestens zwei Punkte). Wir konnen
die komplexe Ebene daher so mit der Zeichenebene identifizieren, dass die Punkte 0 € Cund 1 € C
in M liegen. Der entscheidende Punkt ist nun, dass die Menge aller aus M konstruierbaren Punkte
ein Unterkorper von C ist.

Satz 1.12. Es sei M C C mit 0,1 € M gegeben. Weiterhin bezeichne M C C die Menge aller aus M
mit Zirkel und Lineal konstruierbaren Punkte der Ebene. Dann gilt:

(a) M ist ein Korper mit Q < M<C.
(b) Ist z € M, so liegt auch die zu z konjugiert komplexe Zahl 7 in M.
(c) Istz € M, so liegen auch die beiden komplexen Quadratwurzeln +/zin M.

Beweis. Da 0 und 1 nach Voraussetzung in M liegen, miissen wir nach Bemerkung 1.3 (a) nur
zeigen, dass M abgeschlossen unter den Korperoperationen, der komplexen Konjugation und dem
Ziehen von Quadratwurzeln ist, d. h. dass sich diese algebraischen Operationen mit Zirkel und Lineal
durchfiihren lassen (dass M, wie in (a) zusitzlich noch behauptet, ein Erweiterungskorper von Q ist,
folgt aus Aufgabe 1.11 (a)). Wir zeigen diese Abgeschlossenheit exemplarisch fiir die Addition, die
Multiplikation und das Wurzelziehen, da die anderen Fille analog (bzw. einfacher) sind.

e Addition: Es seien z1,z2 € M, also konstruierbar. Der Punkt z; + z» ist offensichtlich der,
der die drei Punkte 0, z; und z; zu einem Parallelogramm vervollstidndigt. Diesen kann man
konstruieren, indem man einen Kreis um z; mit Radius |z2| (also dem Abstand von 0 nach
7») und einen um z; mit Radius |z;| (also dem Abstand von O nach z;) zeichnet: der Punkt
71 + 22 ist dann einer der beiden Schnittpunkte dieser Kreise. Also ist auch z; +z5 € M.

01
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\,

2® 1+ 22

-

-~ -

-

oe .Zl

e Maultiplikation: Es seien wieder z1,z5 € M Konstruierbar; wir miissen zeigen, dass auch z;z,
konstruierbar ist. Dazu stellen wir diese beiden Zahlen in Polarkoordinaten z; = r; ¢'® und
2 = r2€'® dar. Wegen z12o = r1r, ¢/ (®?17%2) miissen wir also mit Zirkel und Lineal die Be-
triage der beiden Zahlen multiplizieren und die Winkel addieren konnen. Um die Betrige zu
multiplizieren (siehe das Bild unten links), zeichnen wir in den Punkten 1 und r; zur reel-
len Achse senkrechte Geraden wie in Problem 0.3 (a). Auf der ersten Senkrechten tragen
wir dann nach oben die Linge r, ab (d. h. wir konstruieren den Punkt 1 4 ir;). Die Gerade
durch O und 1 + ir, schneidet die zweite Senkrechte dann nach dem Strahlensatz im Punkt
r1 +irirp, d. h. in einem Punkt, der von r die Linge r 7, hat.

Um die Winkel zu addieren (siche das Bild oben rechts), zeichnen wir einfach einen Kreis
mit Radius 1 um den Nullpunkt und einen mit Radius |¢/?" — 1| (also dem Abstand der
bereits konstruierten Punkte 1 und ¢/ ) um e/%2; einer der Schnittpunkte dieser beiden Kreise
definiert dann den Punkt ¢i(#1 *"’2), also die addierten Winkel.

e Quadratwurzeln: Wir arbeiten wieder mit Polarkoordinaten und suchen also zu z = re'? die
Zahl \/?ei% , d. h. wir miissen die Wurzel aus r sowie zu ¢ den halben Winkel % konstruieren.
Fiir die Wurzel aus r zeichnet man wie im Bild unten links einen Kreis mit Durchmesser
r+1von —1 € C nach r € C; es sei P dann der Schnittpunkt dieses Kreises mit der positiven
imaginédren Achse. Nach bekannter Schulgeometrie ist das Dreieck mit den Eckpunkten P,
—1 und r dann rechtwinklig, so dass aus dem Hohensatz folgt, dass die Strecke von 0 nach
P gleich der Wurzel aus dem Produkt der Streckenldngen von —1 nach 0 und von 0 nach r,
also gleich /7 ist.

—1

Fiir die Winkelhalbierung zeichne man einfach wie im Bild oben rechts zwei Kreise mit
Radius 1 und Mittelpunkten 1 sowie €'?; ist dann Q ein Schnittpunkt dieser beiden Kreise,
so halbiert die Strecke von 0 nach Q offensichtlich den Winkel ¢. g

Wir haben die geometrische Frage der Konstruierbarkeit gewisser Punkte der Ebene damit also auf
die algebraische Frage zuriickgefiihrt, ob diese Punkte — aufgefasst als komplexe Zahlen — in be-
stimmten Erweiterungskorpern von Q bzw. Unterkorpern von C liegen. Daher sollten wir als Néchs-
tes nun sehen, wie wir solche Korper zwischen @Q und C algebraisch am besten beschreiben kdnnen.
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Die grundlegende Idee hierfiir kennt ihr in anderen Fillen bereits aus den ,,Algebraischen Struktu-
ren: um Untergruppen einer gegebenen Gruppe G zu konstruieren, kann man eine beliebige Teil-
menge M C G wihlen und die davon erzeugte Untergruppe (M) betrachten. Formal kann man (M)
als den Durchschnitt aller Untergruppen U mit U D M definieren; anschaulich ist es einfach die
kleinste Untergruppe von G, die M enthilt [G, Definition 3.11 und Lemma 3.12]. Analog gibt es in
Ringen das von einer Teilmenge erzeugte Ideal, also das kleinste Ideal, das diese gegebene Menge
enthélt [G, Definition 8.5 und Lemma 8.6].

Ganz genauso konnen wir nun Korper konstruieren, die zwischen zwei gegebenen Kérpern K und L
(oben also zwischen Q und C) liegen:

Definition 1.13 (Korperadjunktion, einfache Korpererweiterungen). Es seien K < L Korper und
M C L eine beliebige Menge. Dann ist

KM):= () z,
K<Z<L
ZoM
also der Durchschnitt aller Unterkorper von L, die sowohl K als auch die Menge M enthalten, nach
Beispiel 1.3 (c) ein Korper mit K < K(M) < L. Anschaulich ist K(M) der kleinste Unterkdrper von
L, der K und M enthilt. Man kann K (M) daher als den von M iiber K erzeugten Korper bezeichnen.
Aus historischen Griinden ist jedoch die Sprechweise iiblicher, dass K(M) aus K durch Adjunktion
der Elemente von M entsteht; man spricht K (M) daher oft als ,,K adjungiert M*.

Ist M = {ay,...,a,} eine endliche Menge, so schreibt man statt K({ay,...,a,}) aus Bequemlichkeit
in der Regel K(ay,...,a,). Besteht M sogar nur aus einem Element a, so nennt man K(a)/K eine
einfache Korpererweiterung.

Bemerkung 1.14 (Explizite Formel fiir Korperadjunktionen). Analog zu [G, Aufgabe 3.15 und
Definition 8.5] im Fall von Untergruppen bzw. Idealen kann man auch im Fall von Kérpern eine ex-
plizite Formel fiir K(M) hinschreiben. Betrachten wir der Einfachheit halber zunichst eine einfache
Korpererweiterung, also K (a) fiir ein a € L mit K < L, so gilt

K(a) = {chg‘l; © f.g € K[r] mit g(a) # o}.

Denn einerseits muss jeder Korper, der sowohl K als auch a enthilt, wegen der Abgeschlossenheit
beziiglich der Korperoperationen alle Ausdriicke der Form % mit f, g € K[t] und g(a) # 0 enthal-
ten; andererseits ist die rechte Seite der obigen Gleichung aber offensichtlich schon ein Korper, da

sie selbst abgeschlossen unter den Korperoperationen ist. Damit ist dies also in der Tat der kleinste
Korper, der K und a enthilt, d. h. es ist genau K (a).

Beachte, dass die Notation hier konsistent ist mit der Bezeichnung R(7) fiir den Korper der rationalen
Funktionen iiber R aus Beispiel 1.2 (c): dieser wird in der Tat tiber R von der Identitit t — ¢ erzeugt.

Adjungiert man zu K eine beliebige Menge M, so erhilt man mit der gleichen Begriindung wie oben
die Aussage, dass K(M) die Menge aller Quotienten von Polynomen (in mehreren Variablen) ist, die
Koeffizienten in K haben und fiir deren Variablen man Werte aus M eingesetzt hat.

Beispiel 1.15. Wenn wir die einfache Korpererweiterung Q(\ﬁ) iiber Q betrachten, so konnen
wir deren Elemente nach Bemerkung 1.14 als die Menge aller Briiche von Polynomen in /2 mit
rationalen Koeffizienten schreiben. Es gibt fiir diesen Korper aber eine viel einfachere Darstellung:
wir behaupten, dass

Q(V2) = {a+bV2: a,beQ}

gilt. Um dies zu zeigen, bemerken wir zunichst, dass jeder Korper, der Q und /2 enthilt, wegen
der Abgeschlossenheit offensichtlich auch die rechte Seite der obigen Gleichung enthalten muss.
Analog zur Begriindung in Bemerkung 1.14 reicht es also zu zeigen, dass die rechte Seite bereits
ein Korper, also abgeschlossen unter den Korperoperationen, ist. Die Abgeschlossenheit beziiglich
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Addition und Subtraktion ist hierbei trivial, die beziiglich Multiplikation und Division ergibt sich
aus den elementaren Rechnungen

(a+bV2)(c+dV2) = (ac+2bd)+ (ad + bc) V2
€Q €Q

1 _ a—bv?2 _ a b NG
- — T 222 22
a+bv2  (a+bV2)(a—bV2) a a
cQ cQ
fiir alle a,b,c,d € Q. Wir werden in Lemma 2.10 und Satz 2.14 (b) noch genauer sehen, wie man
Korpererweiterungen oft auf viel einfachere Art als in Bemerkung 1.14 explizit beschreiben kann.

und

Aufgabe 1.16. Es seien L/K eine Korpererweiterung und M;, M, Teilmengen von L. Zeige, dass
(K(M))(M2) = (K(M2))(M)) = K(M, UM,) gilt, d.h. dass es bei der Adjunktion von Mengen
nicht auf die Reihenfolge ankommt.

Aufgabe 1.17. Zeige, dass Q(v/2,v/3) = Q(v/2 ++/3) gilt. Gilt auch Q(v/2,v/3) = Q(v/2-/3)?

(Eine Verallgemeinerung dieser Aussage werden wir spiter in Satz 4.28 beweisen.)

Nachdem wir nun also wissen, wie wir Korpererweiterungen prinzipiell algebraisch beschreiben
konnen, wollen wir jetzt sehen, welche Eigenschaften diese Korpererweiterungen fiir unsere kon-
kreten Probleme aus der Einleitung haben miissen. Betrachten wir dazu zunéchst einmal die Frage
der Auflosbarkeit von Polynomgleichungen aus Problem 0.2. Wenn wir die Moglichkeit des Wur-
zelziehens fiir einen Moment vernachlédssigen und uns fragen wiirden, ob wir die Nullstellen eines
Polynoms f = t" 4 a,_1t"~! +--- 4 ay nur mit Hilfe der Korperoperationen aus den Koeffizienten
von f bestimmen konnen, so konnten wir dies jetzt bereits algebraisch formulieren: dies wire genau
dann der Fall, wenn alle Nullstellen von f in Q(ao,...,a,—1) liegen — denn dies ist nach Definition
1.13 ja gerade der Korper aller Zahlen, die man aus den Koeffizienten des Polynoms (und unter
Verwendung der rationalen Zahlen, die man nach Aufgabe 1.11 (a) immer mit dabei hat) mit den
Korperoperationen erzeugen kann.

Wollen wir nun noch zusitzlich Wurzelziehen erlauben, so miissen wir statt Q(ao, ... ,a,—1) einfach
eine geeignete Korpererweiterung betrachten, in der solche Wurzeln auch vorhanden sind:

Definition 1.18 (Radikalerweiterungen). Es sei L/K eine Korpererweiterung.

(a) Ist L= K(a) fiir ein a € L, also L/K = K(a) /K eine einfache Korpererweiterung, so heiBt
K(a)/K eine einfache Radikalerweiterung, falls es ein n € N gibt mit ¢" € K. Man
spricht in diesem Fall auch von einer einfachen n-Radikalerweiterung und kann sich dies
so vorstellen, dass K (a) aus K durch Adjunktion einer n-ten Wurzel entsteht.

(b) Ist L/K beliebig, so nennt man L/K eine Radikalerweiterung, falls es eine endliche Kette
von Korpern
K=Ky<Ki <---<Kn=L
gibt, so dass jedes K;/K;_; fiiri = 1,...,m eine einfache Radikalerweiterung ist (d. h. wenn
L aus K durch fortgesetzte Adjunktion von Wurzeln entsteht). Ist jede dieser Korpererwei-
terungen eine einfache n-Radikalerweiterung (fiir dasselbe n), so nennt man L/K auch eine
n-Radikalerweiterung.

Beispiel 1.19.

(a) Die Korpererweiterung Q(v/2)/Q aus Beispiel 1.15 ist offensichtlich eine einfache 2-
Radikalerweiterung, denn (v/2)? =2 € Q.

(b) Q(v2, V1+ v/2)/Q ist eine Radikalerweiterung, denn in der Kette
Q=Q(2) <Q(V2,1/1+V2)

ist jeder Schritt eine einfache Radikalerweiterung (im zweiten Schritt wird die dritte Wurzel
des Elements 1 + /2 € Q(v/2) adjungiert).
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Mit dieser Definition kdnnen wir nun unser Problem der Auflosbarkeit von Polynomgleichungen
exakt formulieren:

Definition 1.20. Ein komplexes Polynom f =t"+a, 1"~ ! +---+ajt +ag € C[t] heiBt auflosbar,
wenn es eine Radikalerweiterung von Q(ao,...,a,—1) gibt, die alle Nullstellen von f enthilt (al-
so ,,wenn sich alle Nullstellen von f aus den Koeffizienten mit Hilfe der Korperoperationen und
komplexem Wurzelziehen exakt berechnen lassen®).

Beispiel 1.21. Jedes komplexe Polynom f = t> + a;t 4+ ag vom Grad 2 ist auflosbar, denn seine

dz . . . . . . a2
Nullstellen 7“7‘ +1/ 4 —ap liegen offensichtlich in der Radikalerweiterung Q (ao,m A/ 7‘ — ao)

von Q(ap,a;). Genauso zeigt die Cardanische Formel aus Problem 0.2, dass jedes Polynom vom
Grad 3 auflosbar ist. Wie bereits angekiindigt werden wir in Aufgabe 8.14 jedoch sehen, dass es
auch Polynome gibt, die nicht auflosbar sind.

Nach der Auflosbarkeit von Polynomgleichungen wollen wir nun zum Schluss dieses Kapitels auch
die Konstruktionsprobleme mit Zirkel und Lineal aus Problem 0.3 in die Sprache der Algebra iiber-
setzen. Das wesentliche Ergebnis hierfiir ist natiirlich Satz 1.12, der im Prinzip besagt, dass man Kor-
peroperationen und Quadratwurzelziehen in der komplexen Ebene geometrisch durchfiithren kann.
Die Fragestellung ist hier also sehr dhnlich zur Auflosbarkeit von Polynomgleichungen, nur dass
wir in diesem Fall lediglich Quadratwurzeln und nicht beliebige Wurzeln zulassen. Dies fiihrt zu
folgendem Satz, der der Definition 1.20 eines auflosbaren Polynoms sehr dhnlich sieht.

Satz 1.22. Es sei M C C mit 0,1 € M gegeben. Ein Punkt z € C ist genau dann aus M mit Zirkel und
Lineal konstruierbar, wenn z in einer 2-Radikalerweiterung von Q(M UM) liegt. (Hierbei bezeichnet
M die Menge aller komplex konjugierten Zahlen zu Elementen aus M.)

Beweis.
=

113

ist genau Satz 1.12: Zahlen in einer 2-Radikalerweiterung von Q(M UM) sind nach De-
finition 1.18 genau diejenigen, die sich aus M mit Hilfe der Korperoperationen, komplexer
Konjugation und Ziehen von Quadratwurzeln erzeugen lassen — und solche Punkte sind nach
Satz 1.12 alle mit Zirkel und Lineal konstruierbar.

Es sei z € M mit Zirkel und Lineal konstruierbar. Wir miissen zeigen, dass sich z aus den
Punkten von M mit Hilfe der Korperoperationen, der komplexen Konjugation und komplexer
Quadratwurzeln ergibt.

Neue Punkte entstehen bei Elementarkonstruktionen nur dadurch, dass man Schnittpunkte
von bereits konstruierten Geraden und/oder Kreisen bestimmt. Geraden und Kreise durch
schon konstruierte Punkte werden aber beschrieben durch lineare bzw. quadratische Glei-
chungen in z und Z, deren Koeffizienten bereits konstruierte Zahlen sind. Die in einer Ele-
mentarkonstruktion neu konstruierten Punkte entstehen also stets als Losungen linearer oder
quadratischer Gleichungen mit bereits konstruierten Koeffizienten. Lineare und quadratische
Gleichungen lassen sich aber bekanntlich mit Hilfe der Korperoperationen und evtl. Ziehen
von Quadratwurzeln 16sen. O

Beispiel 1.23 (Konstruktionen mit Zirkel und Lineal, algebraische Fassung). Mit Satz 1.22 konnen
wir die Aufgaben aus Problem 0.3 nun algebraisch formulieren:

(A) (Quadratur des Kreises) In der Ebene sei ein Kreis, 0. B. d. A. der Einheitskreis gegeben (der
durch den Mittelpunkt O und den Punkt 1 auf dem Rand definiert wird). Da dieser Kreis den
Flicheninhalt 7 besitzt, suchen wir also nach einem Quadrat mit Seitenlinge /7, d. h. wir
wollen den Punkt /7 konstruieren. Nach Satz 1.22 ist die Quadratur des Kreises also genau
dann mdglich, wenn /7 in einer 2-Radikalerweiterung von Q(0, 1) = Q liegt. Offensichtlich
ist dies auch dquivalent dazu, dass 7 in einer 2-Radikalerweiterung von Q liegt, da man /7
ja aus 7 durch Ziehen einer weiteren Quadratwurzel erhilt.

(B) (Wiirfelverdoppelung) Da wir zur Seitenlinge 1 eines Wiirfels die Seitenlinge v/2 eines
Wiirfels mit dem doppelten Volumen konstruieren wollen, ist diese Konstruktion analog zu
(A) genau dann méglich, wenn /2 in einer 2-Radikalerweiterung von Q liegt.
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(C) (Konstruktion des regelméBigen n-Ecks) Gegeben sei der Mittel-
punkt und einer der Eckpunkte des n-Ecks, 0. B.d. A. wieder 0
bzw. 1. Offensichtlich geniigt es, den ersten weiteren Eckpunkt
e% des n-Ecks zu konstruieren, da alle weiteren Eckpunkte dann
natiirlich rekursiv genauso aus dem jeweils vorhergehenden kon-
struiert werden konnen. Also ist die Konstruktion des n-Ecks ge-
nau dann moglich, wenn e% in einer 2-Radikalerweiterung von

Q liegt.

Wie schon angekiindigt miissen wir also genau wie im Fall der Auflosbarkeit von Polynomgleichun-
gen entscheiden, ob bestimmte Zahlen in gewissen Radikalerweiterungen enthalten sein konnen oder
nicht. Der wesentliche Unterschied besteht darin, dass wir hier nach einer 2-Radikalerweiterung und
nicht nach einer allgemeinen Radikalerweiterung fragen — weil wir beim Auflésen von Gleichungen
beliebige Wurzeln zulassen wollen, wihrend man mit Zirkel und Lineal nur Quadratwurzeln ziehen
kann.

Bemerkung 1.24. Ist M C C eine Menge mit 0,1 € M, so ergibt sich aus Satz 1.12, dass in jedem Fall
alle Punkte der Form x + iy mit x,y € Q zu M gehéren, also konstruierbar sind. Die konstruierbaren
Punkte liegen damit ,,dicht in der Zeichenebene, d. h. jeder beliebige Punkt der Ebene ldsst sich
zumindest beliebig genau mit Zirkel und Lineal approximieren.
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2. Der Grad von Korpererweiterungen

Wenn wir untersuchen wollen, ob eine gegebene Konstruktion in der Ebene mit Zirkel und Lineal
durchfiihrbar ist, haben wir im vorigen Kapitel gesehen, dass wir dazu herausfinden miissen, ob eine
bestimmte komplexe Zahl in einer 2-Radikalerweiterung eines gegebenen Korpers liegt oder nicht.

Wie ihr euch vielleicht schon denken konnt, ist dies aber zundchst einmal nicht so einfach herauszu-
finden, da wir in der Regel ja nicht wissen konnen, wie diese 2-Radikalerweiterung genau aussieht.
In diesem Kapitel wollen wir daher ein notwendiges Kriterium fiir die Existenz einer solchen Erwei-
terung (und damit fiir die Durchfiihrbarkeit der Konstruktion) angeben, das sich wesentlich einfacher
nachpriifen 14sst. Das wesentliche Konzept hierfiir ist das des Grades einer Korpererweiterung bzw.
von Elementen einer Korpererweiterung. Um dies einzufiihren, miissen wir untersuchen, ob die Ele-
mente einer Korpererweiterung L/K Nullstellen von Polynomen iiber K sind, und wenn ja, welchen
Grad diese Polynome haben.

Definition 2.1 (Algebraische und transzendente Elemente). Es sei L/K eine Korpererweiterung.

(a) Ein Element a € L heifit algebraisch iiber K, wenn es ein Polynom f € K[t] gibt mit f # 0
und f(a) = 0. Andernfalls heifit a transzendent iiber K.

(b) Die Korpererweiterung L/K heifit algebraisch, wenn jedes a € L algebraisch iiber K ist. An-
dernfalls (also wenn es ein iiber K transzendentes Element in L gibt) heift L/K transzendent.

Beispiel 2.2.

(a) Diereelle Zahl /2 ist offensichtlich algebraisch iiber @, denn sie ist Nullstelle des rationalen
Polynoms 12 — 2.

(b) Betrachten wir die Korpererweiterung R(z)/R aus Beispiel 1.2 (c), so ist das Element ¢ €
R(r) transzendent iiber R, denn fiir Koeffizienten ay, ..., a, € R, die nicht alle Null sind, ist
ant" 4 -+ -+ ajt + ap niemals 0 in R(7) (d. h. nie die Nullfunktion).

(c) Ein einfaches Abzihlargument ergibt, dass es sehr viele transzendente Zahlen in R/Q gibt:
die Menge Q der rationalen Zahlen ist bekanntlich abzéhlbar. Ein Polynom in Q[¢] vom Grad
kleiner als n ist eindeutig durch seine n Koeffizienten in Q bestimmt; also ist die Menge al-
ler solcher Polynome bijektiv zu Q" und damit auch abzdhlbar. Da jedes solche Polynom
(das nicht das Nullpolynom ist) nur endlich viele Nullstellen hat, ist die Menge aller Null-
stellen von Polynomen vom Grad kleiner als n ebenfalls abzdhlbar fiir alle n. Nimmt man
nun die Vereinigung dieser Nullstellenmengen fiir alle n € N, so erhdlt man die Menge al-
ler algebraischen Zahlen und sieht, dass sie als abzidhlbare Vereinigung abzidhlbarer Mengen
ebenfalls abzédhlbar sein muss. Die Menge der reellen Zahlen ist aber bekanntlich nicht ab-
zéhlbar. Also gibt es transzendente Zahlen in R/Q — in der Tat sind ,,die meisten Zahlen in
R transzendent iiber Q.

Trotz dieser Aussage ist es allerdings erstaunlich schwierig, von einer konkreten reellen Zahl
nachzuweisen, dass sie transzendent iiber Q ist. Lindemann hat Ende des 19. Jahrhunderts
bewiesen, dass 7 und e transzendent iiber Q sind; der Beweis hierfiir ist jedoch sehr lang
und technisch und benutzt Methoden, die wir erst entwickeln miissten und die wir danach
fiir nichts anderes mehr verwenden konnten. Ich mochte ihn euch und mir daher ersparen.
Wir werden die Transzendenz von e in dieser Vorlesung auch nicht benotigen, die von 7 tritt
lediglich im Beweis der Unmoglichkeit der Quadratur des Kreises in Beispiel 2.23 auf.

Bemerkung 2.3. Es sei L/K eine Korpererweiterung und a € L algebraisch iiber K. Dann gibt es
unter allen Polynomen in K¢}, die a als Nullstelle haben, stets ein eindeutiges normiertes Polynom
(d. h. der Leitkoeffizient ist 1) mit minimalem Grad. Wiaren néamlich f und g zwei verschiedene
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normierte Polynome minimalen Grades mit Nullstelle a, so wire f — g ein nicht verschwindendes
Polynom kleineren Grades in K[¢], das ebenfalls a als Nullstelle hitte (und das man natiirlich auch
normieren kann). Wir konnen also definieren:

Definition 2.4 (Minimalpolynom und Grad). Es seien L/K eine Korpererweiterung und a € L.

(a) Ista algebraisch iiber K, so heiflit das (nach Bemerkung 2.3 eindeutig bestimmte) normierte
Polynom tiber K minimalen Grades mit Nullstelle a das Minimalpolynom von a. Wir be-
zeichnen es mit my x € K [t], bzw. einfach mit m,, wenn aus dem Zusammenhang klar ist,
welcher Grundkorper gemeint ist. Sein Grad wird auch der Grad von a iiber K genannt und
als [a : K] geschrieben.

(b) Ist a transzendent iiber K, so setzen wir formal [a : K] = eo.

Bemerkung 2.5 (Alternative Beschreibung des Minimalpolynoms). Wie in Definition 2.4 seien L/K
eine Korpererweiterung und a € L. Wir betrachten die Menge

I={feKlt]: f(a)=0} CKI]

aller Polynome iiber K, die a als Nullstelle haben. Man priift sofort nach, dass I ein Ideal ist. In der
Tat behaupten wir, dass

I=(my,) (%)
gilt, also dass I von m, erzeugt wird. Den Beweis dieser Aussage kennt ihr bereits aus den ,,Alge-
braischen Strukturen®: Dort haben wir nimlich gezeigt, dass man ein Ideal I in einem Hauptidealring
stets als das Hauptideal schreiben kann, das von einem Element in /\ {0} mit minimaler euklidischer
Funktion erzeugt wird [G, Satz 10.22]. Wir konnen den Beweis aber auch hier schnell noch einmal
geben:

, D Dies ist klar, denn (jedes Vielfache von) m, hat natiirlich a als Nullstelle.

,C“ Es sei f € K[t] mit f(a) = 0. Division von f mit Rest durch m, liefert f = gm, + r fiir
Polynome ¢, r € K[t] mit degr < degm,. Setzen wir hier den Wert a ein, so erhalten wir
fla) = g(a)mg(a) + r(a), wegen f(a) = mg(a) =0 also r(a) = 0. Damit ist r ein Polynom
mit Nullstelle @ und kleinerem Grad als m, — was nach Definition des Minimalpolynoms nur
moglich ist, wenn r = 0 das Nullpolynom ist. Dann ist aber f = gm, € (m,).

Dies zeigt die Gleichung (*). Beachte, dass man diese Gleichung auch verwenden konnte, um das
Minimalpolynom auf eine andere Art zu definieren: als den (eindeutig bestimmten) normierten Er-
zeuger des Hauptideals aller Polynome iiber K mit Nullstelle a.

In Worten besagt die Gleichung (x) einfach, dass jedes Polynom iiber K mit Nullstelle a ein Viel-
faches von m,, ist, bzw. dass m, jedes solche Polynom teilt. Dies werden wir spdter noch hdufiger
benotigen.

Minimalpolynome algebraischer Elemente werden im Folgenden eine grofle Rolle spielen. Wir wol-
len uns daher als Erstes fragen, wie man sie in der Praxis berechnen kann. Natiirlich wird man dazu
zunéchst nach einem Polynom mit der gewiinschten Nullstelle suchen und dieses dann normieren.
Dies ist in der Regel nicht kompliziert. Es ist aber oft nur schwer zu entscheiden, ob es sich da-
bei auch um das Polynom kleinsten Grades mit dieser Nullstelle handelt, also ob man wirklich das
Minimalpolynom gefunden hat. Um das zu entscheiden, ist das folgende Kriterium sehr niitzlich.

Lemma 2.6 (,,Minimalpolynom=irreduzibel“). Es seien L/K eine Kirpererweiterung, a € L, und
f € K[t] ein normiertes Polynom mit f(a) = 0. Dann gilt

f=myg << fistirreduzibel in K[t].
Beweis. Beide Richtungen dieser Aquivalenz sind einfach zu zeigen:

»=* Angenommen, f = m, wire reduzibel, d. h. m, = g- h fiir gewisse Polynome g,/ € K[t] mit
degg,degh < degm,. Einsetzen von a liefert g(a)h(a) = m,(a) = 0. Da ein Korper keine
Nullteiler hat, muss also g(a) = 0 oder i(a) = 0 sein. Damit hitten wir in jedem Fall ein
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nicht-konstantes Polynom mit Nullstelle a, dessen Grad kleiner als der des Minimalpoly-
noms ist — was ein Widerspruch ist.

»<=* Es sei f irreduzibel und normiert mit f(a) = 0. Nach Bemerkung 2.5 ist f dann ein Viel-
faches des Minimalpolynoms, also f = g-m, fiir ein g € K[t]. Da f aber irreduzibel ist,
kann g nur eine Einheit in K[z], also eine Konstante sein. Weil dariiber hinaus sowohl f als
auch m, normiert sind, ist diese Konstante sogar gleich 1, und wir erhalten wie gewiinscht
f=mg. O

Wenn wir dieses Lemma nun benutzen wollen, um Minimalpolynome zu bestimmen, bendtigen wir
natiirlich noch gute Moglichkeiten, wie man einem Polynom ansehen kann, ob es irreduzibel ist
oder nicht. Wir begniigen uns hier fiir den Moment mit dem folgenden einfachen Kriterium, das ihr
vermutlich bereits aus den ,,Algebraischen Strukturen* kennt — bessere Kriterien werden wir spéter
noch in Kapitel 3 kennen lernen.

Aufgabe 2.7.

(a) Es sei K ein Korper. Zeige, dass ein Polynom f € K[f] vom Grad 2 oder 3 genau dann
irreduzibel ist, wenn es keine Nullstelle hat.

(b) Zeige, dass das Kriterium aus (a) fiir jeden Grad grofBer als 3 falsch ist, d. h. gib fiir jedes
n > 4 ein Beispiel an fiir einen Korper K sowie ein reduzibles Polynom f € K[t] vom Grad
n ohne Nullstellen.

Aufgabe 2.8. Es sei p eine Primzahl. Wie viele irreduzible Polynome vom Grad 2 gibt es in Z,[t]?

Mit diesen Ergebnissen kdnnen wir nun ein paar Beispiele von Minimalpolynomen und Graden von
Elementen konkret angeben.

Beispiel 2.9.

(a) Es sei L/K eine Korpererweiterung und a € L. Offensichtlich ist [a : K] = 1 genau dann,
wenn a € K ist — das Minimalpolynom ist in diesem Fall einfach ¢ —a € K[t].

(b) Wir wollen den Grad von a = v/2 € R iiber Q bestimmen. Natiirlich ist 12 — 2 ein normiertes
rationales Polynom mit Nullstelle a. Da es offensichtlich keine Nullstellen in Q besitzt, ist
es nach Aufgabe 2.7 (a) irreduzibel in Q[f] und damit nach Lemma 2.6 das Minimalpolynom
von a iiber Q. Damit ist [v/2: Q] = 2.

Beachte, dass es beim Minimalpolynom und Grad eines Elements auch entscheidend auf den
Grundkérper ankommt: nach (a) ist z. B. [v/2 : R] = 1 mit Minimalpolynom ViR =1— V2.

(c) Analog zu (b) ist 3 —2 das Minimalpolynom von V/2 iiber Q, denn es ist ein normiertes
Polynom iiber Q mit Nullstelle v/2, das keine Nullstellen in Q besitzt und damit wiederum
nach Aufgabe 2.7 (a) in Q[t] irreduzibel ist. Also ist [v/2 : Q] = 3.

(d) Wir wollen das Minimalpolynom (und den Grad) von a = e’ iiber Q bestimmen. Auch hier
sehen wir sofort ein normiertes Polynom iiber Q mit Nullstelle a, nimlich 1 — 1. Ist es das
Minimalpolynom von « iiber Q? Nein, denn es ldsst sich offensichtlich als

—1=E-1)F+1)

faktorisieren, ist damit nicht irreduzibel in Q[¢] und kann demzufolge nach Lemma 2.6 nicht
das Minimalpolynom sein. In der Tat ist a ja eine Nullstelle dieses Produkts und muss damit
eine Nullstelle von einem der Faktoren sein (dies ist genau das Argument der Richtung ,, =
vom Beweis von Lemma 2.6). In unserem konkreten Fall ist a> = ¢® = —1 und damit a eine
Nullstelle von 3 + 1. Ist also 7> + 1 das gesuchte Minimalpolynom? Auch dies ist nicht der
Fall, denn #3 + 1 hat noch die rationale Nullstelle —1, was zur weiteren Faktorisierung

PAHl=(+1)(—t+1)

in Q[r] fihrt. Hier ist a offensichtlich keine Nullstelle von ¢ + 1, also muss es eine von
t? —t+ 1 sein. Und dieses Polynom ist nun tatsichlich irreduzibel nach Aufgabe 2.7 (a), denn
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es hat in Q keine Nullstellen mehr (wie eine einfache Berechnung der Nullstellen zeigt).
Demnach ist das gesuchte Minimalpolynom m, = t> —t + 1 nach Lemma 2.6, es ist also

2mi
e :Q]=2.
Wir sehen an diesem Beispiel schon, dass wir bei der Berechnung eines Minimalpolynoms
aufpassen miissen — das Minimalpolynom eines Elements « ist nicht immer das ,erstbeste
oder ,einfachste* normierte Polynom mit Nullstelle a, das einem einfllt!

Als erste Anwendung des Gradkonzepts wollen wir nun eine sehr praktische Darstellung einfacher
algebraischer Korpererweiterungen zeigen. Wir hatten ja bereits in Bemerkung 1.14 gesehen, dass
sich die Elemente einer einfachen Korpererweiterung K (a) immer als Quotienten von Polynomaus-
driicken in @ mit Koeffizienten in K schreiben lassen. Diese explizite Darstellung von K (a) ist jedoch
recht kompliziert. Fiir den konkreten Fall der Korpererweiterung Q(\@) haben wir in Beispiel 1.15
eine viel einfachere Darstellung gefunden, n@mlich die Menge aller Ausdriicke der Form a + bv/2
mit a,b € Q. Eine solche schone Darstellung gibt es in der Tat fiir jede einfache algebraische Kor-
pererweiterung:

Lemma 2.10 (Explizite Darstellung von einfachen algebraischen Korpererweiterungen). Es sei L/K
eine Korpererweiterung und a € L algebraisch vom Grad n = |a : K|. Dann gilt

K(a) = {fla): feKl} = {fla): feKft|mitdegf <n}.

Beweis. Nach Bemerkung 1.14 ist K(a) gleich der Menge My = {% : f,g € K[t] mit g(a) # 0}
aller rationalen Ausdriicke in a (mit Koeffizienten in K). Es seien nun M; = {f(a) : f € K[t]} die
Menge aller Polynomausdriicke in @ und M, = {f(a) : f € K[t] mitdeg f < n} die Menge aller
Polynomausdriicke in @ vom Grad kleiner als n. Wir miissen zeigen, dass My = M| = M>.

My = M;: Die Inklusion ,,O% ist offensichtlich, da jeder Polynomausdruck auch ein rationaler Aus-
druck ist. Fiir die Inklusion ,,C*“ sei b € My, also b = % fiir f, g € K[t] mit g(a) # 0. Wir wollen den
groften gemeinsamen Teiler der Polynome g und m, mit Hilfe ihrer Primfaktorzerlegungen bestim-
men [G, Kapitel 11]. Da das Minimalpolynom m, nach Lemma 2.6 irreduzibel und damit auch prim
ist [G, Bemerkung 11.6], ist m, selbst der einzige Primfaktor, der in beiden Primfaktorzerlegungen
von g und m, auftreten konnte. Aber m, kann kein Primfaktor von g sein, da g sonst ein Vielfaches
von m, wire und somit genau wie m, den Wert a als Nullstelle haben miisste. Also sind g und m,
teilerfremd, und daher gibt es nach dem Lemma von Bézout Polynome p,q € K|[t] mit pg+gm, = 1
in K[t] [G, Satz 10.13 (b)]. Einsetzen von a liefert dann p(a)g(a) = 1 in L wegen m,(a) = 0, und
wir erhalten wie gewlinscht

f(a)
b=—== f(a)pla) € M;.
g = @)
M, = M,: Auch hier ist die Inklusion ,,O wieder klar. Fiir die Inklusion ,,C* sei b € M;, also
b = f(a) fiir ein f € K[t]. Division von f durch m, mit Rest [G, Satz 10.19] liefert f = gm, + r fiir

gewisse ¢, r € K[t] mit degr < degm,. Wegen my(a) = 0 ist dann b = f(a) = r(a) € M>. O

Beispiel 2.11. Da /2 nach Beispiel 2.9 (b) Grad 2 iiber Q hat, ist Q(1/2) nach Lemma 2.10 die
Menge aller héchstens linearen Polynomausdriicke in /2 mit Koeffizienten in Q, also wie in Beispiel
1.15

Q(V2) ={a+bV2: a,beQ}.
Analog ergibt sich aus [v/2 : Q] = 3 (siehe Beispiel 2.9 (c))

Q(V2)={a+bV2+cV4: a,b,c€Q}.

Diese Darstellung erinnert stark an Linearkombinationen, wie sie in der Linearen Algebra auftreten.
In der Tat sieht man sofort, dass man in jeder Korpererweiterung L/K den groBen Korper L als einen
Vektorraum tiber dem kleinen Korper K auffassen kann: es gibt ja eine Addition in L (die Vektoraddi-
tion), und man kann Elemente von K mit Elementen von L multiplizieren (die Skalarmultiplikation),
weil K in L liegt und es in L die Korpermultiplikation gibt. Natiirlich folgt aus den Korperaxiomen
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auch, dass fiir diese Vektoraddition und Skalarmultiplikation die fiir einen Vektorraum geforderten
Rechenregeln gelten. Wir konnen daher definieren:

Definition 2.12 (Grad einer Korpererweiterung). Es sei L/K eine Korpererweiterung. Die Dimen-
sion von L als K-Vektorraum wird der Grad von L/K genannt und als [L : K] geschrieben. Of-
fensichtlich ist [L : K] € NU {eo}. Ist dieser Grad endlich, also L ein endlich-dimensionaler K-
Vektorraum, so nennt man die Korpererweiterung L/K endlich.

Beispiel 2.13.

(a) Offensichtlich ist der Grad einer Korpererweiterung L/K genau dann gleich 1, wenn L = K
ist.

(b) Nach Beispiel 2.11 ist [Q(v/2) : Q] = 2, denn {1,+/2} ist eine Basis von Q(v/2) als Q-
Vektorraum. Genauso ist natiirlich [C : R] = 2, denn {1,i} ist eine Basis von C als R-
Vektorraum.

(c) Es sei L/K eine transzendente Korpererweiterung. Dann gibt es ein Element a € L, das
transzendent iiber K ist. Dies bedeutet, dass die Menge {l,a,az,a3, ...} linear unabhingig

iiber K ist, da es ja sonst eine nicht-triviale Linearkombination Yy ;@' = 0 mit Ay, ..., A, €
K gibe und a damit Nullstelle eines Polynoms mit Koeffizienten in K wire. Also ist dann
[L:K]=eco.

Anders ausgedriickt bedeutet dies, dass jede endliche Korpererweiterung algebraisch ist. Die
Umkehrung gilt hier jedoch nicht, wie wir in Aufgabe 3.11 (b) sehen werden.

Wir konnen unsere Ergebnisse von Lemma 2.10 und Beispiel 2.11 nun sofort auf den Begriff des
Grades einer Korpererweiterung iibertragen.

Satz 2.14. Es seien L/K eine Kirpererweiterung und a € L. Dann gilt:
(@) [K(a):K]=l[a:K]

(b) Ist a algebraisch vom Grad n iiber K, so ist {1,a,a*,...,a""'} eine Basis von K(a) als
K-Vektorraum.

(c) Ist a algebraisch iiber K, so ist auch K(a)/K algebraisch, d. h. jedes Element von K (a) ist
algebraisch iiber K.

Beweis. Ist a und damit auch K (a) transzendent iiber K, so ist [K(a) : K] = [a : K] = o nach Beispiel
213 ().

Wir kénnen nun also annehmen, dass a algebraisch vom Grad » iiber K ist. Nach Lemma 2.10 ist
K(a) dann die Menge aller Polynomausdriicke in @ vom Grad kleiner als n mit Koeffizienten in K.
Dies bedeutet genau, dass {1,a,a?,...,a""'} ein Erzeugendensystem von K(a) als K-Vektorraum
ist. In der Tat ist diese Familie auch linear unabhingig tiber K, denn andernfalls gibe es ja eine
nicht-triviale Linearkombination A9+ Aja+ -+ A, 1" ' =0 mit Ay, ..., A,—1 € K, d.h. a wiire
im Widerspruch zur Definition des Grades eine Nullstelle eines Polynoms iiber K, dessen Grad
kleiner als der des Minimalpolynoms ist. Dies zeigt (b), und damit auch (a).

Fiir (c) sei b € K(a) beliebig. Ist wieder n = [a : K], so ist die Familie {1,b,b?,...,b"} dann notwen-
digerweise linear abhingig tiber K, denn dies sind n 4 1 Elemente in dem nach (a) n-dimensionalen
K-Vektorraum K(a). Es muss also Ag,...,A, € K geben, die nicht alle Null sind und fiir die
Ao+ A b+ + A, b" = 0 gilt. Dies bedeutet aber genau, dass b algebraisch ist. O

Bemerkung 2.15. Fiir eine einfache Koérpererweiterung K(a)/K gilt also
a algebraisch <  K(a)/K algebraisch < K(a)/K endlich

(die Aquivalenz der ersten Aussage mit der zweiten ist Satz 2.14 (c), die der ersten mit der dritten
Satz 2.14 (a)). Dariiber hinaus ist in diesem Fall der Grad von a iiber K nach Satz 2.14 (a) gleich dem
Grad der Korpererweiterung K () iiber K. Die Begriffe ,,algebraisch und ,,Grad*“, die wir sowohl fiir
Elemente als auch fiir Kérpererweiterungen definiert haben, passen in diesem Sinne also zusammen.
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Beispiel 2.16. Es sei L/K eine einfache n-Radikalerweiterung, also L = K(a) fiir ein @ € L mit
a" € K. Dann ist 1" — a" ein Polynom tiber K (und nicht nur iiber L!) mit Nullstelle a. Das Minimal-
polynom von a hat also hochstens Grad n. Mit Satz 2.14 (a) folgt demnach [L: K] =[a: K] <n.

Um mit Graden von Korpererweiterungen rechnen zu kénnen, benotigen wir den folgenden wichti-
gen Satz, der die Grade zweier ,,verketteter Korpererweiterungen® miteinander vergleicht.

Satz 2.17 (Gradformel). Sind K <Z < L Kérper, so gilt [L: K] =[L:Z]-[Z:K].

Beweis. Es seien {v; : i € I} eine Basis von Z als K-Vektorraum und {w; : j € J} eine Basis von L
als Z-Vektorraum. Wir behaupten, dass {v;-w; : i € I, j € J} eine Basis von L als K-Vektorraum ist
(woraus dann offensichtlich die Aussage des Satzes folgt).

Erzeugendensystem: Es sei a € L beliebig. Da die w; ein Erzeugendensystem von L als Z-
Vektorraum sind, gibt es A; € Z mit a = }; A;w; (von denen nur endlich viele ungleich Null sind).
Andererseits sind die v; ein Erzeugendensystem von Z als K-Vektorraum, also gibt es auch y; ; € K
mit A; = ¥; ; jv;. Damit folgt @ = Y; ; 4; jviw;, d. h. die Produkte v;w; erzeugen L iiber K.

Lineare Unabhingigkeit: Es sei nun }; ;4; jviw; = 0 fiir gewisse A; ; € K (von denen wieder nur
endlich viele ungleich Null sind). Wir schreiben dies als ¥ ;(¥,; 4; jvi)w; = 0. Weil die Ausdriicke
Y Ai jvi in Z liegen und die w; eine Basis von L als Z-Vektorraum sind, folgt }; A; jv; = O fiir alle
j. Da nun aber die 4; ; in K liegen und die v; eine Basis von Z als K-Vektorraum sind, folgt sogar
Ai,j = O fiir alle i, j. Also sind die Produkte v;w; linear unabhingig. O

Folgerung 2.18. Es seien L/K eine endliche Korpererweiterung und a € L. Dann ist [a : K| (endlich
und) ein Teiler von [L : K].

Beweis. Die Gradformel fiir K < K(a) < Lliefert [L: K] =[L: K(a)]-[K(a) : K]. Nach Satz 2.14 (a)
ist nun [K(a) : K] = [a : K], also folgt die Behauptung. O

Aufgabe 2.19. Es seien L/K eine Korpererweiterung und a,b € L algebraisch iiber K.
(a) Man zeige: Sind [a : K] und [b : K] teilerfremd, so gilt [K(a,b) : K] = [a: K] [b: K].
(b) Bestimme [K(a,b): K], [a:K]und [b: K] firdenFFall L=C,K =Q,a=+/2und b= V2.
(Hinweis: Man zeige und benutze Q(+/2, C@e@) = Q(\ﬁ,e%).)
Aufgabe 2.20. Bestimme die Minimalpolynome der folgenden reellen Zahlen tiber Q:
(@) a=V2+/3;
(b) a= Q/ V54+2-— Q/ /5 —2. (Was sagt euer Taschenrechner zu dieser Zahl?)

Aufgabe 2.21. Es sei L/K eine endliche Kérpererweiterung. Man zeige:

(a) Ist[L: K] eine Primzahl, so gilt L = K(a) fiir jedes a € L\K. Insbesondere ist L/K dann also
eine einfache Korpererweiterung.

(b) Ist [L: K] =2 und charK # 2, so ist L/K sogar eine einfache 2-Radikalerweiterung.

Wir wollen unsere Ergebnisse nun auf die Fragen nach der Konstruierbarkeit mit Zirkel und Lineal
aus Problem 0.3 anwenden. Da wir in Beispiel 1.23 bereits gesehen hatten, dass wir dazu entscheiden
miissen, ob gewisse Zahlen in einer 2-Radikalerweiterung von Q liegen, miissen wir uns dazu also
anschauen, was die Gradformel iiber 2-Radikalerweiterungen aussagt.

Folgerung 2.22. Es sei L/K eine 2-Radikalerweiterung. Dann gilt:

(a) [L:K] ist (endlich und) eine Zweierpotenz.
(b) Fiiralle a € List [a: K] (endlich und) eine Zweierpotenz.
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Beweis.
(a) Nach Definition 1.18 einer 2-Radikalerweiterung gibt es eine Korperkette
K=Ky<Ki < <K=L,

in der jede Erweiterung K;/K;_; eine einfache 2-Radikalerweiterung ist, nach Beispiel 2.16
also Grad 1 oder 2 hat. Mit der Gradformel folgt damit

[L . K] = [[(n : Kn—l] . [Kn—l :Kn—Z] e [Kl :KO] — 2m7
wobei m die Anzahl deri=1,...,nist mit [K; : K;_1] = 2.

(b) ergibt sich mit Folgerung 2.18 unmittelbar aus (a), da jeder Teiler einer Zweierpotenz wieder
eine Zweierpotenz ist. g

Beispiel 2.23 (Anwendung auf Konstruktionen mit Zirkel und Lineal).

(A) (Quadratur des Kreises) Wir hatten in Beispiel 2.2 (c) bereits erwihnt, dass 7 transzendent
iiber Q ist (was in dieser Vorlesung nicht bewiesen werden soll). Da demnach [ : Q] = e
gilt, kann 7 nach Folgerung 2.22 (b) also in keiner 2-Radikalerweiterung von Q liegen. Aus
Beispiel 1.23 wissen wir bereits, dass dies bedeutet, dass die Quadratur des Kreises mit
Zirkel und Lineal nicht moglich ist.

(B) (Wiirfelverdoppelung) Analog zu (A) ist auch [\ﬁ : Q] = 3 nach Beispiel 2.9 (c) keine Zwei-
erpotenz. Also kann auch /2 nach Folgerung in keiner 2-Radikalerweiterung von Q liegen,
womit sich wiederum aus Beispiel 1.23 ergibt, dass auch die Wiirfelverdoppelung mit Zirkel
und Lineal unmoglich ist.

(C) (Konstruktion des n-Ecks) Um mit unseren bisherigen Ergebnissen Aussagen iiber die Kon-
struierbarkeit des regelméBigen n-Ecks machen zu konnen, miissten wir nach Beispiel 1.23
den Grad [e% : Q] bestimmen und iiberpriifen, fiir welche n er eine Zweierpotenz ist. Wir
haben jedoch in Beispiel 2.9 (d) bereits gesehen, dass dieser Grad nicht so einfach zu be-
rechnen ist. Erst im nédchsten Kapitel werden wir in Satz 3.27 (b) und 3.29 in der Lage sein,
das Minimalpolynom und damit den Grad von ¢’ iiber Q zu bestimmen.

Bemerkung 2.24. Beachte, dass Folgerung 2.22 nur eine notwendige Bedingung fiir die Konstru-
ierbarkeit mit Zirkel und Lineal liefert: der Grad der zu konstruierenden Zahl iiber Q muss eine
Zweierpotenz sein. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht — nicht jede Korpererweiterung, de-
ren Grad eine Zweierpotenz ist, ist eine 2-Radikalerweiterung. Haben wir also eine Zahl, deren Grad
iiber Q eine Zweierpotenz ist (und dies wird bei manchen Zahlen der Form e aus Beispiel 2.23
(C) vorkommen), so konnen wir mit den bisherigen Methoden noch keine Aussage iiber die Kon-
struierbarkeit dieser Zahl machen. Dies wird erst spiter mit Hilfe der Galoistheorie moglich sein
(siehe Folgerung 7.8).

Aufgabe 2.25. Diese Aufgabe soll zeigen, wie das Minimalpolynom aus Definition 2.4 (a) mit dem
aus den ,,Grundlagen der Mathematik* bekannten Minimalpolynom von Matrizen zusammenhéngt.

Es seien dazu L/K eine Korpererweiterung und a € L algebraisch vom Grad n mit Minimalpolynom
my.

Nach Satz 2.14 (b) ist K(a) ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit Basis B = {1,a,a*,...,a""'}.
Weiterhin ist f : K(a) — K(a), x — ax offensichtlich eine lineare Abbildung.

Bestimme (im Sinne der ,,Grundlagen der Mathematik*) die Abbildungsmatrix von f beziiglich B
sowie das charakteristische Polynom, das Minimalpolynom und alle Eigenwerte dieser Matrix.

(Hinweis: Dies ist eine Nachdenkaufgabe und keine Rechenaufgabe; wenn man sie geschickt angeht,
hat sie eine sehr kurze Losung! Ergebnisse aus den ,,Grundlagen der Mathematik* diirfen natiirlich
verwendet werden.)

Aufgabe 2.26 (Unmoglichkeit der Winkeldreiteilung mit Zirkel und Lineal). Neben den Konstruk-
tionsaufgaben aus Problem 0.3 ist auch die sogenannte Winkeldreiteilung ein klassisches Problem,
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d. h. die Fragestellung, ob und wie man zu einem gegebenen Winkel ¢ in der Zeichenebene mit Zir-
kel und Lineal einen Winkel der Grofie % konstruieren kann. Wir wollen in dieser Aufgabe sehen,
dass diese Winkeldreiteilung im Allgemeinen nicht moglich ist.

Dazu seien in der Zeichenebene die Punkte M = {0,1,¢'?}, d. h. ein Winkel der GroBe ¢, gegeben.
Man zeige:

(a) Die Dreiteilung des Winkels ¢ ist mit Zirkel und Lineal genau dann durchfiihrbar, wenn
die Losungen der kubischen Gleichung 41> — 3t = cos ¢ in einer 2-Radikalerweiterung von

Q(e'?) liegen.

(b) Die kubische Gleichung 43 — 31 = % hat keine rationalen Losungen. (Hinweis: Mache den
Ansatzt = 5 mit teilerfremden p,q € Z, q # 0, und fiihre diese Annahme zu einem Wider-
spruch.)

(c) Die Dreiteilung des Winkels ¢ = arccos % ist mit Zirkel und Lineal nicht durchfiihrbar.
Aufgabe 2.27. Es sei L/K eine Korpererweiterung. Man zeige:

(a) Ist M C L eine Menge algebraischer Elemente iiber K, so ist die Koérpererweiterung K (M) /K
algebraisch.

(b) Sind ay,...,a, € Lendlich viele algebraische Elemente iiber K, so ist die Korpererweiterung
K(ay,...,a,)/K sogar endlich.

(c) Ist Z ein Korper mit K < Z < L und sind die Erweiterungen L/Z und Z/K algebraisch, so
auch L/K.
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3. Irreduzible Polynome und Kreisteilungspolynome

Aus dem letzten Kapitel wissen wir, dass wir zur Berechnung des Grades einer algebraischen Kor-
pererweiterung Minimalpolynome bendtigen: ist L/K mit L = K(a) fiir ein a € L eine einfache
algebraische Korpererweiterung, so ist ihr Grad [L : K] nach Satz 2.14 (a) gleich dem Grad des
Minimalpolynoms m, von a iiber K. AuBlerdem haben wir in Lemma 2.6 bereits gesehen, dass m,
dadurch charakterisiert werden kann, dass es ein irreduzibles normiertes Polynom iiber K mit Null-
stelle a ist. Wihrend man normierte Polynome mit Nullstelle @ in der Regel leicht finden kann, ist
es jedoch in der Praxis oft schwierig zu entscheiden, ob diese Polynome auch irreduzibel sind — dies
haben wir in Beispiel 2.9 (d) bereits gesehen. Das einzige Irreduzibilititskriterium, das wir bisher
kennen, ist das Ergebnis aus Aufgabe 2.7 (a), dass ein Polynom vom Grad 2 oder 3 genau dann
irreduzibel ist, wenn es keine Nullstellen besitzt.

Dass diese Untersuchung der Irreduzibilitdt von Polynomen im Allgemeinen ein schwieriges Pro-
blem ist, kann man leicht verstehen, wenn man die analoge Situation im Ring Z der ganzen Zahlen
betrachtet. Thr wisst ja vermutlich, dass es sehr aufwendig ist, von einer (gro3en) Zahl herauszu-
finden, ob sie irreduzibel, also eine Primzahl ist. Die Primfaktorzerlegung einer solchen Zahl zu
bestimmen ist sogar noch einmal ein ganzes Stiick komplizierter; in der Tat ist es die Grundlage
vieler moderner Kryptographieverfahren, dass es hierfiir kaum effektivere Methoden gibt als ein
zeitaufwendiges Durchprobieren aller denkbaren Teiler. Im strukturell noch komplizierteren Poly-
nomring K[t] iiber einem Korper K wird diese Situation natiirlich in der Regel nicht besser. Wir
miissen uns daher damit begniigen, in diesem Kapitel ein paar Irreduzibilititskriterien anzugeben,
die zwar in den fiir uns interessanten Beispielen, insgesamt jedoch nur fiir ,,relativ wenige* Polyno-
me funktionieren. Wir beschrianken uns dabei hier auf Polynome iiber dem Korper K = Q, da dies
der fiir unsere Anwendungen relevante Fall ist.

Bemerkung 3.1. Die meisten Strategien, um die Irreduzibilitiit eines Polynoms in Q[f] zu zeigen,
verfahren in zwei Schritten:

(a) zunichst fithrt man die Frage nach der Irreduzibilitit in Q[¢] durch geeignetes ,,Wegkiirzen
der Nenner* auf die Irreduzibilitét in Z[t] zuriick;

(b) die Irreduzibilitit in Z[t] zeigt man dann, indem man die Koeffizienten des Polynoms modulo
einer Primzahl p reduziert und so zum oft einfacher zu behandelnden Polynomring Z, [t] iiber
dem Korper Z,, iibergeht.

Beachte, dass der erste Teil (a) dabei nicht nur bedeutet, dass man das betrachtete Polynom f mit
einer geeigneten Zahl multipliziert, so dass es in Z[r] liegt: auch bei einem Polynom in Z[t] ist es
natiirlich noch etwas anderes, ob man nach der Irreduzibilitéit in Q[f] oder in Z[r] fragt — denn es
wire ja prinzipiell denkbar, dass man zwar eine nicht-triviale Zerlegung f = g - h mit rationalen,
aber nicht mit ganzzahligen Polynomen g und 4 findet, so dass f dann zwar irreduzibel in Z][t], aber
nicht in Q[¢] wiire.

Es stellt sich jedoch heraus, dass die Situation hier besonders schon ist und ein derartiger Fall nicht
auftreten kann: eine Zerlegungsmdoglichkeit eines ganzzahligen Polynoms iiber QQ fiihrt immer auch
schon zu einer Zerlegungsmoglichkeit iiber Z. Dies zeigt der folgende Satz, der damit den Punkt (a)
der oben beschriebenen Strategie bereits klirt.

Satz 3.2 (Lemma von GauB). Ist ein nicht-konstantes Polynom f € Zlt] irreduzibel in Z[t], so auch

in Q[f].

Beweis. Angenommen, f wire reduzibel in Q[¢t]. Wir zeigen in zwei Schritten, dass f dann auch
reduzibel in Z[¢] ist.
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1. Behauptung: ist f reduzibel in Q[t], so gibt es ein A € N+, so dass sich A f als Produkt nicht-
konstanter Polynome in Z[f] schreiben lésst. Dies sieht man sofort ein: haben wir eine Zerlegung
f = g-hmitnicht-konstanten Polynomen g, & € Q[t], so gibt es natiirlich u, v € N5, so dass ug, vh €
Z[t] gilt (man wihle z. B. fiir 4 und v das kleinste gemeinsame Vielfache der in den Koeffizienten
von g bzw. h auftretenden Nenner). Mit A := pv erhalten wir dann die gewiinschte Zerlegung A f =
(ug)(vh) in ZI1].
2. Behauptung: lisst sich A f fiir ein A € N5 als Produkt nicht-konstanter Polynome in Z]t] schrei-
ben, so gilt dies auch fiir A’ f fiir ein geeignetes A’ < A in N . Fiir den Beweis dieser Behauptung
sei also A f = g & fiir nicht-konstante g,h € Z[t]. Wegen A > 1 kénnen wir einen Primfaktor p von
A wihlen und A/ := % € Ny setzen, so dass wir die Zerlegung pA’f = gh in Z[t] erhalten. Wir
betrachten diese Gleichung nun in Z, t], d. h. reduzieren alle Koeffizienten der Polynome modulo p.
Bezeichnet f € Z|t] das Polynom, das man aus f € Z[r] erhilt, indem man alle Koeffizienten durch
ihre Restklassen in Z), ersetzt (und analog fiir die anderen auftretenden Polynome), so bekommen
wir also die Zerlegung

pA-f=g-h €L,t.
Aber natiirlich ist p = 0 in Z,,[r], und damit erhalten wir g -/ = 0 in Z,[t]. Da Z,|t] nach [G, Lemma
9.9 (b)] als Polynomring tiber einem Korper ein Integritiitsring ist, ist dies nur moglich, wenn bereits
einer der Faktoren gleich Null ist. Es sei also ohne Beschriinkung der Allgemeinheit g =0 in Z|t].
Dies bedeutet aber gerade, dass alle Koeffizienten von g durch p teilbar sind. Das Polynom g’ := %
liegt damit ebenfalls in Z[t], und wir erhalten aus A f = g - nach Division durch p wie gewiinscht
die Zerlegung A’ f = g’ - h in Z[t] mit A’ < A. Dies zeigt auch die 2. Behauptung.
Die Aussage des Satzes ergibt sich nun offensichtlich aus der Kombination der beiden Schritte: nach
der 1. Behauptung gibt es zunichst ein A € N+, so dass A f ein Produkt nicht-konstanter Polynome
in Z[t] ist, und durch fortgesetzte Anwendung der 2. Behauptung konnen wir diese Zahl A dann so
lange reduzieren, bis sie gleich 1 ist. U

Bemerkung 3.3. Der Beweis von Satz 3.2 zeigt sogar noch etwas mehr: ist f € Z[t] reduzibel in
Q[t], d. h. konnen wir f = g -k fiir gewisse nicht-konstante Polynome g,z € Q[¢] schreiben, so gibt es
auch eine Zerlegung f =g’ -h' mit g’, i/ € Z]t|, wobei g’ und i’ aus g bzw. h durch Multiplikation mit
einer rationalen Zahl entstehen. In den beiden Schritten des Beweises werden die beiden Polynome
der urspriinglichen Zerlegung tiber Q namlich lediglich mit konstanten Faktoren multipliziert, um
die letztendlich gewiinschte Zerlegung iiber Z zu erhalten. Aus dieser Beobachtung erhalten wir das
folgende niitzliche Resultat.

Folgerung 3.4. Es seien f,g,h € Q[t] normierte Polynome mit f = g-h. Gilt dann f € Z[t], so liegen
auch g und h bereits in Zt].

Beweis. Nach Bemerkung 3.3 gibt es g’, i’ € Z]t], die sich von g bzw. h nur um einen konstanten
Faktor unterscheiden und fiir die f = g’ -/’ gilt. Da der Leitkoeffizient 1 von f dabei gleich dem
Produkt der ganzzahligen Leitkoeffizienten von g’ und /' ist, konnen die Leitkoeffizienten von g’
und /' auBerdem nur 1 oder —1 sein. Weil g und % aber nach Voraussetzung den Leitkoeffizienten
1 haben, bedeutet dies gerade, dass g’ = +g und /' = +h gelten muss. Mit g, h’ € Z[r] ergibt sich
damit auch wie behauptet g,k € Z[t]. O

Insbesondere erhalten wir damit das folgende Kriterium, das oft bei der Suche von Nullstellen ganz-
zahliger Polynome hilft und das euch vielleicht in der einen oder anderen Form schon aus der Schule
bekannt war.

Folgerung 3.5 (Ganzzahligkeit von Nullstellen). Es sei f = t"+a, 1"~ +---+ag € Z|[t] ein nor-
miertes Polynom. Ist x € Q eine Nullstelle von f, so gilt bereits x € Z, und x ist ein Teiler von ay.

Beweis. Ist x € Q eine Nullstelle von f, so kdnnen wir diese bekanntlich abspalten [G, Lemma
11.15] und f = (¢ — x) g fiir ein normiertes Polynom g = " + b,,_1t™~! +-- 4 by € Q]t] schreiben.
Nach Folgerung 3.4 folgt dann ¢ — x, g € Z[t] und damit insbesondere x € Z. Vergleichen wir schlieB-
lich noch die konstanten Koeffizienten, so sehen wir auerdem ag = —xby und damit x| ag. ]
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Bemerkung 3.6. Aufgrund von Satz 3.2 kénnen wir uns fiir den Nachweis der Irreduzibilitit ganz-
zahliger Polynome iiber Q[¢] also vollstindig auf den Ring Z[r] zuriickziehen, d. h. die Irreduzibilitt
lediglich in Z]¢] tiberpriifen. Beachte jedoch, dass in Z[r] nicht alle konstanten Polynome, sondern
nur die Polynome +1 Einheiten sind. So ist also z.B. das Polynom 2r € Z]t] reduzibel, da es das
Produkt der Nichteinheiten 2 und ¢ ist. Reduzibilitit in Z[t] bedeutet also nicht notwendigerweise,
dass sich das Polynom als Produkt zweier nicht-konstanter Polynome schreiben ldsst. Um derartige
Probleme zu umgehen, wollen wir uns im Folgenden auf normierte Polynome beschrinken. Nor-
mierte Polynome iiber Z[¢] konnen offensichtlich keine Konstante ungleich +1 als Teiler haben, so
dass in diesem Fall die Reduzibilitit iiber Z[r] wirklich dquivalent dazu ist, dass sich das Polynom
als Produkt von nicht-konstanten Polynomen schreiben lisst.

Wir wollen im Folgenden nun zwei einfache Irreduzibilititskriterien angeben. Wie schon in Bemer-
kung 3.1 (b) angekiindigt ergeben sich beide (analog zum Beweis von Satz 3.2) durch Reduktion
modulo einer Primzahl.

Lemma 3.7 (Irreduzibilitit durch Reduktion modulo p). Es sei f € Z[t] ein normiertes Polynom.
Gibt es eine Primzahl p, so dass das Polynom f € Zy[t] irreduzibel in Zp[t] ist, so ist bereits f
irreduzibel in Z[t] (und damit nach Satz 3.2 auch in Q[t]).

Beweis. Wire f reduzibel in Z[t], nach Bemerkung 3.6 also f = g & fiir nicht-konstante g,/ € Z[t],
so wire natiirlich auch f =g h reduzibel in Z|t]. O

Beispiel 3.8. Man priift leicht nach, dass das Polynom f = t* 43 41> +¢ + 1 € Z,|t] irreduzibel ist
[G, Aufgabe 11.8 (a)] — z. B. indem man explizit nachrechnet, dass die Polynome in Z;[f] vom Grad
1 und 2 (von denen es ja nur sehr wenige gibt) alle keine Teiler von f sind. Also ist nach Lemma 3.7
jedes normierte ganzzahlige Polynom, dessen Reduktion modulo 2 gleich f ist (d. h. jedes Polynom
t* + a3t + apt? + ait + ap € Z[t] mit ungeraden ay, . . . ,a3) irreduzibel in Z[¢] und auch in Q[t].

Satz 3.9 (Irreduzibilititskriterium von Eisenstein). Es sei f =1"+a, "' +---+at +ay € Z[t]
ein normiertes Polynom. Gibt es eine Primzahl p, so dass p|a; fiir alle i =0,...,n— 1 sowie p* [ ag
gilt, so ist f irreduzibel in Z[t] (und damit nach Satz 3.2 auch in Q[t)).

Beweis. Angenommen, f wire reduzibel in Z[t], nach Bemerkung 3.6 also von der Form f = g-h
fiir gewisse nicht-konstante g, € Z[t]. Ein Vergleich der Leitkoeffizienten liefert sofort, dass g und £
dann Leitkoeffizient -1 haben miissen und damit ohne Beschrinkung der Allgemeinheit als normiert
vorausgesetzt werden konnen.

Wir reduzieren die Gleichung f = g -k nun wieder modulo p. Da p nach Voraussetzung alle Koeffi-
zienten ag, ..., a,— von f teilt, folgt £ =" und damit g-h = 1" in Z,[t]. Weil es in Z,|t] nach [G,
Satz 11.9] eine eindeutige Primfaktorzerlegung gibt und ¢ in Z, [] als irreduzibles Polynom natiirlich
prim ist [G, Bemerkung 11.6], ist # demnach der einzige Primfaktor, der in g und % auftreten kann,
d.h.esistg =" und h =1’ fiir gewisse k,l > 1.

Insbesondere bedeutet dies nun, dass die konstanten Koeffizienten von g und & gleich 0 modulo
P, also durch p teilbar sein miissen. Damit ist dann der konstante Koeffizient von f, der ja wegen
f = g h das Produkt der konstanten Koeffizienten von g und 4 ist, aber durch p? teilbar, was ein
Widerspruch zur Voraussetzung ist. 0

Beispiel 3.10. Es seien p eine Primzahl und n € N+ (. Dann ist das normierte Polynom ¢" — p nach
dem Kiriterium von Eisenstein aus Satz 3.9 sowohl in Z|[t] als auch in Q[f] irreduzibel. Da es auBer-
dem (/p als Nullstelle hat, ist es nach Lemma 2.6 das Minimalpolynom von /p iiber Q. Also gilt
stets [\'713 : Q] = n. Dies verallgemeinert die Ergebnisse von Beispiel 2.9 (b) und (c).

Aufgabe 3.11. Zu einer Korpererweiterung L/K bezeichne K" C L die Menge aller Elemente von
L, die tiber K algebraisch sind. Man zeige:

(a) K" ist ein Korper.
(b) Die Korpererweiterung @R /Q ist algebraisch, aber nicht endlich.
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Aufgabe 3.12 (Varianten des Irreduzibilititskriteriums von Eisenstein). Es sei f =" +a,_t" ! +
-+ +ag € Z[r] ein ganzzahliges normiertes Polynom vom Grad n > 2, so dass kein Teiler von ag eine
Nullstelle von f ist. Man zeige, dass f dann irreduzibel in Z[¢] und damit auch in Q[¢] ist, wenn eine
der folgenden beiden Bedingungen gilt:

(@) pla;firallei=0,...,n—2 sowie p* J ap;

(b) pla;firallei=0,...,n— 1 sowie p* / aj.

Fiir den Rest dieses Kapitels wollen wir nun mit Hilfe der bisherigen Resultate die Minimalpolynome

und Grade der Zahlen e’r' iiber Q bestimmen. Damit kommen wir dann auch bei unserer Frage nach
der Konstruierbarkeit mit Zirkel und Lineal weiter — da wir ja aus Beispiel 1.23 (C) schon wissen,

dass das regelmiBige n-Eck genau dann mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist, wenn ¢’ in einer
2-Radikalerweiterung liegt, und dies nach Folgerung 2.22 (b) hochstens dann méglich ist, wenn

27 . . .
[e™n : Q] eine Zweierpotenz ist.

Da die komplexen Zahlen der Form e%, oder allgemeiner die Losungen der Gleichung " — 1 =0,
in der Praxis eine wichtige Rolle spielen, werden wir ihnen zunichst einen speziellen Namen geben.

Definition 3.13 (Einheitswurzeln). Es sei n € N5 . Wir setzen

2mik 2mik

Ey={zeC:"=1}={en 1 keZ}={en : k=0,....,n—1}

und nennen die Elemente von E,, die n-ten Einheitswurzeln. Die Elemente der Teilmenge
E):={z€E,: 7' #1firalle k mit 1 <k <n},

also die n-ten Einheitswurzeln, fiir die » auch die kleinste Potenz ist, bei der wieder 1 herauskommt,
werden primitive n-te Einheitswurzeln genannt.

Beispiel 3.14.
(a) Fiir n = 1 ist offensichtlich ist E; = E{ = {1}. Firn =2 g~ 17"~ oll
ergibt sich £, = {1,—1} sowie E} = {—1}. 0 .
(b) Das Bild rechts zeigt die sechs 6-ten Einheitswurzeln / \\\
k= 28 fiir k = 0,...,5. Von ihnen sind genau z; und Z_3¢—..—'.§9 =1
z5 primitiv — denn es ist ja z(l) = z% = z% = zi = 1, wohin- \ /
gegen alle Potenzen 2 und 22 fir m = 1,...,5 ungleich N K
1 sind. e s ‘
4 T---""zs
Bemerkung 3.15.

(a) Offensichtlich ist E, zusammen mit der Multiplikation eine Untergruppe von (C*,-) =
(C\{0}, ). In der Tat ist sie genau das Bild des Gruppenhomomorphismus

2mik

f:(Za‘i’)*)((C*a')a ke n .
Da der Kern von f genau nZ ist, folgt aus dem Homomorphiesatz [G, Satz 6.17], dass die

Abbildung

2mik

g: (Zp,+) = (En,+), krsen

ein Gruppenisomorphismus ist: die Gruppe E,, der n-ten Einheitswurzeln ist isomorph zu Z,,.
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. . . e . . 2rik
(b) Man kann leicht sehen, welche Einheitswurzeln primitiv sind: es sei dazu z = en € E,.

Dann gilt
z€E, < die Ordnung vonzin C*istn (Definition 3.13)
& die Ordnung von kin Z, istn  ((a))
s (k)=17Z, ([G, Lemma 5.117)
& le(k)y={ak:acZ}
& kist eine Einheit in Z,
< get(k,n) =1 ([G, Folgerung 10.32]).

Unter dem Isomorphismus aus (a) entsprechen die primitiven n-ten Einheitswurzeln E}, C E,
also genau den Einheiten Z} C Z,; insbesondere ist damit |E},| = |Z}|. In Beispiel 3.14 (b)

i

fiir n = 6 waren dies genau % und &5 , entsprechend den Einheiten T und 5 in Zg, bzw.
entsprechend den zu 6 teilerfremden Zahlen 1 und 5 in {0,...,5}.

Mit Hilfe der primitiven Einheitswurzeln kdnnen wir nun bereits die Polynome definieren, die sich
. . . 2mi
spiter als die Minimalpolynome von en herausstellen werden:

Definition 3.16 (Kreisteilungspolynome). Fiir n € N5 heifit

®,:=[[(t—2) eC[]

Z€E),
das n-te Kreisteilungspolynom.
Beispiel 3.17. Aus Beispiel 3.14 erhalten wir z. B.

b =1r—1,
P, =141,

D¢ = (t—e%) (z—eS'%) =12 —t+1.

Fiir grofere n ist die Berechnung von &, direkt nach Definition 3.16 oft recht umstindlich. Die
folgende rekursive Formel ist hier in der Regel niitzlicher.

Lemma 3.18 (Rekursive Formel fiir die Kreisteilungspolynome). Fiir alle n € N+ ist E,, die dis-
Jjunkte Vereinigung aller E), mit d |n. Insbesondere gilt also

"—1=[]®: <Cli.

din

Beweis. Nach Bemerkung 3.15 (b) ist E/, genau die Menge aller Elemente der Ordnung d in C*.
Insbesondere ist die Vereinigung aller E/; also disjunkt.

Ist nun z € E,, so ist die Ordnung d von z nach [G, Folgerung 5.12 (a)] ein Teiler von |E,| = n, also
ist dann auch z € E/, fiir ein d | n. Ist umgekehrt z € E/, fiir ein d | n, so folgt mit z¢ = 1 natiirlich auch
7" =1 und damit z € E,. Insgesamt zeigt dies, dass E, die disjunkte Vereinigung aller E/, mit d |n
ist.

Die behauptete Gleichheit von Polynomen folgt nun unmittelbar, da auf beiden Seiten offensichtlich
das (eindeutig bestimmte) normierte Polynom vom Grad »n mit den Nullstellen E,, steht. O

Beispiel 3.19.
(a) Fiir n = 6 liefert Lemma 3.18 die disjunkte Zerlegung Es = E; U E} UE, UE]. Dies hatten

2mik

wir in Beispiel 3.14 (b) auch schon direkt gesehen: mit der dortigen Bezeichnung z; = e 6
firk=0,...,5ist Eg = {z0,...,25}, B, = {z1,25}, E5 = {22, 24}, E5 = {z3} und E| = {2}
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(b) Ist p eine Primzahl, so liefert die Formel aus Lemma 3.18
P —1=0, & =P, -(t—1)
und damit nach der endlichen geometrischen Reihe

P —1
¢ = :tp71+tp72+"'+t+1.
P

(c) Allgemeiner kann man fiir alle n € N die Formel aus Lemma 3.18 zu der Gleichung
@n(rnl)/]‘[qnd

d|n
d<n

umstellen, mit der man alle ®,, leicht durch rekursive Polynomdivision berechnen kann.
Aufgabe 3.20. Man zeige:

(@) @, (1) =P, (IPH) fiir jede Primzahl p und alle r > 1;
(b) P2,(t) = P, (—1) fiir alle ungeraden n > 1.
Obwohl Definition 3.16 komplexe Zahlen benutzt und damit a priori komplexe Polynome liefert,

haben sich alle unsere bisher berechneten Kreisteilungspolynome in den Beispielen 3.17 und 3.19
(b) als ganzzahlig herausgestellt. Dies ist kein Zufall, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 3.21 (Ganzzahligkeit der Kreisteilungspolynome). Fiir alle n € N+ gilt @, € Zt].

Beweis. Wir zeigen die Behauptung mit Induktion iiber n; der Induktionsanfang fiir n = 1 ist klar
wegen @1 =1 —1.
Fiir den Induktionsschritt sei nun n € N ;. Nach Induktionsvoraussetzung ist dann

fo= 1% €Z[f]

d|n
d<n

ein normiertes ganzzahliges Polynom. Wir konnen nun ¢ — 1 in Q[¢] mit Rest durch f,, dividieren
und erhalten

t"—1=qfut+r €Q[]
fiir gewisse ¢, r € Q[¢] mit degr < deg f,,. AuBerdem ergibt Lemma 3.18

"—1=&,f, €Cl.
Subtraktion dieser beiden Gleichungen voneinander liefert nun
(Pu—q) fu=r €C[],
nach der Gradformel [G, Lemma 9.9 (a)] also deg(®, —¢q) +deg f, = degr. Wegen degr < deg f, ist

dies aber nur dann moglich, wenn deg(®, — ¢) = degr = —oo, also ®, — g = r = 0 ist. Insbesondere
ist damit ®, = g € Q[t]. Aus der Gleichung " — 1 = ®, f, in Q[r] ergibt sich dann mit Folgerung
3.4 auch sofort ®, € Z[r]. O

Bemerkung 3.22. Berechnet man z.B. mit Hilfe der Rekursionsformel aus Lemma 3.18 einmal
einige Kreisteilungspolynome, so stellt man schnell fest, dass die Koeffizienten dieser Polynome
nicht nur ganzzahlig, sondern ,,sehr oft* sogar nur 0, 1 oder —1 sind — allerdings mit einer kaum zu
durchschauenden Verteilung. So ist z. B.
Sy =12+t B P 1.

In der Tat ist das erste(!) Kreisteilungspolynom, das iiberhaupt einen Koeffizienten vom Betrag gro-
Ber als 1 besitzt,

o5 = 148 4147 4146 43 A2 4 A0 39 |36 4 435 | 34 33 4 32 4 31 2
24

8 26

—t
2 O T O S M B2 S 21

Dennoch kann man ebenfalls zeigen, dass die Menge aller in den Kreisteilungspolynomen auftreten-
den Koeffizienten unbeschrénkt ist.
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Fassen wir unsere bisherigen Ergebnisse zu den Kreisteilungspolynomen zusammen, so wissen wir
also, dass ®,, ein normiertes, ganzzahliges (und damit insbesondere rationales) Polynom mit Null-

stelle e ist. Um zu zeigen, dass @, wirklich das Minimalpolynom von e ist, bleibt also nach
Lemma 2.6 nur noch seine Irreduzibilitdt zu zeigen. Allerdings ist leider keines unserer bisherigen
Irreduzibilitatskriterien auf die Kreisteilungspolynome anwendbar; wir miissen hierfiir also einen
neuen Beweis angeben. Wie unsere bisherigen Kriterien benutzt auch dieser (nicht ganz einfache)
Beweis Reduktion modulo einer Primzahl. Er verwendet die folgenden beiden Hilfsaussagen, die
wir beide spiter in dieser Vorlesung noch einmal wiedersehen werden.

Lemma 3.23 (Rechenregeln fiir Potenzen in Z). Fiir a € Z, und f,g € Z,[t] gelten die folgenden
einfachen Rechenregeln:

@ (f+g)P=rr+g

(b) a? =a;

(© f(tP)=f(t)".
Beweis.

(a) Nach der binomischen Formel gilt zunichst natiirlich

P p , . p-1 p . ,
(f+o’=Y (l.)f’g”’ =fP+g'+ Y, (i)f’g’”-
i=0 i=1
Nun ist p aber firi = 1,..., p — 1 ein Teiler des Binomialkoeffizienten
p\_p(p=1)---(p=itl)
i 1.2 ... ’

da p zwar im Zihler, aber nicht im Nenner dieses Bruches auftritt. Also ist dieser Binomial-
koeffizient gleich Null in Z,,, woraus die Behauptung folgt.

(b) Fiir a =0ist die Aussage natiirlich klar. Andernfalls ist a € Z;‘, eine Einheit, da Z, ein Korper
ist. Wegen |Z,| = [p — 1] folgt aus dem kleinen Satz von Fermat [G, Folgerung 5.12 (b)] also
a’~! = 1 und damit a” = a.

(¢) Ist f =Y, ant", so folgt
[P = (Zant")p @ Y aber © Y ant?" = f(7). 0

n n

Lemma 3.24 (Formale Ableitungen). Fiir ein Polynom f =Y ,a,t" € K[t] iiber einem Kirper K
betrachten wir die formale Ableitung f' := Y, na,t"~'. Fiir diese gilt:

(a) Fiiralle f,g € K[t]ist (f+g) = f'+¢& und (fg) = f'g+ fg'.

(b) Ist f € K[t] ein Polynom, das teilerfremd zu seiner formalen Ableitung f' ist, so hat f keine
mehrfachen Faktoren in seiner Primfaktorzerlegung (und damit insbesondere keine mehrfa-
chen Nullstellen).

Beweis.
(a) Dies ergibt sich durch einfaches Nachrechnen, siehe z. B. [G, Aufgabe 9.10].

(b) Angenommen, f hitte einen mehrfachen Faktor in seiner Primfaktorzerlegung, d. h. es wire
f = g*h fiir g,h € K[t] mit degg > 0. Anwenden der Differentiationsregeln aus (a) ergibt
dann

[ =2gg'h+gh =g(2g'h+gl'),

woraus wir sehen, dass f und f’ im Widerspruch zur Annahme den gemeinsamen Teiler g
haben. g
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Bemerkung 3.25. Die Rechenregeln aus Lemma 3.24 (a) sind euch fiir reelle Polynome und die
in der Analysis definierte Ableitung natiirlich bereits aus der Schule bzw. aus den ,,Grundlagen der
Mathematik* bekannt. Auch die Aussage aus Teil (b) habt ihr dort vielleicht schon einmal gesehen
— zumindest wohl in der Form, dass mehrfache Nullstellen eines Polynoms auch Nullstellen seiner
Ableitung sind. Die besondere Aussage in Lemma 3.24 ist, dass dies nicht nur tiber R, sondern fiir
die nun rein formal definierte Ableitung auch iiber jedem beliebigen Korper gilt. In der Tat werden
wir dieses Resultat im Beweis der Irreduzibilitét der Kreisteilungspolynome fiir die endlichen Korper
Z,, anwenden, und zwar fiir das folgende Beispiel.

Beispiel 3.26. Wir betrachten das Polynom f = ¢" — 1 iiber einem Korper K. Offensichtlich ist
f=nt"1

(a) Ist charK kein Teiler von n (z. B. im Fall char K = 0), so ist 7 # 0 in K und damit f’ # 0. Da
die Primfaktorzerlegung von f’ dann ¢ als einzigen Primfaktor enthilt und dieser offensicht-
lich kein Teiler von f ist, sind f und f’ teilerfremd. Nach Lemma 3.24 (b) hat f in diesem
Fall also keine mehrfachen Faktoren. Fiir K = C wussten wir dies bereits, denn da hat 1" — 1
ja genau die n verschiedenen Linearfaktoren ¢t — z fiir z € E,,.

(b) Ist charK = p > 0 ein Teiler von n, so ist f/ = 0 das Nullpolynom. Damit sind f und f’
nicht teilerfremd (jeder Teiler von f ist ja auch einer von f”), d. h. Lemma 3.24 (b) ist nicht
anwendbar. In der Tat kann es dann auch passieren, dass f mehrfache Faktoren besitzt: fiir
n=p>2und K = Z, zum Beispiel ist f =¢” —1 = (r — 1)” nach Lemma 3.23 (a).

Mit diesen beiden Hilfsaussagen konnen wir nun wie angekiindigt zeigen, dass &, das Minimalpo-
2ni
lynom von e ist.

Satz 3.27 (Irreduzibilitit der Kreisteilungspolynome). Es sei n € N~o. Dann gilt:

(a) Istz € E, eine n-te Einheitswurzel und m € N mit ggt(m,n) = 1, so haben z und 7" dasselbe
Minimalpolynom iiber Q.

(b) e% hat das Minimalpolynom ®,, iiber Q. Insbesondere ist @, also irreduzibel in Q[t].

Beweis.

(a) Wir betrachten zunéchst den Spezialfall, dass m = p eine Primzahl ist. Es seien f und g
die Minimalpolynome von z bzw. z” in Q[¢]. Wir machen einen Widerspruchsbeweis und
nehmen also an, dass f # g.

(1) Natiirlich ist t* — 1 € Z[t] ein normiertes Polynom mit Nullstellen z und z”. Nach
Bemerkung 2.5 sind die Minimalpolynome f und g dann Teiler von " — 1. Da sie
irreduzibel sind und wir sie als verschieden angenommen haben, gilt also " — 1 = f -
g - h fiir ein (ebenfalls normiertes) Polynom % € Q[t]. Mit Folgerung 3.4 sehen wir,
dass dann sogar f,g,h € Z[t] gelten muss. Wir konnen die Gleichung also modulo p
reduzieren und erhalten " — 1 = f-g-h in Z,[t]. Da nach Voraussetzung p } n gilt,
hat nun 7" — 1 nach Beispiel 3.26 (a) keine mehrfachen Nullstellen in Z,[¢]. Damit
miissen f und g in Z|t] offensichtlich teilerfremd sein, denn ein gemeinsamer Teiler
von ihnen wire ja ein quadratischer Teiler von 1" — 1 € Z,t].

(2) Andererseits ist z nach Konstruktion von g auch eine Nullstelle von g(¢”). Also muss
das Minimalpolynom f von z nach Bemerkung 2.5 ein Teiler von g(¢”) sein, d. h. es
gibt ein Polynom k € Q[t] mit g(¢#) = f - k. Wir haben f und g (und damit auch g(¢7))
aber oben schon als ganzzahlige Polynome erkannt, und damit ist nach Folgerung 3.4
auch k € Z[t]. Wir konnen unsere Gleichung also wieder modulo p reduzieren und
erhalten nach Lemma 3.23 (¢)

fhk=g(tr)=3" €Lyl
Dies ist aber nur moglich, wenn jeder Primfaktor von f auch einer von g ist — im
Widerspruch zum Resultat von (1). Dies zeigt die Behauptung (a) fiir den Fall, dass
m = p eine Primzahl ist.
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Fortgesetzte Anwendung dieses Ergebnisses liefert nun sofort, dass auch die Zahlen z und
ZP1Pr = ((zP1) - -)Pr das gleiche Minimalpolynom haben, sofern die Primzahlen py, ..., p,
keine Teiler von n sind. Da sich jede Zahl m mit ggt(m,n) = 1 als Produkt derartiger Prim-
zahlen schreiben ldsst, folgt damit die Behauptung (a).

(b) Das Minimalpolynom von z = ¢’ muss nach (a) auch alle 7" mit ggt(m,n) = 1 als Nullstel-
len haben. Dies sind nach Bemerkung 3.15 (b) aber genau die primitiven Einheitswurzeln.
Damit kann der Grad des Minimalpolynoms von z nicht kleiner als |E}| sein. Da dies nach
Definition 3.16 aber genau der Grad von ®,, ist, sehen wir, dass ®,, wirklich das normierte
Polynom minimalen Grades mit Nullstelle z, also das Minimalpolynom von z ist. Insbeson-
dere ist @, nach Lemma 2.6 damit irreduzibel in Q][t]. O

Bemerkung 3.28. Da &, die primitiven n-ten Einheitswurzeln als Nullstellen hat, normiert und
nach Satz 3.27 (b) auch irreduzibel in Q[f] ist, sehen wir als leichte Verallgemeinerung von Satz

. - 2mi . o
3.27 (b), dass P, nicht nur das Minimalpolynom von en , sondern sogar von jeder primitiven n-ten
Einheitswurzel ist.

Nachdem wir nun die Minimalpolynome ®,, der Einheitswurzeln e kennen, wollen wir natiirlich
auch noch den Grad dieser Polynome bestimmen. Dieser ist nach Konstruktion genau |E} |, also | Z}|
nach Bemerkung 3.15 (b). Wenn ihr die Vorlesung ,,Elementare Zahlentheorie* schon gehort habt,
wisst ihr bereits, was hierbei herauskommt:

Satz 3.29 (Grad der Kreisteilungspolynome). Es sei n € N~ eine natiirliche Zahl mit Primfaktor-
zerlegung n = plfl - «wo . p (fiir verschiedene Primzahlen py,...,p,). Dann gilt fiir jede primitive
n-te Einheitswurzel z

[2: Q] = deg®, = |E;| = |Z;| = 9(n),
wobei ¢ die Eulersche ¢-Funktion

ist.

Beweis. Die erste Gleichheit ist Bemerkung 3.28, die zweite folgt aus Definition 3.16, und die dritte
aus Bemerkung 3.15 (b). Es bleibt also nur noch die letzte Gleichheit, d. h. die Anzahl der Einheiten
in Z, zu berechnen. Wir tun dies in zwei Schritten:

1. Fall: n = p* ist eine Primzahlpotenz. Die Nichteinheiten von Z, sind dann genau 7 fiir alle
m=0,...,p*—1, die einen gemeinsamen Teiler mit p* haben [G, Folgerung 10.32]. Dies sind genau
die Vielfachen von p, also die p*~! Zahlen m = ip miti =0,..., p*~! — 1. Damit folgt |Z;k\ =n—
prl=(p-1)p

2.Fall: n= p]l“ - -+ . pkr ist eine beliebige natiirliche Zahl. Nach dem chinesischen Restsatz [G, Satz
11.22] gilt dann
anz ky XX Ky -
Py Pr

Da ein Element in einem Produktring nach Definition der Ringstruktur offensichtlich genau dann
eine Einheit ist, wenn jede Komponente eine Einheit ist, folgt daraus auch

Z; = (ZP/II) REREI (Zpl}")
Nach dem 1. Fall ergibt sich hieraus sofort die behauptete Formel |Z}| = ¢(n). O

Aufgabe 3.30. Man zeige: ist n > 2, so gilt [z + % : Q] = % ¢(n) fiir jede primitive n-te Einheits-
wurzel z.

Wie bereits angekiindigt hat Satz 3.29 natiirlich eine unmittelbare Anwendung auf die Frage nach der
Konstruierbarkeit des regelméBigen n-Ecks mit Zirkel und Lineal. Dazu miissen wir nach Beispiel

2.23 (C) herausfinden, wann [e% : Q] = ¢(n) eine Zweierpotenz ist.

05
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Lemma 3.31. Es sei n € Nog. Dann ist ¢(n) genau dann eine Zweierpotenz, wenn n von der Form
n:2m.p1. Ry

ist, wobei r,m >0 gilt und p ..., pr verschiedene Primzahlen der Form p; =2*" + 1 mitay,...,a, €
N sind.

Beweis. Hat n die angegebene Form, so ist nach Satz 3.29

T 2% fiir m = 0,
)= ot o2 gy
JI= 2 fiirm >0

eine Zweierpotenz. Hat umgekehrt n die allgemeine Primfaktorzerlegung n = pll(' cee e p’;f und ist

r

o) =TT(pi—1)pi™"
i=1

eine Zweierpotenz, so konnen ungerade Primfaktoren wegen des Faktors pf" “lin ¢(n) offensichtlich
nur einfach auftreten, und wegen des Faktors p; — 1 miissen sie von der Form p; = 25 41 fiir gewisse
b; € N5 sein.

Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass eine Zahl der Form 25 4+ 1 nur dann eine Primzahl sein kann,
wenn b selbst eine Zweierpotenz ist. Nehmen wir also an, b wire keine Zweierpotenz. Dann konnten
wir b als b = g ¢ mit ungeradem ¢ > 1 und geeignetem ¢ < b schreiben. Setzen wir in der Identitét

Xyt = (x=y) (0 Hxt Py T yT)

dann x = 2¢ und y = —1 ein, so ist die linke Seite gleich 25 4 1, und auf der rechten Seite haben
wir den nicht-trivialen Faktor x — y = 2¢ 4 1. Also kann 2 + 1 dann nicht prim sein, was zu zeigen
war. g

Bemerkung 3.32 (Fermatsche Primzahlen). Die in Lemma 3.31 auftretenden Primzahlen der Form
22° 41 fiir a € N nennt man Fermatsche Primzahlen. Die ersten Zahlen dieser Form sind

a 0O|1] 2 3 4
2241 |3]5]17]257 65537

und dies sind in der Tat alles Primzahlen. Als man die Zahlen der Form 22‘ 4 1 zuerst untersucht
hat (und numerisch nicht weiter als bis a = 4 gekommen ist, weil es Taschenrechner ja noch nicht
gab), hat man mit ,,naiver Induktion* aus der obigen Tabelle vermutet, dass alle Zahlen dieser Form
Primzahlen sind. Heute wissen wir es jedoch besser: schon 2?2 + 1 =4294967297 = 641 - 6700417
ist zusammengesetzt, und in der Tat hat man bisher noch gar keine weitere Primzahl der Form 22 + 1
fiir a > 4 gefunden.

Folgerung 3.33 (Notwendige Bedingung fiir die Konstruierbarkeit des n-Ecks). Das regelmdfige
n-Eck ist hochstens dann mit Zirkel und Lineal konstruierbar, wenn n von der Form

nzzmpl pr

fiir ein m > 0 und verschiedene Fermatsche Primzahlen py, ..., p, ist.

Beweis. Nach Beispiel 1.23 (C) ist das regelméBige n-Eck genau dann mit Zirkel und Lineal kon-
struierbar, wenn e in einer 2-Radikalerweiterung von Q liegt. Dies ist nach Folgerung 2.22 (b)

aber hochstens dann moglich, wenn der Grad [e% : Q] eine Zweierpotenz ist. Da dieser Grad nach
Satz 3.29 gleich ¢(n) ist, folgt die Behauptung also aus Lemma 3.31. 0

Bemerkung 3.34. Die ersten n-Ecke, die nach dem Kriterium aus Folgerung 3.33 nicht mit Zirkel
und Lineal konstruierbar sind, sind n =7, 9, 11, 13 und 14. In allen anderen Fillen mit n < 17 ist
¢@(n) nach Lemma 3.31 eine Zweierpotenz — was bedeutet, dass wir dann mit unseren bisherigen
Ergebnissen noch keine Aussage iiber die Konstruierbarkeit machen konnen. Erst in Folgerung 7.8
werden wir mit Hilfe der Galoistheorie sehen, dass die Bedingung in Folgerung 3.33 in der Tat auch
hinreichend ist und alle n-Ecke, fiir die ¢(n) eine Zweierpotenz ist, auch wirklich mit Zirkel und
Lineal konstruiert werden konnen.
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4. Zerfillungskorper

In den bisherigen Kapiteln der Vorlesung haben wir sehr ausfiihrlich einfache algebraische Korperer-
weiterungen behandelt. In der Regel hatten wir dazu eine Korpererweiterung L/K mit einem iiber
K algebraischen Element a € L, und haben dann den Korper K (a) mit Hilfe des Minimalpolynoms
von a studiert, also mit dem eindeutig bestimmten normierten irreduziblen Polynom f € K[¢] mit
Nullstelle a

Wir wollen in diesem Kapitel nun in gewissem Sinne den umgekehrten Weg gehen und uns fragen:
haben wir einen Koérper K und ein irreduzibles Polynom f € K[¢], finden wir dann immer einen
Erweiterungskorper L von K, in dem f eine Nullstelle a € L besitzt? Oder vielleicht sogar einen
Erweiterungskorper, in dem f komplett in Linearfaktoren zerfillt?

Eine solche Frage ist sehr natiirlich und tritt z. B. bei der Konstruktion der komplexen Zahlen auf.
Versetzt euch doch einmal in die Zeit zuriick, als ihr den Korper der komplexen Zahlen noch nicht
kanntet. Ihr stellt fest, dass man in R aus —1 keine Wurzel ziehen kann, dass eine solche Wurzel
fur viele Anwendungen aber sehr niitzlich wire. Thr wiirdet also gerne von R zu einem grofleren
Korper iibergehen, in dem eine Wurzel aus —1 existiert, d. h. in dem das Polynom > + 1 eine Null-
stelle besitzt. Aber gibt es so etwas iiberhaupt? Typischerweise fillt die Antwort auf diese Frage in
Form des Korpers C dann in der Schule oder in den ,,Grundlagen der Mathematik* irgendwann vom
Himmel; man definiert C dort in der Regel zunichst als R2 mit einer recht unmotiviert aussehen-
den Multiplikation und beweist erst einmal, dass man so einen Erweiterungskorper von R erhilt.
Und im Nachhinein stellt man dann irgendwann fest, dass dieser Erweiterungskorper auch ,,zufél-
lig* das Problem der Wurzel aus —1 16st — aus der Konstruktion von C war das aber sicher nicht
offensichtlich.

Wir wollen dieses Problem nun systematisch angehen und sehen, wie man ganz gezielt zu einem
gegebenen Polynom {iiber einem Koérper immer einen Erweiterungskorper finden kann, in dem das
Polynom eine Nullstelle hat oder sogar in Linearfaktoren zerféllt. Wir betrachten zunéchst einmal
den einfacheren Fall einer einzelnen Nullstelle und definieren uns einen Begriff fiir das, was wir
suchen.

Definition 4.1 (Stammkorper). Es sei f € K[t] ein irreduzibles Polynom iiber einem Korper K.
Ein Erweiterungskorper L von K heifit Stammkorper von f (iiber K), wenn es ein a € L gibt mit
f(a) =0und L =K(a).

Bemerkung 4.2.

(a) Kennen wir bereits einen Erweiterungskorper Z von K, in dem f eine Nullstelle a besitzt, so
ist L = K(a) < Z offensichtlich ein Stammkorper von f.

(b) Die Bedingung L = K(a) in Definition 4.1 konnen wir als eine Art Minimalititsforderung
auffassen: wir wollen zu K nur die gewiinschte Nullstelle @ und nicht noch weitere unnotige
Elemente adjungieren. Dies wird in Bemerkung 4.9 dafiir sorgen, dass der Stammkdorper
eines Polynoms (bis auf Isomorphie) eindeutig bestimmt ist.

(c) IstLein Stammkorper von f € K[t] und a wie in Definition 4.1, so ist f nach Lemma 2.6 bis
auf einen konstanten Faktor das Minimalpolynom von a. Insbesondere gilt also

[L:K]=[K(a):K]=[a: K] =deg f

nach der Voraussetzung L = K (a) und Satz 2.14 (a). Wir sehen also bereits, dass alle Stamm-
korper von f denselben Grad iiber K haben miissen.
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Beispiel 4.3.

(a) Betrachten wir das Polynom f = > + 1 € R[] und gehen wir davon aus, dass wir den Kor-
per C der komplexen Zahlen bereits kennen, so ist R(i) = C nach Bemerkung 4.2 (a) ein
Stammkorper von f iiber R. Genauso ist Q(ﬁ) < R ein Stammk®&rper von 2 — 2 iiber Q.

(b) Es sei K = Z,. Da das Polynom > +¢ + 1 € Z,|[t] offensichtlich keine Nullstelle in Z; hat,
ist es nach Aufgabe 2.7 (a) irreduzibel. In diesem Fall kennen wir momentan noch keinen
Stammkorper von f — schon allein deswegen, weil wir bisher noch iiberhaupt keinen Erwei-
terungskorper von Z; kennen.

Wir wollen nun sehen, wie man zu einem gegebenen irreduziblen Polynom mit Hilfe von Faktorrin-
gen von Polynomringen stets einen Stammkorper konstruieren kann. Ist f € K[r] ein Polynom, so
bezeichne dazu wie iiblich (f) = {af: a € K[f]} das von f erzeugte Ideal in K[t] und K[t]/(f) den
zugehorigen Faktorring [G, Beispiel 8.8 (a) und Satz 8.10].

Lemma 4.4 (Existenz von Stammkorpern). Es sei f € K[t] ein nicht-konstantes Polynom iiber einem
Korper K. Dann gilt:

(a) Der Ring K[t]/(f) ist genau dann ein Korper, wenn f irreduzibel ist.

(b) Ist f irreduzibel, so ist L = K[t]/(f) ein Stammkdrper von f; in ihm ist t ein Element mit
f(£) =0und L=K(7).

Beweis.

(a) ,,=: Angenommen, f wire reduzibel, d. h. es wire f = g - h fiir nicht-konstante Polynome
g,h € K[t]. Im Faktorring K [t]/(f) wire dann g-h = f =0, wihrend g und % ungleich 0 sind,
da g und % offensichtlich keine Vielfachen von f sind. Also besitzt K[t]/(f) nicht-triviale
Nullteiler und kann damit kein Korper sein [G, Lemma 7.8 (c)].

»<="“: Es sei nun f irreduzibel. Da K[t]/(f) in jedem Fall bereits ein Ring ist, bleibt nur
noch zu zeigen, dass jedes Element g # 0 in K[t]/(f) ein multiplikatives Inverses besitzt.
Beachte dazu, dass f und g in K[t] teilerfremd sind: Da f nach Voraussetzung irreduzibel und
damit prim ist [G, Bemerkung 11.6], konnte ohnehin nur f selbst der einzige gemeinsame
Primfaktor von f und g sein — aber dann wire g ein Vielfaches von f und damit g = 0 in
K|t]/(f). Nach dem Lemma von Bézout [G, Satz 10.13 (b)] gibt es also Polynome p und
g mit pf+qg=1in K[t], d.h. g-g =1 in K[t]/(f). Damit besitzt g wie gewiinscht ein
multiplikatives Inverses g in K[t]/(f).

(b) Nach (a) ist L ein Korper. Der offensichtliche Morphismus K — L, a — @ ist nach Bemer-
kung 1.3 (b) injektiv und macht L damit zu einem Erweiterungskorper von K. Weiterhin gilt
nach Konstruktion natiirlich f(7) = f = 0 € L. Dariiber hinaus erzeugen K und ¢ zusammen
den Polynomring K[f] und damit auch L = K[t]/(f), d. h. es ist L = K(¥). O

Beispiel 4.5. Wir betrachten noch einmal den Korper K = Z; mit dem irreduziblen Polynom
f=1t>4+1t+1€ Z,[t] aus Beispiel 4.3 (b). Nach Lemma 4.4 (b) ist dann L := Z[a]/(a® +a+1)
ein Stammkdrper von f, in dem @ eine Nullstelle von f ist. Beachte, dass wir hier im Polynomring
eine andere formale Variable a als sonst iiblich gewihlt haben, damit gleich keine Verwirrung auf-
tritt, wenn wir auch Polynome iiber L betrachten, die wir dann wieder mit der formalen Variablen ¢
schreiben wollen: im Polynomring L[t] iiber dem Koeffizientenkorper L = Zs[a]/(a* +a+ 1) ist @
nun eine Konstante und kein lineares Polynom!

Wenn a eine Nullstelle von f tiber L ist, muss man diese natiirlich abspalten und f damit iiber L als
Produkt von zwei linearen Faktoren schreiben konnen. In der Tat zeigt eine einfache Rechnung in
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L]t], dass
(t—a)(t—a—1)=r*—2-a+1)t+a®>+a
=2 —2-a+1)—-1 (@+a+1=0inL)
=2 41+1 (char L = char K = 2 nach Beispiel 1.7 (b))

Damit zerfillt f also in der Tat iiber L in Linearfaktoren; die Nullstellen von f in L sind @ und a +1.

Bemerkung 4.6. Bei Rechnungen in Stammkéorpern der Form L = K[t]/(f) wie in Lemma 4.4
ldasst man in der Notation oft die Querstriche zur Bezeichnung der Restklassen im Faktorring weg,
wenn dies nicht zu Verwirrungen fithren kann. In Beispiel 4.5 wéren mit dieser Konvention also alle
Querstriche tiberfliissig, und a (statt @) wére dort dann ein Element in dem Erweiterungskorper L mit
a*+a+1 =0 (statt a® +a+ 1 = 0). Dies macht die Formeln einfacher lesbar und kann auch durch
die Tatsache motiviert werden, dass wir ja K als Unterkorper von L identifizieren wollen und es dann
merkwiirdig wire, Elemente von K ohne und solche von L mit Querstrich zu schreiben.

Aufgabe 4.7. In dieser Aufgabe wollen wir eine Verallgemeinerung der Aussage aus Lemma 4.4 (a)
herleiten, die allgemein die Frage beantwortet, wann ein Faktorring R/I sogar ein Korper ist.

Dazu hei3e ein Ideal  # R in einem Ring R ein maximales Ideal, wenn fiir jedes Ideal J O I bereits
folgt, dass J = R. Man zeige:

(a) Der Ring R/I ist genau dann ein Korper, wenn / ein maximales Ideal ist.

(b) Ist R ein Hauptidealring, so ist ein Ideal I = (a) fiir eine Nichteinheit a # 0 genau dann ein

maximales Ideal, wenn a irreduzibel ist.

Im Fall des Polynomrings R = K[t] iiber einem Korper K ergibt sich aus (a) und (b) offensichtlich
genau Lemma 4.4 (a). Welche euch bereits bekannte Aussage ergibt sich im Fall R = Z?

Nach der Existenz von Stammkorpern wollen wir nun auch deren Eindeutigkeit (bis auf Isomorphie)

zeigen. Wir beweisen dazu eine etwas allgemeinere Aussage, die wir spéter noch mehrfach benétigen
werden.

Lemma 4.8 (Eindeutigkeit von Stammkorpern). Es seien 6 : K —

K' ein Korperisomorphismus, f € K[t] ein irreduzibles Polynom T
iiber K und f' = o(f) € K'[t] das zugehorige Polynom iiber K'. L=K(a) ------ - L'=K'(d)
Ferner seien L = K(a) ein Stammkdrper von f iiber K mit f(a) =
Ound L' = K'(d') ein Stammkérper von f' iiber K' mit f'(a’) = 0. V! VI
o

Dann gibt es genau einen Kérperisomorphismus T : L — L' mit K
Tk = 0o und 1(a) =d'.

Beweis. Die Eindeutigkeit von 7 sieht man schnell ein: jedes Element von L = K (a) ldsst sich nach
Lemma 2.10 als Polynom ¥, 4,a" mit Koeffizienten in K schreiben. Da T ein Kérperhomomorphis-
mus ist und auf K sowie a durch 7|g = o und 7(a) = d’ festgelegt ist, muss ein solches Element von
T zwangsliufig auf

(Y 4d") =Y t(A) ()" =) 6 () (d')"
n n n
abgebildet werden. Damit ist 7 also eindeutig festgelegt, d. h. es kann hochstens einen Korperhomo-
morphismus mit den geforderten Eigenschaften geben.

Fiir die Existenz von 7 betrachten wir den Ringhomomorphismus F : K[t] — L, g — g(a). Wiederum
nach Lemma 2.10 ist F surjektiv; der Kern hingegen ist

KerF = {g € K[t] : g(a) = 0} = (f)
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nach Bemerkung 2.5, da f wegen Bemerkung 4.2 (c) bis auf einen konstanten Faktor das Minimal-
polynom von a ist. Nach dem Homomorphiesatz [G, Satz 8.12] ist die Abbildung

G:K[f]/(f) =L, g gla)
also ein Korperisomorphismus; offensichtlich bildet er 7 auf a und Elemente von K < K[r]/(f) auf

sich selbst ab. Genauso gibt es auf der anderen Seite einen Korperisomorphismus G' : K'[t] /(f') — L'
mit G'(7) = a’ und G'|g» = id. Die Verkettung 7 der drei [somorphismen

G ! G
K(a) == K[t1)/(f) — K'[]/(f") = K'(d)
hat dann die gewiinschten Eigenschaften, wobei der mittlere Isomorphismus einfach die Abbildung
g+ o(g) ist, die ein Polynom iiber K mit ¢ in ein Polynom iiber K’ umwandelt. O

Bemerkung 4.9. Der wichtigste Fall von Lemma 4.8 ist der, in dem o die Identitit, also K = K’
und f = f’ ist. Das Lemma besagt dann, dass es zu zwei beliebigen Stammkérpern L = K(a) und
L’ = K(d') eines irreduziblen Polynoms f € K|[t] immer einen Isomorphismus 7 : K (a) — K(d’) gibt
mit 7|x = id und 7(a) = @’. Der Stammkérper eines Polynoms ist also bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmt; wir konnen damit in Zukunft von dem Stammkdrper anstatt von einem Stammkorper von
f sprechen. In der Tat haben wir sogar etwas mehr gesehen, ndmlich dass es einen Isomorphismus
zwischen den Stammkorpern gibt, der auf dem Ursprungskorper K die Identitét ist. Man sagt dafiir
auch, dass die Stammkorper K-isomorph bzw. isomorph iiber K sind.

Beispiel 4.10.

(a) Wir betrachten in Lemma 4.8 (bzw. Bemerkung 4.9) den Fall K = K’ = R mit ¢ = id und
f = f"=t>41. Nach Beispiel 4.3 (a) ist L = L' = C dann ein Stammkd&rper von f. Allerdings
hat f die zwei Nullstellen i und —i, und damit konnen wir im Lemma @ = i und d’ = —i
wihlen. Wir erhalten so die Aussage, dass es genau einen Korperisomorphismus 7: C — C
mit T|g = id und 7(i) = —i gibt. Diesen Korperisomorphismus kennt ihr natiirlich bereits: es
ist einfach die komplexe Konjugation 7(z) =Z.

(b) Essei f =1 —2 € Q[t]. Drei Stammkorper von f sind dann z. B.
1) Q(Q@) (als Teilkorper von R) nach Bemerkung 4.2 (a);
(i) Q(v2 e%) (als Teilkorper von C) mit demselben Argument;
(iii) Qlr]/(f> —2) nach Lemma 4.4 (b).

Diese drei Korper sehen zunichst alle verschieden aus: (i) und (ii) sind verschiedene Teilkor-
per von C (da (i) nur reelle Zahlen enthilt, (ii) jedoch nicht), und der Korper (iii) ist ohnehin
auf eine ganz andere Art definiert. Dennoch sagt Bemerkung 4.9, dass diese drei Korper als
Stammkorper von f isomorph iiber Q sind.

Die algebraische Art, sich diese Aussage vorzustellen, ist einfach, dass es sich in allen drei
Fillen um den Korper handelt, der aus Q entsteht, indem man ein Element adjungiert, dessen
dritte Potenz gleich 2 ist. Wo dieses Element herkommt, spielt dabei keine Rolle — es kann ein
konkretes Element in einem schon bekannten Erweiterungskérper von Q sein (wie v/2 € R
oder v/2 e% € Cin (i) bzw. (ii)), oder einfach ein formales Element ¢ wie in (iii), von dem
man durch Ubergang zu einem geeigneten Faktorring einfach verlangt, dass 3 —2 = 0 gilt.

Bemerkung 4.11 (Konstruktion von C aus R). Mit unserem Wissen iiber Stammkorper wollen wir
noch einmal das Problem aus der Einleitung dieses Kapitels betrachten, wie man aus dem Korper R
der reellen Zahlen den Korper C der komplexen Zahlen konstruieren kann, ohne dass die Definition
von C dabei vom Himmel fillt und man erst im Nachhinein iiberpriifen muss, dass sie wirklich das
Gewiinschte leistet, nimlich eine Wurzel aus —1 einfiihrt.

Wenn man in ingenieurswissenschaftliche Biicher schaut, werden die komplexen Zahlen dort oft so
eingefiihrt: man nehme einfach an, dass es ein Element i mit i> = —1 gibt, und rechne damit dann
ganz normal weiter, als wire nichts Besonderes passiert. Als angehende Mathematiker wiirdet ihr
dazu nun vermutlich sagen, dass das so nicht geht: wenn man bisher nur die reellen Zahlen kennt,
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ist i = —1 einfach nur eine widerspriichliche und damit unerlaubte Annahme und keinesfalls eine
Definition. Das stimmt natiirlich eigentlich auch, und daher definiert man die komplexen Zahlen in
den ,,Grundlagen der Mathematik* ja auch nicht so.

Der Algebraiker hingegen sieht die Sache etwas anders und kann die Sichtweise der Ingenieure zu
einer mathematisch korrekten Definition C := R[i]/(i*> + 1) machen — denn dies ist haargenau die
Ubersetzung ins Algebraische der Idee ,,man nehme zu R ein formales Element i hinzu, fiir das
i2 = —1 gelte, und rechne damit ganz normal (mit den Kdrperaxiomen) weiter”. Und in der Tat
wissen wir ja jetzt auch, dass wir auf diese Art exakt die iiblichen komplexen Zahlen erhalten: denn
R[i]/(i* + 1) ist nach Lemma 4.4 (b) ein Stammkorper des Polynoms #2 + 1, der zum Stammkorper
C (siehe Beispiel 4.3 (a)) nach Bemerkung 4.9 isomorph ist.

Wir wollen die Idee von Stammkorpern nun dahingehend ausweiten, dass wir Erweiterungskorper
suchen, in denen ein gegebenes Polynom nicht nur eine Nullstelle hat, sondern sogar komplett in
Linearfaktoren zerfillt. Die Definition, die in diesem Sinne Definition 4.1 entspricht, ist die folgende.

Definition 4.12 (Zerfillungskorper). Es sei f € K[t] mit f # 0 ein Polynom iiber einem Korper
K. Ein Erweiterungskorper L von K heiBt Zerfallungskorper von f (iiber K), wenn es A € K und
ai,...,a, € L gibt mit

f=A(t—a1) - -(t—ay) €Lff] und L=K(ai,...,an).

Bemerkung 4.13. Die folgenden beiden Eigenschaften sind vollig analog zu denen von Stammkor-
pern in Bemerkung 4.2:

(a) Kennen wir bereits einen Erweiterungskorper Z von K, in dem f in Linearfaktoren zerfillt,
also f=A(t—a) - -(t—a,) mitA €Kunday,...,a, € Zgilt,soistL=K(ay,...,a,) <Z
offensichtlich ein Zerfidllungskorper von f iiber K. Dies ist z. B. in der Regel der Fall, wenn
K = Q ist und wir eine Zerlegung in Linearfaktoren iiber Z = C hinschreiben konnen.

(b) Die Bedingung L = K(ay,...,a,) in Definition 4.12 ist eine Art Minimalititsforderung, die
besagt, dass wir zu K nicht noch mehr Elemente adjungieren wollen, als wir fiir die Zerle-
gung in Linearfaktoren unbedingt benétigen. Wie schon bei den Stammkdrpern wird dies in
Satz 4.16 zur Eindeutigkeit von Zerfillungskorpern fiihren.

Beispiel 4.14.

(a) Das Polynom f =13 —2 € Q[t] hat offensichtlich die komplexen Nullstellen v/2 - ™5 fiir
k=0,1,2. Nach Bemerkung 4.13 (a) ist also

Q(V2,¥2e% V2 %) =Q(V2,e7) <C

ein Zerfallungskorper von f tiber Q.

(b) Es sei f € K[r] ein irreduzibles Polynom vom Grad 2 und L sein Stammkérper. Da f in L
eine Nullstelle hat und diese dann natiirlich als Linearfaktor abspaltet, zerfdllt f damit in L
auch bereits in Linearfaktoren. Fiir irreduzible quadratische Polynome fallen die Begriffe
Stammkorper und Zerfillungskorper also zusammen. So ist z.B. fiir das in Beispiel 4.5
betrachteten Polynom f = > +¢ 4 1 € Z,|t] sein Stammkorper L = Z;[a]/(a*> +a+ 1) auch
bereits ein Zerfallungskorper.

Fiir Polynome hoheren Grades ist dies natiirlich nicht so — hier kann man im Stammkdorper
zwar eine oder evtl. auch mehrere Nullstellen abspalten, aber es bleibt in der Regel noch ein
Restpolynom {iibrig, auf das man die Stammkd&rperkonstruktion rekursiv erneut anwenden
muss, bis schlielich das gesamte Polynom in Linearfaktoren zerfillt. Auf diese Art kann
man dann wie im folgenden Satz zu jedem Polynom einen Zerfillungskorper konstruieren.

Satz 4.15 (Existenz von Zerfillungskorpern). Es seien K ein Korper und f € K[t] ein Polynom mit
f #0und n=degf. Dann besitzt f einen Zerfillungskorper vom Grad héchstens n!.
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Beweis. Wir zeigen die Aussage mit Induktion iiber n; fiir n = 0 ist K selbst offensichtlich ein
Zerfallungskorper von f.

Fiir den Induktionsschritt sei nun f ein Polynom vom Grad n. Wir wihlen einen irreduziblen Faktor
g von f; in seinem Stammkorper L = K(a) ist a dann eine Nullstelle von g und damit auch von f.
Beachte, dass [L: K] = degg < deg f = n nach Bemerkung 4.2 (c).

In L spaltet f also die Nullstelle a ab, d. h. wir kénnen f = (t —a) & fiir ein & € L[t] mit degh =n—1
schreiben. Nach Induktionsvoraussetzung besitzt 2 nun einen Zerfillungskorper Z iiber L, d. h. es
isth=A(t—ap)- -+ (t —a,) fir gewisse A € K und ay,...,a, € Z mit Z = L(ay,...,a,) und
[Z:L] < (n—1)!. Damitistaber f =A(t—a)(t—ap)- -+ (t —a,) €Z[t],d.h. Z=L(az,...,a,) =
K(a,az,...,ay) ist ein Zerfillungskorper von f iiber K. Nach der Gradformel aus Satz 2.17 gilt
ferner wie behauptet [Z: K] =[Z:L]-[L: K] < (n—1)!-n=n!. O

Genau wie bei Stammkorpern wollen wir nun auch fiir Zerfallungskorper noch ihre Eindeutigkeit
zeigen. Ganz analog zum Beweis ihrer Existenz in Satz 4.15 zeigt man auch diese Eindeutigkeit
rekursiv aus der entsprechenden Aussage iiber Stammkorper in Lemma 4.8.

Satz 4.16 (Eindeutigkeit von Zerfillungskorpern). Es seien 6 : K — K’ T

ein Korperisomorphismus, f € K[t] ein Polynom mit f # 0 und L o---oeee- - L
= o0o(f) € K'[f] das zugehérige Polynom iiber K'. Ferner seien L und
L' Zerfillungskorper von f bzw. f' iiber K bzw. K'.

Dann gibt es einen Isomorphismus T : L — L' mit T|x = ©. K

VI VI

K/

Beweis. Wir zeigen die Aussage wieder mit Induktion iiber n = deg f = deg f’. Fiir n = 0 haben f
und f’ keine Nullstellen, also muss L = K und L' = K’ gelten und wir kénnen T = ¢ wiihlen.

Fiir den Induktionsschritt sei nun n beliebig. Wir wihlen einen irreduziblen Faktor g von f. Nach
Voraussetzung zerfillt f und damit auch g tiber L in Linearfaktoren; insbesondere gibt es also ein
a € L mit f(a) = g(a) = 0. Genauso ist g’ = o(g) ein irreduzibler Faktor von f’, und es gibt ein
d el mitf'(d)=g'(d)=0.

Nach Bemerkung 4.2 (a) sind nun K(a) < Lund K’(a') < L' Stammkérper von g bzw. g’. Aufgrund
von Lemma 4.8 finden wir also einen Isomorphismus @ : K(a) — K'(a') mit ¢|x = o und @(a) =d’,
d. h. wir konnen das untere Rechteck im Diagramm unten rechts vervollstdndigen.

Da a eine Nullstelle von f in K(a) ist, kénnen wir nun f = (t —a)h € T

K (a)]t] fiir ein Polynom /2 vom Grad n — 1 schreiben. Dann ist L als Zerfil- Lo-oeoeeees - U
lungskorper von f iiber K offensichtlich auch ein Zerfallungskorper von h Vi Vi
iiber K(a), denn beide entstehen aus K durch Adjunktion von a sowie der

Nullstellen von /. Genauso ist L' ein Zerfillungskorper iiber K'(a’) vom  K(q) L0k ()
entsprechenden Polynom /4’ = @ (h) mit f' = (t —d') i’ € K'(d')[t]. Nach
Induktionsvoraussetzung, angewendet auf den Isomorphismus ¢ und das Vi Vi
Polynom #, konnen wir also auch das obere Rechteck im Diagramm rechts o ,
vervollstandigen, d.h. wir finden wie gewiinscht einen Isomorphismus K K
T:L— L' mit t|g(,) = @, insbesondere also mit T|x = ©. 0
Bemerkung 4.17.

(a) Wenden wir Satz 4.16 auf den Fall K = K/, ¢ = id und damit f = f’ an, so sehen wir
wie in Bemerkung 4.9 im Fall von Stammkorpern, dass es zu zwei Zerféllungskorpern L
und L’ eines Polynoms f € K[f] mit f # O stets einen K-Isomorphismus 7 : L — L' gibt.
Der Zerfillungskorper eines Polynoms ist also bis auf K-Isomorphie eindeutig bestimmt.
Wir kénnen in diesem Sinne damit in Zukunft von dem Zerfillungskorper statt von einem
Zerfallungskorper von f reden.

(b) Im Gegensatz zur analogen Aussage iiber Stammkorper in Lemma 4.8 ist der K-Iso-
morphismus 7 : L — L' in Satz 4.16 nicht eindeutig. Dies liegt daran, dass wir im Beweis
des Satzes fiir das Element a € L eine Nullstelle @’ € L' von g’ als das Bild von a unter T
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wihlen konnten — wofiir es in der Regel natiirlich mehrere Moglichkeiten gibt. In der Tat ist
die Nichteindeutigkeit dieses Isomorphismus einer der Schliisselpunkte der Galoistheorie,
die wir in Kapitel 5 untersuchen werden (siehe z. B. Definition 5.1 (b)).

Aufgabe 4.18. Berechne fiir die folgenden Polynome f € K[t] ihren Zerfillungskorper L sowie den
Grad [L: K]:

(a) t” — q € Q[t] fiir zwei Primzahlen p und g;
(b) 1 +6€Q[t];
(c) t*+2 € Zst].

Aufgabe 4.19. Es sei L der Zerfillungskorper eines Polynoms f € K[t] mit f # 0 iiber einem Korper
K. Ferner seien g € K|t] ein irreduzibles Polynom und Z der Zerféllungskorper von f - g. Da dann of-
fensichtlich auch f und g in Z in Linearfaktoren zerfallen, konnen wir insbesondere L als Teilkorper
von Z auffassen.

Man zeige:

(a) Sind a,b € Z zwei Nullstellen von g, so sind die Teilkorper L(a) und L(b) von Z isomorph
iiber K.

(b) Hat g eine Nullstelle in L, so zerfillt g in L bereits in Linearfaktoren.

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir noch zwei Anwendungen von Zerfillungskorpern be-
handeln. Die erste besteht darin, dass wir nun endliche Korper, also Korper mit nur endlich vielen
Elementen, besser untersuchen konnen. Bisher kannten wir als ,,systematische Beispiele® fiir solche
endlichen Korper nur die Korper Z,, fiir eine Primzahl p. Wir hatten allerdings in Beispiel 4.5 mit
dem Stammkorper K = Zy[a]/(a* +a+ 1) von t? +1 + 1 € Z;[t] auch schon ein Beispiel fiir einen
endlichen Korper gesehen, der nicht von dieser Form ist: nach Bemerkung 4.2 (c) ist [K : Z] =2,
d.h. K ist ein 2-dimensionaler Z,-Vektorraum. Als Z,-Vektorraum ist K also isomorph zu Z% und
hat demzufolge 4 Elemente. Damit ist K ein endlicher Korper, der sicher nicht von der Form Z,, fiir
eine Primzahl p sein kann.

Mit unseren Ergebnissen iiber Zerfallungskorper konnen wir nun in der Tat bis auf Isomorphie alle
endlichen Korper konkret angeben. Wir benotigen dazu zuerst ein kleines Lemma, das die mogliche
Anzahl |K| von Elementen eines endlichen Korpers K wesentlich einschriinkt.

Lemma 4.20. Es sei K ein endlicher Korper. Dann ist |K| = p" fiir eine Primzahl p und ein r € N+,
und die Charakteristik von K ist p.

Beweis. Es sei P(K) < K der Primkorper von K aus Definition 1.4. Nach Aufgabe 1.11 ist dieser
Primkorper durch die Charakteristik von K eindeutig bestimmt:

e Ist charK = 0, so ist P(K) = Q. Also ist K dann ein Erweiterungskorper von Q und kann
damit insbesondere nicht endlich sein. Dieser Fall tritt also fiir endliche Korper nicht auf.

e IstcharK = p eine Primzahl, so ist P(K) = Z,, d. h. K ist ein Erweiterungskorper von Z,, und
damit auch ein Z,-Vektorraum der Dimension r := [K : Z|. Natiirlich muss diese Dimension
endlich sein, da K sonst kein endlicher Korper wire. Damit ist K als Z,-Vektorraum (nicht
jedoch als Ring!) isomorph zu Z/, und es folgt |K| = p". 0

Das bemerkenswerte Resultat ist nun, dass es zu jeder Primzahlpotenz wie in Lemma 4.20 genau
einen Korper mit dieser Anzahl von Elementen gibt. Wir definieren diese Korper zunichst, und
zeigen danach, dass dies wirklich die Korper sind, die wir suchen.

Definition 4.21 (Endliche Korper). Es sei g = p” fiir eine Primzahl p und ein r € N+ (. Wir definieren
IF, als den Zerfillungskorper des Polynoms ¢7 — ¢ iiber Z, (der Buchstabe F steht fiir ,,field”, das
englische Wort fiir Korper).
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Beispiel 4.22.

(a) Ist p eine Primzahl, so ist IF;, nach Definition der Zerfllungskorper von f = t” —¢ iiber Z,.
Nun gilt nach Lemma 3.23 (b) aber a” = a fiir alle a € Z,, d.h. jedes Element a € Z, ist
Nullstelle von f. Da f Grad p hat, zerfillt f damit schon iiber Z, in Linearfaktoren — es
ist ndmlich f = [lsez, (t —a). Also ist Z, bereits der Zerfillungskorper von f, d.h. es ist
F,=Z,.

(b) Der Korper F4 ist nach Definition der Zerfallungskrper von

f=tt—t=t(-1)=1t(@—1) (P +1+1)
iiber Z, und damit auch der Zerfillungskorper von 1>+ + 1 iiber Z,. Mit Beispiel 4.14

(b) ist also Fy = Zs[a]/(a* +a+1). Beachte, dass (wie vor Lemma 4.20 schon bemerkt)
[F4 : Z»] = 2 und damit |F4| = |Z3| = 4 gilt, d. h. Fy ist ein Korper mit 4 Elementen.

Aufgabe 4.23. Berechne eine Multiplikationstafel fiir den Korper Fy.

Wir wollen nun sehen, dass F, in der Tat fiir jede Primzahlpotenz g ein Korper mit ¢ Elementen ist.
Beachte, dass dies ganz und gar nicht offensichtlich ist, da wir fiir den Grad des Zerfillungskorpers
im Allgemeinen ja nur die Abschétzung aus Satz 4.15 haben.

Lemma 4.24. Fiir jede Primzahlpotenz q gilt |F,| = q.

Beweis. Ist g = p", so ist IF, zunichst einmal nach Definition der Zerfillungskorper von f =7 —¢
tiber Z, d. h. wir haben eine Zerlegung

q

11—t =] —a),

i=1

wobei N := {ay,...,a,} C F, genau die Menge der Nullstellen von f in [, ist. Wir wollen zunichst
zeigen, dass diese Nullstellen auch wirklich alle verschieden sind. Nach Lemma 3.24 (b) gentigt es
dazu zu sehen, dass f teilerfremd zu seiner formalen Ableitung f” ist. Da diese formale Ableitung in
unserem konkreten Fall gleich f' = g9~ ! — 1 = —1 ist (beachte, dass ¢ = 0 in Z,, gilt), ist dies aber
offensichtlich. Also sind die Nullstellen von f alle verschieden, d. h. es ist [N| = g.

Wir miissen also nur noch sehen, dass N = [, gilt. Dazu zeigen wir mit dem Kriterium aus Bemer-
kung 1.3 (a) zunéchst, dass N ein Korper ist:

e 0,1 € N, denn diese beiden Elemente sind offensichtlich Nullstellen von f.

e Esseiena;,a; € N, also a? =g;und a? = aj. Beachte, dass wegen char[F, = p mit demselben
Argument wie im Beweis von Lemma 3.23 (a) gilt, dass

e
)

fur alle x,y € Fy, denn p| (f) und damit (]: =0 ¢eF, fir 0 <i < p. Damit erhalten wir

(aita;)? = (((ai+a;)")" ) =al +al =a;+a; unddamita;+a; € N;
(—a;))?=—dl = —q und damit —q; € N;
(aia;)? = alaf = aja, und damit a;a; € N;
(alfl)q: (a?)*l :alfl und damit a[l € N fiir a; # 0.

Also ist N ein Korper. Natlirlich muss er damit den Primkorper Z), enthalten und ist daher der kleinste
Korper, der Z, und ay, . .., a, enthilt, d. h. gleich Z,(ay, ...,a,) = F,. Damitist |F,| = [N|=¢. O

Mit diesen Ergebnissen erhalten wir nun die angekiindigte vollstindige Klassifikation der endlichen
Korper.

Folgerung 4.25 (Klassifikation endlicher Korper). Die endlichen Kérper sind bis auf Isomorphie
genau die Korper B fiir eine Primzahlpotenz q.
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Beweis. Die Korper F, sind nach Lemma 4.24 natiirlich endliche Korper, die paarweise verschieden
sind, da sie unterschiedlich viele Elemente haben.

Ist umgekehrt K ein beliebiger endlicher Korper, so gilt zunéchst |K| = g = p” fiir eine Primzahl p
und ein r € N5 nach Lemma 4.20, und der Primkorper von K ist Z, nach Aufgabe 1.11 (b). Ferner
hat die Einheitengruppe K* = K\{0} von K dann g — 1 Elemente. Nach dem kleinen Satz von Fermat
[G, Folgerung 5.12 (b)] gilt also a?~! = 1 fiir alle @ € K* und damit a? = a fiir alle a € K.

Insgesamt ist K also ein Erweiterungskorper von Zjp, in dem das Polynom ¢ —¢ in Linearfakto-

ren zerfillt, da es ja alle ¢ Elemente ay,...,a, von K als Nullstellen hat. Weil in K natiirlich auch
Zp(ay,...,a4) = K gilt, ist K damit der (nach Bemerkung 4.17 (a) eindeutig bestimmte) Zerfillungs-
korper F, von 19 —t iiber Zj,. O

Aufgabe 4.26. Es seien p eine Primzahl und m,n € N.g. Zeige, dass F,» genau dann (bis auf
Isomorphie) in [F,» enthalten ist, wenn m | n gilt.

Aufgabe 4.27. Es sei f € Z,|t] ein irreduzibles Polynom vom Grad n. Man zeige:

(a) In Fj» zerfillt f in Linearfaktoren.

(b) f|t7" —tin Z,r].

Fiir die zweite Anwendung von Zerfillungskorpern erinnern wir uns noch einmal an Aufgabe 1.17,
in der wir gezeigt haben, dass man die Korpererweiterung Q(+/2,+/3), bei der man eigentlich zwei
Elemente zu Q adjungiert hat, auch als einfache Korpererweiterung Q(\@ +1/3) schreiben kann. Da
einfache Korpererweiterungen oft schoner zu behandeln sind als allgemeine (siehe z. B. Satz 2.14),
wollen wir uns fragen, ob man vielleicht jede Korpererweiterung als einfache Korpererweiterung
schreiben kann. In der Tat stellt sich heraus, dass dies zumindest fiir endliche Erweiterungen in
Charakteristik 0 immer moglich ist.

Satz 4.28 (Satz vom primitiven Element). Es sei L/K eine endliche Korpererweiterung mit
charK = 0. Dann ist L/K einfach, d. h. es gibt ein ¢ € L mit L = K(c). (Ein solches ¢ wird dann
oft auch primitives Element genannt. )

Bevor wir diesen Satz beweisen, bendtigen wir noch eine Vorbemerkung.

Bemerkung 4.29 (ggt von Polynomen iiber verschiedenen Kérpern). Es seien f, g € K|t] zwei Poly-
nome {iber einem Korper K, die nicht beide gleich O sind. Ferner sei L > K ein Erweiterungskorper
von K, so dass wir f und g also auch als Polynome iiber L auffassen konnen.

In dieser Situation konnen wir den (nach [G, Notation 10.31 (b)] eindeutig bestimmten) normierten
groBten gemeinsamen Teiler ggt(f,g) dieser beiden Polynome natiirlich sowohl iiber K als auch
iiber L ausrechnen. Da sich ggt(f,g) aber mit Hilfe des euklidischen Algorithmus durch fortgesetzte
Polynomdivision berechnen lisst [G, Satz 10.27] und die Division zweier Polynome in K[¢] mit Rest
nach Konstruktion offensichtlich nicht davon abhingt, ob man sie als Elemente von K|[t] oder L[t]
auffasst [G, Satz 10.19], sehen wir, dass der groBte gemeinsame Teiler ggt(f,g) in der Tat davon
unabhéngig ist, ob man ihn iiber K oder L berechnet hat.

Beachte, dass dieses Ergebnis nicht mehr ganz so offensichtlich ist, wenn man sich ggt(f,g) als
Produkt der sowohl in f als auch in g auftretenden Primfaktoren (mit den entsprechenden Potenzen)
vorstellt, da die Primfaktorzerlegungen von f und g natiirlich durchaus davon abhingen, ob man sie
iber K oder iiber L betrachtet.

Durch Kombination dieses Ergebnisses mit Lemma 3.24 (b) erhalten wir nun ein einfaches und wich-
tiges Kriterium dafiir, dass ein Polynom in seinem Zerfillungskorper keine mehrfachen Nullstellen
hat:

Folgerung 4.30. Es sei f ein nicht-konstantes irreduzibles Polynom iiber einem Korper K mit
charK = 0. Dann hat f in keinem Erweiterungskorper von K mehrfache Nullstellen.

07
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Beweis. Wegen charK = 0 ist die formale Ableitung f’ von f nicht das Nullpolynom (beachte,
dass dies in positiver Charakteristik im Allgemeinen falsch ist, da z. B. das Polynom ¢? iiber Z,, die
formale Ableitung 0 hat). Damit sind f und f” in K teilerfremd: da f irreduzibel ist, konnte hochstens
f ein gemeinsamer Teiler von f und f” sein — was aber unméglich ist, da f” # 0 kleineren Grad als f
hat und somit nicht f als Teiler haben kann. Also ist ggt(f, /) = 1 in K, und nach Bemerkung 4.29
daher auch in jedem Erweiterungskorper L > K. Damit hat f nach Lemma 3.24 (b) keine mehrfachen
Faktoren, insbesondere also auch keine mehrfachen Nullstellen in L. O

Kommen wir nun aber zum Beweis des Satzes vom primitiven Element:

Beweis von Satz 4.28. Da L/K eine endliche Korpererweiterung ist, kénnen wir in jedem Fall
L=K(ay,...,a,) fir gewisse Erzeuger ay,...,a, € L schreiben, die algebraisch iiber K sind. Mit
Induktion iiber n geniigt es dann offensichtlich zu zeigen, dass wir stets zwei Erzeuger zu einem zu-
sammenfassen konnen. Mit anderen Worten konnen wir also annehmen, dass L = K(a,b) von zwei
Elementen erzeugt wird, und miissen dann zeigen, dass es ein ¢ € L gibt mit K(a,b) = K(c).

Dazu seien f und g die Minimalpolynome von a bzw. b sowie Z der Zerfallungskorper von f - g.
Dann zerfallen in Z auch f und g in Linearfaktoren, d. h. wir kénnen

f:fllo—ai) und g:ﬁl(r—bn
= j=

fiir gewisse ay,...,a,,by,...,bs € Z schreiben. Beachte, dass die a1, ...,a, sowie die by,...,bs nach
Folgerung 4.30 verschieden sind, da f und g als Minimalpolynome irreduzibel sind. Auferdem
konnen wir diese Nullstellen so nummerieren, dass a; = a und by = b gilt.

Wir wihlen nun ein A € K, so dass

ai+Aby # a;j+Ab; firallei=1,...,rund j=2,...,s (%)

gilt. Beachte, dass dies immer moglich ist: es sind ja nur die endlich vielen Werte Zii”; fiir A
J
ausgeschlossen, aber K enthilt wegen char K = 0 nach Aufgabe 1.11 (a) den Primkorper P(K) = Q
und hat damit unendlich viele Elemente. Fiir ein solches A setzen wir dann
ci=a+Ab €L
und behaupten, dass dann K(a,b) = K(c) gilt. Die Inklusion K(c) C K(a,b) ist dabei natiirlich
offensichtlich.

Um die andere Inklusion zu sehen, betrachten wir das aus f durch Variablensubstitution entstehende
Hilfspolynom

h(t) == f(c—At) €K(c)[t]
(beachte, dass ¢ in der Regel nicht in K liegt und A damit nur iiber K(c) definiert ist). Fiir dieses
Polynom gilt nach Konstruktion einerseits

h(b1) = f(c=Ab1) = f(a1) = f(a) =0,
andererseits aber
h(bj) :f(C—lbj) :f(a1 +A.b1 —lbj) 7&0
~—_——

# a; fiir alle i nach ()

fir j=2,...,s,dadie ay,...,a, ja die einzigen Nullstellen von f sind. Damit kénnen wir nun leicht
den grofBten gemeinsamen Teiler von g und % in Z ablesen: die Primfaktorzerlegung von g enthilt die
(verschiedenen) Faktoren ¢ — b; fiir j = 1,...,s jeweils einfach, wihrend die von & den Faktor t — by

wegen h(b;) = 0 enthilt, die anderen ¢ — b; fiir j =2,...,s wegen h(b;) # 0 jedoch nicht. Also ist
get(g,h)=t—by=t—binZ.

Da g und A beide iiber K (c) definiert sind, gilt nach Bemerkung 4.29 damit aber auch ggt(g,h) =1—b
iiber K(c). Insbesondere ist damit ¢ — b ein Polynom iiber K(c), d. h. es ist b € K(c¢) und damit auch
a=c—Ab € K(c). Also ergibt sich auch die Inklusion K(a,b) C K(c) und somit wie behauptet
K(a,b) = K(c). O
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Beispiel 4.31. Der Beweis von Satz 4.28 ist konstruktiv: er besagt, dass wir zu einer Korpererwei-
terung K (a,b) in Charakteristik 0 konkret ein Element ¢ mit K(a,b) = K(c) finden, indem wir eine
,nahezu beliebige* Linearkombination ¢ = a + Ab fiir ein A € K wihlen — wir miissen lediglich die
Bedingung (x) im Beweis des Satzes sicher stellen, wobei a; = a,az,...,a, und by = b, b, ... b
die Nullstellen der Minimalpolynome von a und b in einem geeigneten Erweiterungskorper sind.

Betrachten wir einmal konkret das Beispiel Q(ﬁ, v/3) aus Aufgabe 1.17,d.h. a = /2 und b = /3,
dann sind die Minimalpolynome dieser Elemente gleich f = t> —2 bzw. g = > — 3, und davon die
Nullstellen in C wiederum a; = v/2, a» = —v/2, by = /3, by = —/3. Nach (*) miissen wir also nur

tiberpriifen, dass
A+ £v2-12
2V3
ist —was bei A € Q fiir alle A # 0 erfiillt ist. Damit gilt
Q(vV2,V3) = Q(V2+21V73)

fiir alle A € Q\{0}. Fiir den Spezialfall A = 1 hatten wir dies in Aufgabe 1.17 bereits direkt iiber-
priift.
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5. Galoisgruppen

Nach dem Studium von Zerfillungskorpern im letzten Kapitel wollen wir nun wieder zu unseren
Problemen aus der Einleitung zuriickkehren. Dazu erinnern wir uns zunichst noch einmal kurz
daran, was wir z. B. iiber die Konstruktion des regelméBigen n-Ecks mit Zirkel und Lineal bereits
wissen: nach Beispiel 1.23 (C) ist das n-Eck genau dann konstruierbar, wenn z = e% in einer 2-
Radikalerweiterung von Q liegt, d. h. wenn es eine Kette

Q=K <K< <Kn=L

von Unterkorpern von C gibt, so dass z € L und jedes K;/K;_; fir i = 1,...,m eine einfache 2-
Radikalerweiterung ist (bzw. nach Aufgabe 2.21 (b) einfach Grad 2 hat).

Wir haben in Folgerung 2.22 (a) gezeigt, dass eine notwendige Bedingung hierfiir ist, dass der Grad
[z : Q] eine Zweierpotenz ist. Diesen Grad haben wir in Satz 3.29 dann auch konkret berechnet — er
ist gerade der Wert ¢(n) der Eulerschen ¢-Funktion.

Wir wollen nun sehen, ob wir auch hinreichende Kriterien fiir die Konstruierbarkeit angeben konnen,
die sich zhnlich leicht nachpriifen lassen. Nach Satz 3.29 ist fiir n = 17 z.B. ¢(n) = 16 = 2* eine
Zweierpotenz; unser notwendiges Kriterium ist damit in diesem Fall erfiillt. Wir miissen jetzt also
herausfinden, ob wir eine Kette

Q=Ko<K <K<Ky <Ky=Q(eT)

von Koérpern mit [K; : K;_1] =2 fiiri = 1,...,4 finden konnen. Dies ist jedoch nicht so einfach. Wir
bendtigen dazu offensichtlich genauere Informationen iiber die Zwischenkérper von Q(z)/Q, also
iiber die Koérper Z mit Q < Z < Q(z).

Die Idee der Galoistheorie ist nun, die Frage nach Zwischenkorpern einer gegebenen Korpererwei-
terung auf die Frage nach Untergruppen einer gegebenen Gruppe zuriickzufithren. Die Anzahl der
Elemente der Gruppen entsprechen dabei den Graden der Korpererweiterung. Im Fall des 17-Ecks
werden wir also eine gewisse Gruppe G mit 16 Elementen haben und untersuchen miissen, ob es
eine Kette von Untergruppen

G=Uy>U >Uy>Us > Us = {e}

gibt, deren Anzahl Elemente genau 16, 8, 4, 2 bzw. 1 ist. Da endliche Gruppen viel einfacher zu
behandeln sind als Korpererweiterungen, werden wir unser Problem schlieBlich auf diese Art 16sen
konnen. In der Tat werden wir in Aufgabe 5.4 sehen, dass die Gruppe G im Fall des 17-Ecks einfach
Z1¢ ist. Von dieser Gruppe konnen wir natiirlich alle Untergruppen leicht angeben [G, Aufgabe 6.29]
und insbesondere sehen, dass dort eine Untergruppenkette

Zns = (1) =2 (2) > (4) > (8) > {0}

wie oben existiert — woraus wir dann mit Hilfe der Galoistheorie schlieBen konnen, dass auch die
oben erwihnte Kette von Zwischenkorpern von Q(z)/Q existiert und das 17-Eck damit konstruierbar
ist.

Wir wollen diesen Zusammenhang zwischen Untergruppen und Zwischenkorpern nun in diesem und
dem folgenden Kapitel konkret konstruieren. Da unsere Anwendungen der Galoistheorie letztlich
bei Korpererweiterungen von @ liegen, werden wir uns dabei auf den Fall von (endlichen) Kor-
pererweiterungen in Charakteristik O beschrianken. Galoistheorie funktioniert zwar auch in positiver
Charakteristik, jedoch ist sie dort komplizierter, da dort einige Sétze nicht gelten, die uns im Folgen-
den das Leben einfacher machen werden (wie z. B. der Satz 4.28 vom primitiven Element oder die
Aquivalenz von galoisschen und normalen Korpererweiterungen in Satz 5.8). Wir vereinbaren also:

In Kapitel 5 und 6 seien alle Kérpererweiterungen endlich und von Charakteristik 0.




5. Galoisgruppen 45

Um mit unserem Programm zu beginnen, werden wir nun als Erstes angeben, wie wir iiberhaupt
einem Korper bzw. einer Korpererweiterung eine Gruppe zuordnen wollen.

Definition 5.1 (Automorphismengruppe und Galoisgruppe). Es sei L/K eine Korpererweiterung.

(a) Wir bezeichnen mit Aut(L) die Menge aller Korperisomorphismen ¢ : L — L. Der Name
kommt daher, dass man Isomorphismen mit gleichem Start- und Zielraum auch als Auto-
morphismen bezeichnet. Offensichtlich ist Aut(L) mit der Verkettung von Abbildungen eine
Gruppe. Man nennt sie die Automorphismengruppe von L.

(b) Wichtiger fiir uns ist die entsprechende relative Version: die Menge
Gal(L/K) := Aut(L/K) := {0 : L — L Korperisomorphismus mit ¢|x =id}
der Automorphismen von L, die alle Elemente von K fest lassen (also die Menge aller K-
Automorphismen in der Sprechweise von Bemerkung 4.9). Auch dies ist zusammen mit der

Verkettung von Abbildungen offensichtlich eine Gruppe. Man nennt sie die Galoisgruppe
bzw. Automorphismengruppe von L/K (in der Literatur sind beide Bezeichnungen iiblich).

Das Ziel dieses Kapitels ist es, diese Galoisgruppen von Korpererweiterungen zu studieren. Dazu
werden wir natiirlich gleich auch einige Beispiele von Galoisgruppen sehen. Um diese einfacher
berechnen zu konnen, benétigen wir jedoch zunichst ein Lemma.

Lemma 5.2 (Eigenschaften von Galoisgruppen). Es sei L/K eine Korpererweiterung (gemdify unse-
rer Konvention endlich und von Charakteristik 0). Dann gilt:

(a) Essei f € K[t) und a € L mit f(a) = 0. Fiir jedes Element der Galoisgruppe ¢ € Gal(L/K)
gilt dann auch f(o(a)) = 0. (Man sagt: die Elemente der Galoisgruppe bilden Nullstellen
auf Nullstellen ab.)

(b) Ist L= K(a) und f das Minimalpolynom von a, so gibt es eine Bijektion
{Nullstellen von f in L} Ll Gal(L/K)
b +—— der eindeutig bestimmte Isomorphismus ¢ : L — L
mit 6| =id und c(a) =b
6(a) +— o.
(¢) |Gal(L/K)| < [L:K]. (Insbesondere sind Galoisgruppen also stets endliche Gruppen.)
Beweis.
(a) Essei f=cut"+---+c1t+co mit cg,...,c, € K. Dann gilt
f(o(a)) = cao(a)" +---+cr10(a) +co
=0(cy)o(a)"+---+0o(c1)o(a)+0(co) (olg =id)
=o(cpd"+---+cra+cp) (o Korperhomomorphismus)
=0(f(a)) = 0(0) =0.
(b) Wir miissen zeigen, dass die beiden angegebenen Abbildungen existieren.

Fiir die Abbildung ,, — “ betrachten wir eine Nullstelle » von f in L. Dann ist K(b) < L
nach Bemerkung 4.2 (a) ein Stammkdrper von f, nach Bemerkung 4.2 (c) ist demzufolge
[K(b) : K] =deg f = [K(a) : K] = [L: K]. Mit der Gradformel aus Satz 2.17, angewendet auf
K <K(b) <L, bedeutet dies [L: K(b)] = 1 und damit K(b) = L.

Die Eindeutigkeit von Stammkorpern aus Lemma 4.8 besagt daher nun, dass es genau einen
Isomorphismus ¢ von K (a) = L nach K (b) = L mit o|x =id und o (a) = b gibt. Also existiert
die im Lemma angegebene Abbildung ,, — .

Die Abbildung ,, +—“ existiert, da jedes o € Gal(L/K) die Nullstelle a von f nach (a)
wieder auf eine Nullstelle von f abbildet.

Nach Konstruktion ist klar, dass die beiden Abbildungen invers zueinander sind.
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Nach dem Satz 4.28 vom primitiven Element kénnen wir annehmen, dass L = K(a) eine
einfache Korpererweiterung ist. Ist f das Minimalpolynom von a, so ist Gal(L/K) nach (b)
bijektiv zur Menge der Nullstellen von f in L. Also hat Gal(L/K) hichstens deg f Elemente.
Da nach Bemerkung 4.2 (c) ferner deg f = [L : K] gilt, folgt die Behauptung. 0

Beispiel 5.3. Wir wollen nun mit Hilfe von Lemma 5.2 (b) einige Galoisgruppen konkret berechnen.
Dazu miissen wir offensichtlich die gegebene Korpererweiterung L/K als einfache Korpererweite-
rung K(a)/K schreiben, das Minimalpolynom f von a bestimmen, und untersuchen, welche bzw.
wie viele Nullstellen f in L besitzt.

()

(b)

(©)

Es sei L/K = C/R =R(i)/R (vgl. Beispiel 4.10 (a)). Das Minimalpolynom von i ist natiir-
lich f = 2 +1, und dieses Polynom hat in L zwei Nullstellen, namlich i und —i. Also hat die
Galoisgruppe Gal(C/R) nach Lemma 5.2 (b) zwei Elemente ¢y, 0; : C — C, die eindeutig
bestimmt sind durch

oolr =id und op(i)=i
bzw. o1 |]R =id und O] (l) = —I.
In der Tat kann man hier einfach sehen, dass diese Angaben 6y und o eindeutig bestimmen:
fiir jedes z =x+iy € Cmitx,y € Rist ja
0o (x+iy) = 60 (x) + 00(i) 00 () = x+ iy
und o1(x+iy) = o1(x) +o1(i) o1(y) = x — iy,
also ist oy die Identitdt und o) die komplexe Konjugation. Als Gruppe gilt offensichtlich
Gal(C/R) = {0y, 01} = Z,, wobei die Identitit oy das neutrale Element ist. Insbesondere
gilt hier in Lemma 5.2 (c) also die Gleichheit | Gal(C/R)| =2 = [C : R], da das quadratische
Polynom f in C wirklich zwei (verschiedene) Nullstellen besitzt.
Es sei L/K = Q(+/2)/Q. Hier hat das Minimalpolynom f =3 —2 von V/2 nur die Nullstelle
V2 in L, da die anderen beiden (komplexen) Nullstellen V2 e% und V2 e% nicht reell
sind und somit nicht im Korper Q(+/2) < R liegen konnen. Also ist das einzige Element
in der Galoisgruppe nach Lemma 5.2 (b) die Identitit auf L, d.h. Gal(Q(+/2)/Q) ist die
triviale Gruppe mit nur einem Element. Insbesondere gilt nun in Lemma 5.2 (c) eine echte
Ungleichung | Gal(Q(v/2)/Q)| = 1 < 3 = [Q(+v/2) : Q], da das kubische Minimalpolynom
13 — 2 keine drei Nullstellen in Q(+/2) besitzt.

Es sei L/K = Q(e% )/Q fiir ein n € N5 o. Nach Satz 3.27 (b) ist das Minimalpolynom f von

2mi . . .. . .
en gerade das n-te Kreisteilungspolynom &, aus Definition 3.16. Die Nullstellen dieses
Polynoms sind nach Konstruktion genau die primitiven n-ten Einheitswurzeln E), also nach

Bemerkung 3.15 (b) die komplexen Zahlen e fiir alle k mit ggt(k,n) = 1 bzw. k € Z}.
Diese liegen natiirlich alle im Korper L, denn L ist ja multiplikativ abgeschlossen und e

. 2mi
gerade die k-te Potenz von e

Also ist Gal(L/K) nach Lemma 5.2 (b) bijektiv zur Menge E;, der primitiven n-ten Einheits-
wurzeln bzw. zu Z;: zu jedem k mit ggt(k,n) = 1 gehort ein Element o, von Gal(L/K), das
durch

2mi 2mik
T) —e n

O'k|@ =id und ka(e (*)
eindeutig bestimmt ist. Insbesondere gilt hier in Lemma 5.2 (c) also wieder die Gleichheit:
esist|Gal(L/K)| = |[E!| = ¢(n) = [L: K] nach Satz 3.29.

Um auch noch die Gruppenstruktur der Galoisgruppe zu verstehen, miissen wir schlieflich
noch die Verkniipfungstabelle der oy berechnen. Dies ist sehr einfach: haben wir k,/ mit
ggt(k,n) = ggt(l,n) = 1, so gilt nach (x)

(orooy)(en )=oplen Y=or(en ) =(en ) =en

und damit oy o 6; = 0y.;. Diese Gleichung bedeutet aber genau, dass die Abbildung

Z: — Gal(L/K), k> oy
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ein Gruppenhomomorphismus ist. Da wir diese Abbildung oben schon als bijektiv erkannt
haben, ist sie also sogar ein Isomorphismus, und wir erhalten als Resultat, dass

Gal (Q(e™)/Q) = Z;,.
Aufgabe 5.4. Zeige, dass die Gruppen Z}, und Zi¢ isomorph sind, und dass mit Beispiel 5.3 (c)
demnach oni
Gal (Q(e17)/Q) = Zi
gilt. (Wenn ihr die Vorlesung ,,Elementare Zahlentheorie* bereits gehort habt, werdet ihr dies bereits
wissen, da ihr dort dann allgemein bewiesen habt, dass die Gruppe Z), fiir jede Primzahl p zyklisch
mit p — 1 Elementen und somit isomorph zu Z,_1 ist.)

Aufgabe 5.5. Es sei L/K eine algebraische, aber nicht notwendig endliche Kérpererweiterung. Be-
weise, dass jeder K-Homomorphismus ¢ : L — L (also jeder Kérperhomomorphismus ¢ : L — L mit
¢|x = id) bereits ein K-Isomorphismus ist.

Wir hatten in der Einleitung zu diesem Kapitel ja schon erwihnt, dass in unserer Galois-
Korrespondenz zwischen Untergruppen und Zwischenkorpern letztlich die Ordnungen der Gruppen
den Graden der Korpererweiterungen entsprechen sollen. Daher werden fiir uns in Zukunft beson-
ders die Korpererweiterungen L/K interessant sein, bei denen in der Beziehung | Gal(L/K)| < [L: K]
aus Lemma 5.2 (c) die Gleichheit gilt. Wir geben diesen Erweiterungen zunéchst einen besonderen
Namen.

Definition 5.6 (Galoissche Korpererweiterung). Eine Korpererweiterung L/K heif3t galoissch, wenn
|Gal(L/K)| =[L:K].

Beispiel 5.7. Wie wir in Beispiel 5.3 gesehen haben, sind die Kdrpererweiterungen C/R und
Q(e% )/Q fiir n € N+ galoissch, Q(v/2)/Q jedoch nicht.

Zur Eigenschaft ,,galoissch einer Korpererweiterung gibt es einige dquivalente Bedingungen. Die
wichtigsten von ihnen, die auch in der Praxis hiufig verwendet werden, sind die folgenden.

Satz 5.8 (Aquivalente Bedingungen zu ,,galoissch®). Es sei L/K eine Korpererweiterung (wie iiblich
endlich und von Charakteristik 0). Dann sind die folgenden Eigenschaften dquivalent:

() L/K ist galoissch.
(b) L ist der Zerfillungskorper eines Polynoms iiber K.

(c) Ist g € K|[t] ein irreduzibles Polynom, das eine Nullstelle in L besitzt, so zerfillt g in L bereits
in Linearfaktoren. (Korpererweiterungen mit dieser Eigenschaft werden in der Literatur oft
als normal bezeichnet.)

Beweis. Nach dem Satz 4.28 vom primitiven Element kénnen wir annehmen, dass L = K(a) ei-
ne einfache Korpererweiterung ist. Es sei f € K[t] das Minimalpolynom von a, so dass L also der
Stammkorper von f ist. Wir zeigen die Aquivalenz der angegebenen Aussagen durch einen Ring-
schluss.

»(a) = (b)*“: Die Anzahl der Nullstellen von f in L ist gleich
|Gal(L/K)| (Lemma 5.2 (b))
=[L:K] (Voraussetzung)
=degf (Bemerkung 4.2 (c)).

Insbesondere muss f damit iiber L in Linearfaktoren zerfallen. Da a eine Nullstelle von f ist, ist L
also der Zerfillungskorper von f.

»(b) = (c)*“: Dies ist genau die Aussage von Aufgabe 4.19 (b).

»(€) = (a)*: Das irreduzible Polynom f hat natiirlich die Nullstelle a in L und zerféllt nach Voraus-
setzung damit iiber L in Linearfaktoren. Diese Linearfaktoren sind nach Folgerung 4.30 auch alle
verschieden. Also hat f genau deg f Nullstellen in L. Nach Lemma 5.2 (b) und Bemerkung 4.2 (c)
gilt damit |Gal(L/K)| =degf = [L: K], d.h. L/K ist galoissch. O

08
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Bemerkung 5.9.

(a) Der Beweis der Richtung ,,(a) = (b)* in Satz 5.8 zeigt zusitzlich, dass es eine weitere
dquivalente Bedingung fiir eine galoissche Korpererweiterung L/K ist, dass L der Zerfil-
lungskorper eines irreduziblen Polynoms iiber K ist.

(b) In positiver Charakteristik ist die Aussage von Satz 5.8 falsch. Man kann z. B. zeigen, dass
die Begriffe ,,galoissch und ,,normal* dort in der Regel verschieden sind — was auch erklirt,
warum es hierfiir zwei verschiedene Namen gibt.

Da die fiir uns spiter besonders wichtigen galoisschen Korpererweiterungen nach Satz 5.8 genau
die Zerfillungskorper von Polynomen sind, fithren wir nun eine weitere Notation ein, die einem
Polynom direkt die Galoisgruppe seines Zerfillungskorpers zuordnet. Gleichzeitig gibt uns dies im
folgenden Lemma auch eine gute Moglichkeit, wie wir uns solche Galoisgruppen anschaulich vor-
stellen konnen.

Definition 5.10 (Galoisgruppe eines Polynoms). Es sei f € K[t] ein Polynom iiber einem Korper K
mit f # 0. Ist L der Zerfallungskorper von f (der nach Satz 5.8 galoissch iiber K ist), so definieren
wir die Galoisgruppe von f als Gal(f) := Gal(L/K).

Lemma 5.11 (Galoisgruppen als Untergruppen von S,). Es sei f € K[t] ein Polynom iiber einem
Korper K mit n :=deg f € N-g. Dann gilt:
(a) Jedes Element von Gal(f) permutiert die Nullstellen von f in seinem Zerfillungskirper. Auf
diese Art ist Gal(f) isomorph zu einer Untergruppe der symmetrischen Gruppe S,,.
(b) Ist f irreduzibel, so ist die Ordnung |Gal(f)| der Galoisgruppe von f ein Vielfaches von n.

Beweis. Es seien L der Zerfillungskorper von f und ay,...,a, mit m < n die verschiedenen Null-
stellen von f in L, so dass also L = K(ay, ... ,ay).

(a) Beachte, dass jedes Element ¢ € Gal(f) als Korperisomorphismus & : L — L bijektiv ist und
Nullstellen von f nach Lemma 5.2 (a) wieder auf Nullstellen von f abbildet. Also induziert
ein solches o eine Permutation der Nullstellen von f, d. h. wir erhalten eine Abbildung

Gal(f) — Sn
o ~ die Permutation 7 € S,, mit 0(a;) = a(;) firi=1,...,m.
Diese Abbildung ist ein Gruppenhomomorphismus, denn wird unter ihr ¢ auf 7 und ¢’ auf
7’ abgebildet, so ist
(600") (@) = o(ar()) = agzor (i)
d.h. 600’ wird auf 7o 7’ abgebildet. AuBerdem ist sie injektiv, denn ist ¢ € Gal(f) mit

o(a;) = a; fir alle i = 1,...,m, so ist ¢ die Identitit auf K und allen a; und damit auch auf
dem davon erzeugten Koérper K (ay, . ..,a,) = L.

Nach dem Homomorphiesatz [G, Satz 6.17] ist Gal(f) also isomorph zu einer Untergruppe
von S,,, und wegen S, < S, damit auch zu einer Untergruppe von S,,.

(b) Nach Lemma 2.18 ist [a; : K] ein Teiler von [L : K]. Nun ist aber einerseits [a; : K] =deg f =
n, da f irreduzibel und damit bis auf Normierung das Minimalpolynom von a; ist, und
andererseits [L : K] = |Gal(L/K)| = | Gal(f)|, da L/K als Zerfillungskorper nach Satz 5.8
galoissch ist. Also ist n wie behauptet ein Teiler von | Gal(f)|. O

Beispiel 5.12. Das Polynom f = ¢3 — 2 hat offensichtlich die drei Nullstellen
alzx‘ﬁ, ap = 326%, az = 326%
in C. Sein Zerfillungskorper ist also nach Aufgabe 4.18 (a)
2mi
L = Qar,a,a3) = Q(V2,e7)

und hat Grad [L : Q] = 6 iiber Q. Da diese Korpererweiterung nach Satz 5.8 galoissch ist, ist also
|Gal(f)| =|Gal(L/Q)| = [L: Q] = 6. Mit der Interpretation aus Lemma 5.11 (a) bedeutet dies genau,
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dass Gal(f) = S3 gelten muss, also dass man jede Permutation der drei Nullstellen von f durch einen
Q-Automorphismus von L erzeugen kann. Die Permutation (2 3) € S3 erhilt man z. B. genau durch
die komplexe Konjugation o € Gal(L/Q), o(z) =7, dennesistjac(a;) =a; =a;, 6(ax) = a3 = a3
und G(ag) =az = ay.

Allgemein besagt Lemma 5.11 fiir ein irreduzibles Polynom f vom Grad 3, dass Gal(f) isomorph
zu einer Untergruppe von S3 ist, deren Ordnung ein Vielfaches von 3 ist. Nach [G, Beispiel 5.13]
sind die einzigen solchen Untergruppen die symmetrische Gruppe S3 selbst sowie die alternierende
Gruppe A3 = {id, (1 2 3),(1 3 2)}. Wiederum nach der Interpretation aus Lemma 5.11 (a) liegt der
Unterschied dieser beiden Fille darin, dass sich im Fall Gal(f) 22 A3 nicht jede Permutation der
Nullstellen von f durch einen Q-Automorphismus von L realisieren ldsst. Wie aber kann man in der
Praxis fiir ein gegebenes Polynom feststellen, ob dies der Fall ist? Die Antwort auf diese Frage gibt
der folgende Satz. Er ist zwar einerseits sehr konkret, andererseits aber auch tiberraschend komplex,
und soll hier vor allem als Beispiel dafiir dienen, welche Art von Uberlegungen man anstellen muss,
um Galoisgruppen explizit zu berechnen.

Satz 5.13 (Galoisgruppen irreduzibler Polynome vom Grad 3). Es sei f =t> + 21> 4+ A1t + Ao € Q)t]
ein normiertes irreduzibles Polynom vom Grad 3. Wir definieren die Diskriminante von f als
A= APNF — 4N} — 4003 + 18 A, — 2748 € Q.
Dann ist A # 0, und es gilt:
(a) Ist A ein Quadrat in Q, also A = z* fiir ein z € Q, so ist Gal(f) = As.
(b) Ist A kein Quadrat in Q, so ist Gal(f) = S;.
Beweis. Da f irreduzibel ist, hat f nach Folgerung 4.30 drei verschiedene komplexe Nullstellen
ay,ay,as. Offensichtlich gilt dann
B+t +Mt+d=(t—a) (t—a) (t—a3),
woraus man durch Ausmultiplizieren und Koeffizientenvergleich die drei Gleichungen
M =—a1—ay—as,
M = aiay +azas +azay,
Ao = —a1aza;

erhilt. Einsetzen dieser Ausdriicke in die Diskriminante von f zeigt nach einer elementaren, aber
sehr langen Rechnung, dass

A= (611 —612)2 (a2 —a3)2 (a3 —al)z.

Fiir ein geeignetes z € C mit zZ = A gilt also

7= (d] —clg) (clg—cl3) (a3—a1). ()
Da die drei Nullstellen von f verschieden sind, ist ferner A # 0 und damit auch z # 0.

(a) Es sei nun z € Q. Angenommen, die Transposition (1 2) wire in der Galoisgruppe von f,
d.h. es gibe einen Q-Automorphismus ¢ des Zerfillungskorpers Q(ay,az,a3) mit 6(a;) =
az, 6(az) = a; und 6(a3) = az. Wenden wir ¢ auf die Gleichung (x) an, erhalten wir dann

0(z) = (o(a1) —o(az)) (0(az) — 0(a3)) (0(a3) — o (ar))
und damit
z=(ax—ay) (a1 —a3) (a3 — a2),
durch Vergleich mit () also z = —z, was wegen z # 0 ein Widerspruch ist. Also ist (1 2) ¢
Gal(f), d.h. Gal(f) ist nicht die gesamte Gruppe S3 und muss nach Beispiel 5.12 damit
isomorph zu A3 sein.

(b) Ist dagegen z ¢ Q, so folgt [z: Q] = 2 wegen 7> = A € Q. Aber 7 liegt wegen der Gleichung
(%) offensichtlich im Zerféallungskorper Q(ay,az,a3) von f. Damit muss der Grad des Zer-
féllungskorpers nach Folgerung 2.18 durch 2 teilbar sein. Dies schliefit Gal(f) 2 A3 aus, und
nach Beispiel 5.12 bleibt nur noch die Moglichkeit Gal(f) = Ss. O
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Beispiel 5.14.
(a) Trreduzible kubische Polynome der Form > —a € Q]r] haben nach Satz 5.13 stets die Ga-
loisgruppe S3, denn ihre Diskriminante A = —27a? ist negativ und damit nie ein Quadrat in

Q. In der Tat funktioniert fiir solche Polynome auch stets das Argument aus Beispiel 5.12,
um zu sehen, dass ihre Galoisgruppe S3 ist.

(b) Im Gegensatz dazu hat das rationale Polynom f = > — 3¢ + 1 die Diskriminante
A=—4.(=3)%-27-12=81=9%

die ein Quadrat in Q ist. Da f auBlerdem keine Nullstellen in Q hat und damit nach Aufgabe
2.7 (a) irreduzibel ist, ist also Gal(f) = A3 nach Satz 5.13.

Wir sehen hier also schon, dass es eine besondere Bedingung ist, dass Gal(f) = A3 gilt. Fiir die
»~meisten irreduziblen kubischen Polynome iiber Q wird die Diskriminante kein Quadrat und die
Galoisgruppe daher S5 sein.

Bemerkung 5.15 (Diskriminanten). Diskriminanten wie in Satz 5.13 kann man nicht nur fiir ku-
bische Polynome konstruieren. Ist etwa f = t" + A, 1t" ' +--- 4+ A1t + A9 € Q[f] ein normiertes

Polynom vom Grad n mit (nicht notwendig verschiedenen) Nullstellen ay, .. .,a, € C, so setzt man
. 2
A= H (a,- —da j) .
1<i<j<n

Offensichtlich ist A genau dann gleich Null, wenn f mehrfache Nullstellen in C besitzt. Die Quadrate
in der obigen Formel bewirken, dass A unabhingig von der Nummerierung der Nullstellen ist und
damit nur von f abhingt. In der Tat kann man zeigen, dass A stets ein Polynom in den Koeffizienten
Ao, -, An—1 von f und damit insbesondere eine rationale Zahl ist (sieche Aufgabe 6.13 (a)). Firn =2
ist z. B.

PMt+d=(t—a)(t—a),
also
)ul =—a) —a und A() =apay,

und damit

— 2_ 2 292

A= (a)—ap)” =a] —2a1a2+ a5 = Aj — 4.

Dies ist natiirlich genau der aus der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen bekannte Term,
der entscheidet, ob es eine oder zwei Losungen gibt bzw. ob diese Losungen reell oder komplex sind.

Mit dhnlichen Methoden wie im Beweis von Satz 5.13 kann man nun zeigen, dass die Galoisgruppe
Gal(f) eines irreduziblen Polynoms vom Grad n genau dann eine Untergruppe der alternierenden
Gruppe A, ist, wenn seine Diskriminante A ein Quadrat in Q ist — in Aufgabe 6.13 (a) werden wir
zumindest eine Richtung dieser Aquivalenz zeigen.

Bemerkung 5.16. Wie man aus Satz 5.13 schon erahnen kann, ist es im Allgemeinen nicht einfach,
die Galoisgruppe eines gegebenen Polynoms zu berechnen — in der Tat wird man fiir die konkrete
Berechnung von Galoisgruppen in der Regel Computeralgebrasysteme einsetzen. Die umgekehrte
Frage, wie man zu einer gegebenen Untergruppe G < S, ein Beispiel eines rationalen Polynoms
f vom Grad n mit Galoisgruppe G finden kann, und ob ein solches iiberhaupt fiir alle G existiert,
ist sogar ein bis heute noch ungeltstes Problem! Es wird im Rahmen der sogenannten inversen
Galoistheorie untersucht.

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir nun noch ein paar wichtige Eigenschaften galoisscher
Korpererweiterungen angeben.

Lemma 5.17 (Eigenschaften galoisscher Korpererweiterungen).
(a) Jede Korpererweiterung vom Grad 2 ist galoissch.
(b) Sind K <Z < L Kérper und ist L/K galoissch, so auch L/Z.
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Beweis.

(a) Nach dem Satz 4.28 vom primitiven Element ist L = K(a) fiir ein a mit [a : K] = 2. Ist f
das Minimalpolynom von a, so spaltet f in L natiirlich die Nullstelle a ab und zerféllt damit
bereits in Linearfaktoren, da es ja ein quadratisches Polynom ist. Also ist L der Zerfillungs-
korper von f. Damit ist L/K nach Satz 5.8 galoissch.

(b) Ist L/K galoissch, so ist L nach Satz 5.8 der Zerféllungskorper eines Polynoms iiber K. Dann
ist L aber natiirlich auch der Zerféllungskorper desselben Polynoms iiber Z. Wiederum nach
Satz 5.8 ist damit auch L/Z galoissch. O

Beachte, dass sich die Eigenschaft ,,galoissch* bei verketten Korpererweiterungen also zunichst et-
was ungewohnt verhilt: sind K < Z < L Korper und ist die groRe Korpererweiterung L/K galoissch,
so ist es nach Lemma 5.17 (b) auch die ,,obere“ L/Z. Unter welchen Bedingungen dann auch die
wuntere* Erweiterung Z/K galoissch ist, werden wir in Satz 6.14 noch sehen. Definitiv nicht gilt
jedoch die Eigenschaft, die man vielleicht als Erstes vermutet hitte, ndmlich die Transitivitit:

Bemerkung 5.18 (Nicht-Transitivitdt der Eigenschaft ,,galoissch®). Sind K < Z < L Korper und
Z/K und L/Z galoissch, so muss deswegen nicht notwendig auch L/K galoissch sein. Dies zeigt

das Beispiel Q < Q(+/2) < Q(+v/2): nach Beispiel 3.10 ist [Q(v/2) : Q] = 2 und [Q(+/2) : Q] =
4, mit der Gradformel aus Satz 2.14 also [Q(+/2) : Q(v/2)] = 2. Also sind zuniichst einmal die
beiden Korpererweiterungen Q(v/2)/Q und Q(v/2)/Q(+/2) nach Lemma 5.17 (a) galoissch. Aber
die zusammengesetzte Korpererweiterung Q(+/2)/Q ist nach Satz 5.8 nicht galoissch, denn das
Polynom t* — 2 € Q[t] hat in Q(+/2) zwar die Nullstelle v/2, zerfillt dort aber nicht in Linearfaktoren,
da z.B. die komplexe Nullstelle v/2i nicht im reellen Kérper Q({ﬁ) liegt.

Aufgabe 5.19.

(a) Zeige, dass die Korpererweiterung Q(v/2,/3)/Q galoissch mit Galoisgruppe Z, x Z, ist.

(b) Gib ein Beispiel fiir einen Erweiterungskorper L von Q an, so dass L/Q galoissch mit Ga-
loisgruppe Zj ist.

(c) Gib ein Beispiel fiir einen Erweiterungskérper L von Q an, so dass L/Q Galoisgruppe Z, X
Z» hat, aber nicht galoissch ist.
Aufgabe 5.20. Es seien n € N5 und K < C ein Korper mit e% eK.

Man zeige: Ist L/K eine einfache n-Radikalerweiterung, so ist L/K galoissch, und die Galoisgruppe
Gal(L/K) ist isomorph zu einer Untergruppe von Z,.

Aufgabe 5.21 (Translationssatz). Es seien K < L < Z Korper und a € Z. Man zeige:
Ist die Korpererweiterung K (a)/K galoissch, so ist auch L(a)/L galoissch, und es gilt
Gal(L(a)/L) = Gal(K(a)/(K(a)NL)) < Gal(K(a)/K).

(Hinweis: Es ist niitzlich zu zeigen, dass a iiber L und K (a) N L dasselbe Minimalpolynom hat.)

09
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6. Der Hauptsatz der Galoistheorie

Im letzten Kapitel haben wir jeder Korpererweiterung L/K eine Gruppe zugeordnet, nidmlich die
Galoisgruppe Gal(L/K) aller K-Automorphismen von L. Wir wollen nun das eigentliche Hauptre-
sultat der Galoistheorie beweisen, das wir bereits am Anfang von Kapitel 5 angekiindigt hatten: dass
im Fall einer galoisschen Korpererweiterung die Zwischenkorper von L/K bijektiv den Untergrup-
pen von Gal(L/K) entsprechen. Auch in diesem Kapitel seien dazu noch alle Korpererweiterungen
endlich und von Charakteristik 0.

Eine Richtung dieser Bijektion konnen wir mit unseren bisherigen Methoden schon konstruieren,
ndmlich die Zuordnung einer Untergruppe von Gal(L/K) zu einem Zwischenkérper von L/K.

Notation 6.1 (Zwischenkorper — Untergruppe). Es sei L/K eine Korpererweiterung. Wir bezeich-
nen mit & die Menge der Zwischenkorper von L/K und mit %/ die Menge der Untergruppen von
Gal(L/K).Ist Z € & ein Zwischenkorper und o € Gal(L/Z) ein Automorphismus von L, der Z fest
ldsst, so lidsst o natiirlich auch den kleineren Korper K fest und liegt damit auch in Gal(L/K). Also
ist Gal(L/Z) eine Untergruppe von Gal(L/K), und wir erhalten so eine Abbildung

Y. ¥ — Y
Z —> Gal(L/2).

Fiir die umgekehrte Richtung, also um einer Untergruppe einen Zwischenkorper zuzuordnen, beno-
tigen wir die folgende Konstruktion.

Definition 6.2 (Fixkorper). Es seien L ein Korper und G < Aut(L) eine Untergruppe der Automor-
phismengruppe von L. Dann heif3t

LS :={acL: o(a)=afiralle c € G}
der Fixkorper von G in L (man priift sofort nach, dass dies in der Tat ein Unterkorper von L ist).
Beispiel 6.3. Es seien L = C und G = {id¢, 0}, wobei ¢ : C — C, z+ 7 die komplexe Konjugation
ist. Dann ist G offensichtlich eine Gruppe von Automorphismen von C. Der zugehorige Fixkorper
besteht aus den Elementen von C, die von allen Automorphismen in G festgehalten werden, also
L°={z€C:id(z) =z und 6(z) =2z}
={zeC:z=2z}
=R
Notation 6.4 (Untergruppe — Zwischenkorper). Mit den Bezeichnungen aus Notation 6.1 sei nun
G € % eine Untergruppe von Gal(L/K). Da dann alle Elemente von G Automorphismen von L sind,

die K fest lassen, enthilt der Fixkorper LY natiirlich K und ist damit ein Zwischenkorper von L/K.
Wir haben also eine Abbildung

b Y — Z¥
G — LS.

Beispiel 6.5. Fiir die Korpererweiterung L/K = C/R ist G := Gal(C/R) = {id, 0} nach Beispiel 5.3
(a), wobei 0 : C — C, z — 7 wie in Beispiel 6.3 die komplexe Konjugationsabbildung ist. Da C/R
als Korpererweiterung vom Grad 2 nach der Gradformel aus Satz 2.17 keine echten Zwischenkor-
per haben kann, ist die Menge der Zwischenkorper dieser Korpererweiterung gleich 2 = {R,C}.
Andererseits ist die Galoisgruppe Gal(C/R) isomorph zu Z, und hat damit nur die trivialen Unter-
gruppen, d. h. die Menge der Untergruppen von Gal(C/R) ist Z = {G, {id}}. Die Abbildungen ¥
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und & aus den Notationen 6.1 und 6.4 sind nun
V: ¥ — %

R +— Gal(C/R)=G

C — Gal(C/C) = {id}
und nach Beispiel 6.3

o Y — Z
G — CP=R
{id} — clidt=c.

Die Abbildungen ¥ und @ sind hier also invers zueinander. Unser Ziel ist es zu zeigen, dass dies
fiir jede galoissche Korpererweiterung der Fall ist. Die Hauptarbeit hierfiir steckt in dem folgenden
vorbereitenden Lemma.

Lemma 6.6 (Lemma von Artin). Es seien L ein Korper und G < Aut(L) eine endliche Gruppe von
Automorphismen von L. Ist dann K = L der Fixkirper von G, so gilt

L:K] <|G].

(In der Tat werden wir in Bemerkung 6.8 noch sehen, dass sogar immer die Gleichheit gilt.)

Beweis. Essei G ={0y,...,0,} mit n = |G|. Nach Definition des Grades einer Korpererweiterung
miissen wir zeigen, dass die Dimension von L als K-Vektorraum hochstens gleich 7 ist, d. h. dass je
n+ 1 Elemente ay,...,a,+1 € L linear abhingig iiber K sind.
Dazu betrachten wir fiir solche ay,...,a,+1 das lineare Gleichungssystem
n+1
Y oj(a;)-xi=0  firalle j=1,....n 6))
i=1
in den Variablen x1,...,x,+; € L. Dadies ein System mit n Gleichungen in n+ 1 Variablen ist, besitzt

es eine nicht-triviale Losung. Wir wihlen nun eine solche nicht-triviale Losung, die mit maximal
vielen Nullen beginnt und so normiert ist, dass der nichste Eintrag gleich 1 ist, d. h. so dass

xp=--=x=0 und x4 =1 )
fiir ein s > 0 gilt und keine nicht-triviale Losung mit x; = - - - = x4 = 0 existiert.

Wir behaupten zunichst, dass fiir jedes 6 € G dann auch (o(x}),...,0(x,41)) eine Losung des
Gleichungssystems (1) ist. In der Tat rechnet man dies leicht nach: fiir alle j = 1,...,nist

n+1 n+l1
Y 0y(a)-os) = Y (0 o))an) 1) = 0(0) =0

i=1

dajac™'o 0; € G gilt und der Ausdruck in der groen Klammer damit genau eine der linken Seiten

des Gleichungssystems (1) ist. Weil ¢ als Korperhomomorphismus die Elemente 0 und 1 festhiilt,
gilt nach (2) auch fiir diese Losung

o(x))=---=0(x)=0 und o(x)=1. 3)

Nun bilden die Losungen des Gleichungssystems (1) aber natiirlich einen Vektorraum. Damit ist
auch die Differenz (y1,...,yn+1) := (x1 — 6(x1),...,Xp4+1 — O(Xs+1)) unserer beiden gefundenen
Losungen eine Losung von (1) — und fiir diese gilt nach (2) und (3) offensichtlich

==y =0,
Wegen der Maximalitdt von s unter den nicht-trivialen Losungen von (1) bedeutet dies, dass

15+, ¥nt+1) = (0,...,0) die triviale Losung sein muss. Also gilt y; =0, d.h. o(x;) = x; fiir alle
i=1,...n+1.
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Da dies fiir alle 6 € G gilt, liegen alle x; im Fixkorper K = LY von G. Die Gleichung

n+1

Y ai-xi=0,

i=1
die (fiir 6; = id) ja im Gleichungssystem (1) enthalten ist, besagt damit gerade, dass die ay, ..., @,
linear abhingig tiber K sind. Damit ist die Dimension von L als K-Vektorraum hochstens gleich
n. d

Mit dem Lemma von Artin kénnen wir neben den Bedingungen aus Satz 5.8 nun noch eine weitere
angeben, die dquivalent dazu ist, dass eine Korpererweiterung L/K galoissch ist — nimlich dass K
ein Fixkorper (von irgendeiner Gruppe) in L ist.

Folgerung 6.7 (,,galoissch = Fixkorper®). Fiir eine Korpererweiterung L/K gilt
L/K galoissch <= K = LC fiir ein G < Aut(L).
In diesem Fall ist dann Gal(L/K) = G.

Beweis.

<= Essei K = LY fiir ein G < Aut(L). Beachte, dass dann G < Gal(L/K) gelten muss, da nach
der Definition des Fixkorpers jedes Element von G den Korper K fest lasst. Andererseits gilt
fiir die Ordnungen der Gruppen G und Gal(L/K) aber auch

|Gal(L/K)| <[L:K] (Lemma 5.2 (c))
<|G| (Lemma 6.6 von Artin)

(beachte, dass G als Untergruppe von Gal(L/K) endlich und das Lemma von Artin da-
her anwendbar ist). Zusammen ist dies natiirlich nur méglich, wenn G = Gal(L/K) und
|Gal(L/K)| = [L : K] (und auch [L : K] = |G]) gilt. Also ist L/K galoissch, und wir haben
auch bereits die Zusatzbehauptung in der Folgerung gezeigt.

Wir betrachten den Fixkorper LS4(/K) | der wie in Notation 6.4 erliutert ein Zwischenkdrper

von L/K ist. Nach dem bereits bewiesenen Teil ,,<=* ist die Kérpererweiterung L/ LCAL/K)
galoissch mit Galoisgruppe Gal(L/K). Damit folgt

[L: L9U/5)] = | Gal(L/K)| (L/ LS E/K) galoissch
mit Galoisgruppe Gal(L/K))
=[L:K] (L/K galoissch nach Voraussetzung)

= [L: LONWE/K)) . [LSIE/K) K] (Gradformel aus Satz 2.17).
Also ist [LOY(E/K) : K] = 1 und damit K = LO¥(/K) wie behauptet ein Fixkorper. O

Bemerkung 6.8 (Gleichheit im Lemma von Artin). Ist L ein Korper und K = LS der Fixkorper einer
endlichen Gruppe G < Aut(L), so haben wir im Beweis des Teils ,,<* von Folgerung 6.7 gesehen,
dass dann [L : K] = |G| gilt. Im Lemma 6.6 von Artin gilt also sogar immer die Gleichheit. Wir
haben dort nur deswegen nur die schwiichere Aussage [L : K] < |G| gezeigt, um den Beweis kiirzer
und iibersichtlicher zu halten.

Wir haben nun alle Vorbereitungen getroffen, um die bereits angekiindigte Korrespondenz zwischen
Zwischenkorpern einer galoisschen Korpererweiterung L/K und Untergruppen ihrer Galoisgruppe
Gal(L/K) zu beweisen.

Folgerung 6.9 (Hauptsatz der Galoistheorie). Es sei L/K eine galoissche Korpererweiterung.
Wie in den Notationen 6.1 und 6.4 bezeichne % die Menge der Zwischenkérper von L/K und % die
Menge der Untergruppen von Gal(L/K).
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(a) Die Abbildungen ¥ und ® aus den Notationen 6.1 und 6.4 liefern eine Bijektion
1:1

Y — U

Z +— Gal(L/Z) =W¥(Z)
®(G)= L° +— G.

(b) Die Korrespondenz aus (a) dreht Inklusionen um:
fiir 21,2, € ¥ mit Z) < 7, gilt ¥(Zp) <Y¥(Z);
fiir Gy, G, € % mit G < G, gilt (I)(Gz) < CD(Gl).

(¢) In der Korrespondenz aus (a) entsprechen die Grade der Zwischenkorper den Ordnungen
der Untergruppen: sind Z € % und G € % mit G =Y¥(Z) (also Z = ®(G)), so gilt

[L:Z]=|G|.

Beweis.
(a) Wir miissen zeigen, dass W o® =id und oW =id.

Fiir Po® =id sei G € %, also G < Gal(L/K). Nach dem Zusatz in Folgerung 6.7 ist dann
Gal(L/Z) = G fiir den Fixkorper Z = L°. Damit gilt

G+ =7 % GalL/z) =G.
Also ist ¥ o ® = id. Beachte, dass wir fiir diesen Teil nicht benétigt haben, dass die Kor-
pererweiterung L/K galoissch ist!

Fir oW =id sei Z € %, also K <Z < L. Nach Lemma 5.17 (b) ist mit L/K auch L/Z
galoissch. Folgerung 6.7 angewendet auf L/Z ergibt also Z = LS mit G = Gal(L/Z). Damit

haben wir
P

Z % Gal(L/Z)=G +2 1[O=2,
und somit auch oW =id.
(b) Beide Aussagen sind unmittelbar aus den Definitionen klar:

o Ist Z; < Z», so erfiillt jeder Isomorphismus ¢ : L — L mit o 7, = id natiirlich auch
0|z, = id. Damit gilt dann Gal(L/Z,) < Gal(L/Z;).

e Ist G| < Gy, so wird jedes Element von L, das von den Automorphismen in G, fest
gelassen wird, natiirlich insbesondere auch von denen in G fest gelassen. Also gilt
dann LG < LGt

(c) Wegen Z = LY ist dies exakt die Aussage aus Bemerkung 6.8. 0

Beispiel 6.10. Es sei L/K die Korpererweiterung des Zerfillungskorpers von f = > — 2 iiber Q aus
Beispiel 5.12, also K = Q und

L=Q(a1,a2,a3) = @(\3/5,6%)7

wobei . ,

a) = \357 ary = \3/56%, a3 = \3/56%
die Nullstellen von f in C sind. Wir hatten in Beispiel 5.12 bereits gesehen, dass L/K galoissch
mit Galoisgruppe Gal(L/K) = S; ist, wobei die Elemente von S3 genau den moglichen Permutatio-
nen der drei Nullstellen a;, ay, az entsprechen. Auf diese Korpererweiterung wollen wir nun den
Hauptsatz der Galoistheorie aus Folgerung 6.9 anwenden.

Ublicherweise beginnt man dabei mit der Menge % der Untergruppen von Gal(L/K), da man iiber
diese in der Regel zunichst mehr weiB als iiber die Menge % der Zwischenkorper von L/K. In un-
serem Fall hier sind z. B. alle Untergruppen von Gal(L/K) = S5 aus den ,,Algebraischen Strukturen®
bekannt [G, Beispiel 5.13]; sie sind im folgenden Diagramm dargestellt.

10
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G| =1 {id}

NoY—

1G] =2 ((12))  ((13)  ((23))
Gl =3 A= ((123) //

\
|G| =6 S3

Man nennt eine solche Darstellung ein Untergruppendiagramm von Gal(L/K) = S3. Wir haben die
Untergruppen dabei von oben nach unten nach aufsteigender Ordnung sortiert; zwei Untergruppen
sind dabei durch Linien miteinander verbunden, wenn die oben stehende eine Untergruppe der unten
stehenden ist. In unserem einfachen Fall ist dabei keine echte Untergruppe in einer anderen enthalten,
so dass alle Linien entweder im obersten Punkt {id} beginnen oder im untersten Punkt S5 enden —
dies kann in einem komplizierteren Beispiel aber natiirlich anders sein.

Die Korrespondenz zwischen diesen Untergruppen und den Zwischenkérpern von L/K aus dem
Hauptsatz der Galoistheorie in Folgerung 6.9 besagt nun zunichst, dass die Zwischenkorper von
L/K in exakt das gleiche Schema passen, dass das Zwischenkorperdiagramm also wie im folgenden
Bild aussehen muss.

[L:Z]=1 = [Z:K]=6

N o—
[L:Z]=2 = [Z:K]=3

[L:Z]=3 = [Z:K]=2 //
\

[L:Z]=6 = [Z:K]=1

Dabei bedeuten die Linien diesmal, dass der unten stehende Korper ein Teilkorper des oben ste-
henden ist. Teil (a) des Hauptsatzes besagt dabei zunéchst nur, dass diese Zwischenkorper in 1:1-
Beziehung zu den Untergruppen aus dem obigen Diagramm stehen. Teil (b) zeigt, dass die Linien
zwischen den einzelnen Positionen in beiden Diagrammen gleich sind, und Teil (c) besagt, dass die
Zeilenstruktur in beiden Diagrammen iibereinstimmt, wobei die Ordnung |G| der Untergruppe nun
als Grad [L : Z] von L iiber dem zugehorigen Zwischenkorper interpretiert werden muss. Die jeweili-
gen Grade [Z : K] ergeben sich daraus dann natiirlich wegen [L : K] = 6 mit der Gradformel aus Satz
2.17.

Welche Zwischenkdorper stehen nun an den einzelnen Stellen dieses Diagramms? Klar ist natiirlich,
dass ganz oben der Zwischenkorper mit [L: Z] = 1,also Z=L = Q(éﬁ, e%) steht, und ganz unten
der mit [Z: K] =1, also Z = K = Q. Um den ersten Eintrag in der zweiten Zeile zu bestimmen,
miissen wir gemiB der Abbildung @ in Folgerung 6.9 (a) den Fixkorper L{(! 2)) bestimmen. Nun
entspricht das Element (1 2) in S3 aber gerade dem Automorphismus ¢ : L — L mit o(a;) = az,
o(ay) = a; und 6(a3) = a3. Also ist a3 und damit auch Q(a3) offensichtlich im Fixkorper L{(! 2)
enthalten. Da dieser gesuchte Fixkorper gemifl unserem Diagramm Grad 3 iiber Q hat und der Grad
von Q(a3) iiber Q bereits 3 ist, gilt sogar schon L{!! 2)) = Q(a3): dies ist der gesuchte Eintrag im
Zwischenkorperdiagramm. Auf die gleiche Art sieht man, dass die beiden anderen Eintrige dieser
Zeile Q(az) und Q(a;) sind.

Fiir den Eintrag in der dritten Zeile miissen wir analog den Fixkorper L{123)) berechnen. Hier
entspricht das Element (1 2 3) von S3 dem Automorphismus ¢ : L — L mit 6(a;) = az, 6(ay) = a3
und o(az) = a;. Keine der drei Nullstellen von f liegt also im gesuchten Fixkorper. Allerdings ist
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diesmal

6(6%) = G(%> - ola) =B

ai O'(al) aj
und damit Q(e%) < L4(123)) "Wie oben ist nun aber [Q(e%) Q] =2=[L{1123)) : Q] und damit
bereits L{(123)) = Q (e%) — dies ist also der noch fehlende Eintrag im Diagramm.

Insgesamt haben wir jetzt also das folgende Zwischenkorperdiagramm erhalten.

[Z:K|=6 L
NTTY—
[Z:K]=3 Q(a3) Q(a2) Q(ai)
Z:K]=2 Q) //
\
[Z:K]=1 Q

Natiirlich ist die Existenz aller dieser Zwischenkorper in diesem einfachen Fall schon aus der ur-
spriinglichen Definition
2mi
L=Q(ar,a2,a3) =Q(V2,¢3)
offensichtlich gewesen. Der Hauptsatz der Galoistheorie besagt allerdings nun, dass dies auch wirk-
lich die einzigen Zwischenkorper der betrachteten Korpererweiterung sind.

In komplizierteren Fillen sind die Zwischenkdrper natiirlich meistens nicht so einfach zu sehen wie
in dem obigen Beispiel. Wir wollen in der folgenden Aufgabe daher ein Verfahren entwickeln, mit
dem man den zu einer Untergruppe gehorenden Fixkorper auf einfache Weise explizit berechnen
kann.

Aufgabe 6.11 (Berechnung von Fixkoérpern). Es sei L/K eine galoissche Korpererweiterung. Nach
dem Satz 4.28 vom primitiven Element konnen wir sie als einfache Korpererweiterung schreiben,
also L=K(a) fireina € L.

Fiir eine Untergruppe G < Gal(L/K) setzen wir nun
fi= H (t—o(a)) €Lt
oeG

Ferner seien Ay, ..., A, € L die Koeffizienten von f, also f =Y, A;t'. Ist dann Z = LS der zu G
gehorige Zwischenkorper von L/K in der Galois-Korrespondenz, so zeige man:

@ feZt].

(b) f ist das Minimalpolynom von a iiber Z und iiber K (Ag, ..., A,).

©) Z=K(Ay,..., \).

Aufgabe 6.12. Bestimme fiir die folgenden Korpererweiterungen L/K das Untergruppendiagramm
von Gal(L/K) und das Zwischenkérperdiagramm von L/K:

(@) Q(v2,V3)/Q;
2mi
(b) Q(e7)/Q.
Aufgabe 6.13. Zu einem Polynom f € K[t] iiber einem Korper K sei L = K(ay,...,a,) der Zerfil-
lungskorper, wobei ay, ..., a, die (verschiedenen) Nullstellen von f in L sind. Bekanntlich ist dann
Gal(L/K) < S,. Wir setzen
.= H(ai —Clj>.

i<j
Man zeige:
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(a) Die sogenannte Diskriminante z* (siche auch Bemerkung 5.15) liegt in K.

(b) Ist Gal(L/K) <A, dann ist sogar z € K.

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir noch eine zusitzliche Aussage iiber die Galois-
Korrespondenz beweisen, die in der Literatur hiufig noch als Teil des Hauptsatzes angesehen wird.
Ist Z ein Zwischenkorper einer galoisschen Korpererweiterung L/K, so haben wir in Lemma 5.17
(b) gesehen, dass dann auch die ,,obere” Erweiterung L/Z galoissch ist. Man kann sich nun natiir-
lich fragen, unter welchen Bedingungen auch die ,,untere” Erweiterung Z/K galoissch ist. Auf der
anderen Seite kann man fiir eine Untergruppe G < Gal(L/K) untersuchen, ob G vielleicht sogar ein
Normalteiler in Gal(L/K) ist. Wir wollen nun zeigen, dass sich diese beiden Eigenschaften in der
Galois-Korrespondenz genau entsprechen (die Eigenschaft (c) im folgenden Satz, die ebenfalls da-
zu dquivalent ist, ist eine eher technische Bedingung, die wir hier nur auffiithren, da sie im Beweis
benotigt wird).

Satz 6.14 (Erginzung zum Hauptsatz der Galoistheorie). Es sei L/K eine galoissche Korpererweite-
rung. Ferner sei Z ein Zwischenkorper von L/K, der in der Galois-Korrespondenz aus Folgerung 6.9
der Untergruppe G < Gal(L/K) entspricht, also Z = L° und G = Gal(L/Z). Dann sind dquivalent:

(a) Z/K ist galoissch.

(b) G<Gal(L/K) ist ein Normalteiler.

(c) Fiir alle 6 € Gal(L/K) gilt 6(Z) C Z (und damit nach Aufgabe 5.5 sogar 6(Z) = Z).

In diesem Fall ist dann Gal(Z/K) = Gal(L/K)/G.

Beweis.

(a) = (c): Da Z/K galoissch ist, ist Z nach Satz 5.8 der Zerfillungskorper eines Polynoms f € K|z],
also Z = K(ay,...,a,) mit den Nullstellen ay,...,a, von f in Z. Ist nun o € Gal(L/K), so
bildet o die Menge {ay,...,a,} dieser Nullstellen nach Lemma 5.2 (a) auf sich ab. Also
folgt o(a;) € K(ay,...,a,) =Z firallei = 1,...,n und damit auch 6(Z) C Z.

(b) = (c): Es seien 6 € Gal(L/K) und T € G = Gal(L/Z). Dann gilt fiir alle a € o(Z)
(6ot00")(a) = (607)(0"(a) = o(0~(a) = a,

——
€z

da 7 das Element 6! (a) € Z fest lasst. Es ist dann also 6 o To6~! € Gal(L/0(Z)). Weil G
nach Voraussetzung ein Normalteiler in Gal(L/K) ist, folgt also fiir alle ¢ € Gal(L/K)

Gal(L/Z) =c60Goo ' C Gal(L/o(Z)),

d.h. die nach der Galois-Korrespondenz zum Zwischenkorper Z gehorige Untergruppe
Gal(L/Z) ist in der zum Zwischenkorper o (Z) gehorigen Untergruppe Gal(L/o(Z)) enthal-
ten. Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie aus Folgerung 6.9 gilt fiir die Zwischenkorper
selbst dann die umgekehrte Inklusion 6(Z) C Z.

(c) = (a) und (b): Fiir alle ¢ € Gal(L/K) gilt nach Voraussetzung 6(Z) = Z, d. h. wir kénnen ¢ zu
einem K-Automorphismus von Z einschrinken. Es gibt also einen Gruppenhomomorphis-
mus

F :Gal(L/K) — Gal(Z/K), o+ 0|z
mit Kern

KerF = {0 €Gal(L/K): o|z;=id} =Gal(L/Z) = G.
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Insbesondere ist G = Gal(L/Z) damit als Kern eines Morphismus ein Normalteiler in
Gal(L/K) [G, Lemma 6.7], was (b) zeigt. AuBerdem folgt

[L:K]=]|Gal(L/K)] (L/K galoissch)
=|Gal(L/K)/Gal(L/Z)|-|Gal(L/Z)| (Satz von Lagrange [G, Satz 5.10])
= |ImF|-|Gal(L/Z)| (Homomorphiesatz [G, Satz 6.17])
<|Gal(Z/K)|-|Gal(L/Z)] (ImF < Gal(Z/K))
<I[Z:K]-|L:Z] (Lemma 5.2 (c))
=I[L:K]. (Gradformel aus Satz 2.17)

Also muss hier iiberall die Gleichheit gelten. Insbesondere ist damit | Gal(Z/K)| = [Z : K]
(d.h. Z/K ist galoissch, was (a) zeigt) und ImF = Gal(Z/K) (was mit dem Homomorphie-
satz [G, Satz 6.17] den Isomorphismus Gal(Z/K) = Gal(L/K)/G, also die Zusatzbehaup-
tung zeigt). g

Beispiel 6.15. Wir betrachten noch einmal das Beispiel 6.10 des Zerfillungskdrpers von 13 —2 iiber
Q und iiberpriifen dort die Aquivalenz (a) < (b) aus Satz 6.14:

(a) Die Untergruppe A3 = ((1 2 3)) von S3 ist nach [G, Beispiel 6.8] als Kern der Signumsab-

bildung ein Normalteiler. Auf der anderen Seite ist der zugehdrige Zwischenkdrper Q(e¥)
nach Lemma 5.17 (a) galoissch iiber QQ, da diese Korpererweiterung Grad 2 hat.

(b) Die Untergruppe {(1 2)) von S5 ist nach [G, Beispiel 6.6 (c)] kein Normalteiler. Dement-
sprechend ist auch der zugehérige Zwischenkorper Q(a3) nicht galoissch iiber Q: in ihm hat
das irreduzible Polynom ¢* —2 € Q[t] namlich eine Nullstelle a3, zerfillt aber nicht in Li-
nearfaktoren (siehe Satz 5.8). Dasselbe Argument gilt natiirlich auch fiir die beiden anderen
zweielementigen Untergruppen von S3.

Beispiel 6.16. Es sei Z ein Zwischenkorper einer galoisschen Korpererweiterung L/K mit [Z: K] =
2,also [L:Z] = 3 [L: K] = }|Gal(L/K)|. Fiir die zugehorige Untergruppe G = Gal(L/Z) gilt dann
nach Folgerung 6.9 (c) also |G| = 1 |Gal(L/K)|.

Beachte, dass in diesem Fall die Korpererweiterung Z/K nach Lemma 5.17 (a) immer galoissch ist.
Auf der anderen Seite ist die Untergruppe G < Gal(L/K) dann nach [G, Aufgabe 6.9 (a)] auch stets
ein Normalteiler, da sie genau halb so viele Elemente hat wie Gal(L/K). In diesem Fall kannten wir
die Aquivalenz von (a) und (b) in Satz 6.14 also schon vorher.

Die folgende Aufgabe zeigt, wie man ein dhnliches Normalteilerkriterium mit Hilfe der Galoistheo-
rie in eines fiir Zwischenkorper umschreiben kann:

Aufgabe 6.17. Es sei L/K eine galoissche Korpererweiterung und G < Gal(L/K) eine Untergruppe.
Aus [G, Aufgabe 6.9 (b)] wissen wir, dass G ein Normalteiler von Gal(L/K) ist, wenn es keine
andere Untergruppe von Gal(L/K) gibt, die genau so viele Elemente wie G hat.

Welche entsprechende Aussage iiber Zwischenkorper von L/K erhilt man hieraus aus der Galois-
Korrespondenz mit Hilfe von Satz 6.14? Kannst du diese Aussage auch direkt ohne Verwendung von
Satz 6.14 beweisen?

Aufgabe 6.18. Es sei G die Galoisgruppe eines irreduziblen Polynoms vom Grad n iiber einem
Korper K.

Man zeige: Ist G abelsch, so gilt |G| = n.

Gilt auch die Umkehrung?
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7. Gruppentheorie und die Sitze von Sylow

In den letzten beiden Kapiteln haben wir mit Hilfe der Galoistheorie die Frage nach Zwischenkor-
pern einer gegebenen Korpererweiterung auf die Frage nach Untergruppen einer gegebenen Gruppe
zuriickgefiihrt. Wir wollen nun also Gruppen untersuchen und uns dabei insbesondere fragen, ob
und wie man in einer (endlichen) Gruppe Untergruppen einer gegebenen Ordnung finden kann. Im
Gegensatz zur direkten Suche nach Zwischenkorpern wird sich dies in der Tat als deutlich einfacher
herausstellen.

Man kann diese Fragestellung in gewissem Sinne als eine ,,Umkehrung des Satzes von Lagrange*
bezeichnen: ist G eine endliche Gruppe und U < G eine Untergruppe, so besagt dieser Satz ja be-
kanntlich, dass |U| stets ein Teiler von |G| ist [G, Satz 5.10]. Wir wollen uns jetzt die umgekehrte
Frage stellen: ist n ein Teiler von |G|, gibt es dann immer eine Untergruppe U < G mit |U| = n? Wie
wir in Aufgabe 7.36 noch sehen werden, ist die Antwort auf diese Frage im Allgemeinen nein. Wir
werden in diesem Kapitel aber einige hinreichende Kriterien angeben, die die Existenz einer solchen
Untergruppe sicher stellen, und die fiir die Behandlung unserer Probleme aus Kapitel O geniigen
werden.

Am einfachsten wire diese Frage natiirlich zu beantworten, wenn man eine Klassifikation aller Grup-
pen hitte, also eine vollstindige (und halbwegs iiberschaubare) Liste aller Gruppen modulo Isomor-
phie. In diesem Fall miisste man ja einfach nur alle Gruppen der gegebenen Ordnung in dieser Liste
durchgehen und explizit nachpriifen, ob in diesen Fillen eine Untergruppe der gewiinschten Ordnung
existiert oder nicht.

Fiir abelsche Gruppen fiihrt diese Strategie in der Tat zum Erfolg: hier kénnen wir eine Klassi-
fikation aller endlichen Gruppen konkret angeben und dadurch dann einfach sehen, dass fiir jede
dieser Gruppen G zu einem gegebenen Teiler n von |G| auch immer eine Untergruppe der Ordnung
n existiert. Da es nicht mehr Aufwand ist, werden wir diese Klassifikation nicht nur fiir endliche
abelsche Gruppen durchfiihren, sondern sogar fiir alle, die von endlich vielen Elementen erzeugt
werden konnen.

Definition 7.1 (Endlich erzeugte Gruppen). Eine Gruppe G heifit endlich erzeugt, wenn es endlich
viele Elemente ay,...,q; gibt mit G = (ay,...,a;).
Beispiel 7.2.

(a) Natiirlich ist jede endliche Gruppe endlich erzeugt (ndmlich z. B. von allen ihren Elementen).

(b) Fiir alle k € N+ ist die Gruppe Z* endlich erzeugt, nimlich z. B. von den k Einheitsvektoren
(1,0,...,0),...,(0,...,0,1).

(c) Die Gruppe R ist nicht endlich erzeugt: sind ay,...,a; € R, so ist
(al,...,ak>z{n1a1+--~—|—nkak:nl,...,nkEZ} CR.

Diese Menge ist aber stets abzihlbar und kann somit nicht gleich der tiberabzihlbaren Menge
R sein.

Die Hauptarbeit der angekiindigten Klassifikation endlich erzeugter abelscher Gruppen steckt in dem
folgenden Lemma. Dazu erinnern wir uns zunéchst daran, dass eine Gruppe zyklisch heif}t, wenn sie
von einem Element erzeugt werden kann [G, Definition 6.20], und dass diese zyklischen Gruppen
genau Z und Z, fir n € Ny sind [G, Satz 6.21 (a)]. Wir wollen nun sehen, dass eine abelsche
Gruppe, die von endlich vielen Elementen erzeugt werden kann, einfach ein Produkt von solchen
zyklischen Gruppen ist.

Lemma 7.3. Jede endlich erzeugte abelsche Gruppe ist ein (endliches) Produkt zyklischer Gruppen.
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Beweis. Es sei G eine abelsche Gruppe, die von k Elementen erzeugt werden kann. Wie bei abel-
schen Gruppen iiblich schreiben wir die Gruppenverkniipfung in G als ,,4+*“. Wir zeigen die Aussage
des Lemmas nun mit Induktion iiber k. Der Induktionsanfang fiir k = 1 ist dabei klar, denn dann ist
G ja bereits selbst zyklisch.

Fiir den Induktionsschritt sei nun also k > 1. Wir wihlen ay,...,a; € G und ny,...,n; € Z mit den
folgenden drei Eigenschaften:

@ G={ar,...,ax);
(b) nia;+---+mar=0€ G;
(¢) |n1] # 0 ist minimal.

Ausfiihrlich bedeutet Bedingung (c) also, dass es keine andere Wahl a/,...,a; € Gundn},...,n; € Z

gibt, fiir die ebenfalls (a) und (b) gilt, aber 0 # |n}| < |n;| ist. Da G nach Voraussetzung von k
Elementen erzeugt werden kann, ist eine solche Wahl mit ||| # 0 nur dann unméglich, wenn es

zwischen beliebigen Erzeugern ay,...,a; iiberhaupt keine nicht-trivialen Relationen der Form (b)
gibt. Dann ist fiir fest gewihlte Erzeuger ay,...,a; von G aber
7k — G, (I’l],...,nk) —niay + -+ ngag

ein Gruppenisomorphismus, d. h. G 22 Z* ist ein k-faches Produkt der zyklischen Gruppe Z und wir
sind fertig.

Wir konnen also annehmen, dass wir eine Wahl von ay,...,a; und ny,...,n; mit den obigen drei Ei-
genschaften getroffen haben. Durch evtl. Multiplikation der ny,...,n; mit —1 konnen wir weiterhin
ohne Einschrinkung n; > 0 annehmen.

Wir behaupten nun, dass n; ein Teiler von ny, . ..,n; ist. Aus Symmetriegriinden reicht es natiirlich,
dies fiir ny zu zeigen. Nach Division mit Rest konnen wir ny = gn; +rmitg € Zund 0 < r < nj
schreiben und erhalten aus (b)

may + (gni +r)ay +nzaz+ - -+ may =0,
also

ra; +ny(a) +qaz) + n3as + - -+ mea, = 0.
Nun ist aber (ay,a; + gap,as,...,a;) = {(ai,...,a;) = G, und damit sind ap,a; + gas,as,...,a;
Erzeuger von G, die mit den Koeffizienten r,ny,n3,...,n; die Bedingungen (a) und (b) erfiillen.
Wegen 0 < r < n; muss nach der Minimalitiitsforderung (c) also r = 0 gelten, d. h. ny | ny.

Da n; ein Teiler von ny, ..., ny ist, konnen wir nun das Element

n n
a ::a1+—2a2+---—|——kak €eG
ni ni
betrachten. Natiirlich ist dann auch (d},az,...,ar) = (ai,...,ax) = G. Der Morphismus
F:{d))x{ay,....at) =G, (u,v)—>u+v

ist also surjektiv. Er ist aber auch injektiv: es sei F(u,v) =0 mit u = mla/1 und v = mpap + -+ +
myay. Nach Konstruktion von ) sowie (b) ist nja} = 0, aufgrund der Minimalititsbedingung (c)
jedoch nd); # 0 fiir 0 < n < n;. Also ist (@} ) = Z,,, und wir konnen in der Darstellung fiir u ohne
Einschriinkung 0 < m; < n; annehmen. Dann besagt F (u,v) = u+v = 0 aber

myay +mpay + -+ +map =0,
was wiederum wegen der Minimalitdtsbedingung (c) aufgrund von 0 < m; < n; nur fiir m; =0
moglich ist. Damit ist u = 0, mit F (4,v) = u+v = 0 also auch v =0, d. h. F ist auch injektiv.

Aufgrund des Isomorphismus F ist G also isomorph zum Produkt der zyklischen Gruppe (/) mit

(az,...,a;). Da dieser zweite Faktor von k — 1 Elementen erzeugt werden kann, ist er nach Induk-
tionsvoraussetzung ein endliches Produkt zyklischer Gruppen. Damit ist auch G wie behauptet ein
endliches Produkt zyklischer Gruppen. 0

Mit diesem Lemma koénnen wir nun wie angekiindigt alle endlich erzeugten abelschen Gruppen
klassifizieren.

11
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Folgerung 7.4 (Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen). Es sei G eine endlich er-
zeugte abelsche Gruppe. Dann gibt es eindeutig bestimmte r,m € N und bis auf die Reihenfolge
eindeutige (aber nicht notwendig verschiedene) Primzahlpotenzen pll(' von, Pim 50 dass
G = erZpkl X oo XL gy
1 m

Beweis. Fiir die Existenz einer solchen Darstellung geniigt es nach Lemma 7.3, eine zyklische Grup-
pe zu betrachten, also G = Z oder G = Z, fiir ein n € N+. Fiir G = Z ist natiirlich nichts zu zeigen;
fur Z,, dagegen gilt nach dem chinesischen Restsatz [G, Satz 11.22]

Ly =2 7 Ky X oo X VA Dl
Py Pm
wenn plf' - -+ . pkn die Primfaktorzerlegung von 7 ist.
Die Eindeutigkeit der Darstellung ergibt sich aus Teil (b) der folgenden Aufgabe. g

Aufgabe 7.5 (Eindeutigkeit im Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen).
(@) EsseiG=7Z"x17Z k1 - X 7 Do fiir gewisse r,n,kq,...,k, € N und (nicht notwendig ver-
schiedene) Prlmzahlen P1,---,Pn. Zeige, dass fiir alle kK € N und jede Primzahl p
log,|G/p*G|=kr+ Y min{kk;}
i: pi=p
gilt, wobei wie iiblich p* G = {p*x: x € G} und log,, der Logarithmus zur Basis p ist.

(b) Wir betrachten nun eine beliebige Gruppe G, die isomorph zu einer Gruppe der Form 7" x
Z kl XL o wie in (a) ist. Zeige, dass dann r, n und alle Primzahlpotenzen p1 yeens pl,‘l"

(blS auf die Relhenfolge) durch G eindeutig bestimmt sind.

Bemerkung 7.6. Mit Folgerung 7.4 konnen wir insbesondere leicht alle endlichen abelschen Grup-
pen einer gegebenen Ordnung n angeben, indem wir n auf alle moglichen Arten als Produkt von
(nicht notwendig verschiedenen) Primzahlpotenzen schreiben. So erhalten wir zum Beispiel:

(a) Es gibt genau zwei abelsche Gruppen der Ordnung 12, ndmlich
Z4><Z3 und ZgXZzXZ3

(dass diese beiden Gruppen nicht isomorph sind, sieht man hier auch direkt ohne Aufgabe
7.5 (b), da die erste ein Element der Ordnung 4 besitzt, die zweite jedoch nicht). Die erste
dieser beiden Gruppen ist nach dem chinesischen Restsatz isomorph zu Zj.

(b) Ist n ein Produkt von paarweise verschiedenen Primzahlen, so gibt es nur eine abelsche
Gruppe der Ordnung n (ndmlich Z,).

Mit Hilfe der Klassifikation aus Folgerung 7.4 konnen wir nun fiir abelsche Gruppen leicht die in der
Einleitung zu diesem Kapitel genannte Frage nach der Existenz von Untergruppen einer gegebenen
Ordnung beantworten.

Folgerung 7.7 (Untergruppen in abelschen Gruppen). Es sei G eine endliche abelsche Gruppe und
n € Nxg ein Teiler von |G|. Dann gibt es eine Untergruppe U < G mit |U| = n.

Beweis. Nach Folgerung 7.4 diirfen wir mit den dortigen Bezeichnungen G = th - X Z Do

1 )71
mit |G| = p]fl - -+ . pk» annehmen. Da n ein Teiler dieser Zahl ist, konnen wir n natiirlich (nicht
notwendig eindeutig) in der Form n = p{' - --- - p% mit a; < k; fiir alle i schreiben. Nun ist aber fiir
alle i
Ui = (pf “'>:{r-p’fi—“f- 0<r<p}
eine Untergruppe von Z i der Ordnung p“’ Alsoist Uy x --- x U, < G wie gewiinscht eine Unter-

gruppe der Ordnung 7. 0
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Ubertragen wir dieses Ergebnis nun mit Hilfe der Galoistheorie auf Korpererweiterungen, konnen
wir damit also im Fall einer galoisschen Korpererweiterung mit abelscher Galoisgruppe die Exis-
tenz von Zwischenkorpern mit gegebenem Grad zeigen. Dies ermoglicht es uns z.B. schon, die
Frage nach der Konstruierbarkeit des regelmifigen n-Ecks mit Zirkel und Lineal nun endgiiltig zu
losen, indem wir zeigen, dass die in Folgerung 3.33 gefundene notwendige Bedingung fiir die Kon-
struierbarkeit auch hinreichend ist.

Folgerung 7.8 (Konstruierbarkeit des n-Ecks). Das regelmdflige n-Eck ist genau dann mit Zirkel
und Lineal konstruierbar, wenn n von der Form

fiir ein m > 0 und verschiedene Fermatsche Primzahlen py, ..., p, ist (also fiir Primzahlen der Form
pi = 22% + 1 mit a; € N).

Beweis. Aus Folgerung 3.33 wissen wir bereits, dass das n-Eck hochstens dann konstruierbar sein
kann, wenn n von der angegebenen Form ist.

Es sei nun also n von dieser Form. Die Korpererweiterung Q(e%) /Q ist nach Beispiel 5.3 (c)
und 5.7 galoissch mit Galoisgruppe G = Z;. Thre Ordnung ist nach Satz 3.29 gleich |Z}| = ¢(n)
und damit nach Lemma 3.31 fiir das betrachtete n eine Zweierpotenz 2" fiir ein r € N. Da G = Z;,
natiirlich abelsch ist, konnen wir mit Folgerung 7.7 also rekursiv eine Untergruppenkette

G=Uy>U > >2U,={e}
mit |Uy| = 2"7* fiir k = 0,...,r finden. Nach der Galois-Korrespondenz aus Folgerung 6.9 erhalten
wir nun mit 7 := Q(e% ) U eine entsprechende Kette von Zwischenkorpern
Q=<7 < SZr:Q(e%)
mit [Q (e%) : Z;] =27k, nach der Gradformel aus Satz 2.17 also [Z; : Z;_] =2 firallek=1,...,r.
Damit'ist Zi/Zy—1 gemiB Aufgabe 2.21 (b) fiir alle i eine einfache 2-Radikalerweiterung. Also is_t
Q (e% ) nach Definition 1.18 (b) eine 2-Radikalerweiterung von Q. Da sie natiirlich das Element A
enthilt, ist das n-Eck damit wie in Beispiel 1.23 (C) erldutert mit Zirkel und Lineal konstruierbar. [

Wir wollen nun sehen, in wie weit wir auch im nicht-abelschen Fall Aussagen zur Klassifikation von
Gruppen und zur Existenz von Untergruppen gegebener Ordnung machen konnen. Natiirlich ist dies
hier viel schwieriger, und die Ergebnisse werden auch deutlich schwicher ausfallen als im abelschen
Fall. Zur Vorbereitung miissen wir zunéchst etwas ausholen und das Konzept der Gruppenoperation
auf einer Menge einfiihren.

Definition 7.9 (Gruppenoperationen). Es seien (G, -) eine Gruppe und M eine Menge. Eine Grup-
penoperation von G auf M ist eine Abbildung

x: GXM—M, (a,x)—axx,
so dass

(a) exx = x fiir alle x € M (wobei e € G wie iiblich das neutrale Element bezeichnet);
(b) ax(bxx)=(a-b)xxfirallea,b € Gund x € M.

Bemerkung 7.10. Genau wie bei Gruppenverkniipfungen kann man eine Gruppenoperation natiir-
lich auch mit einem anderen Symbol als ,,x*“ bezeichnen. Oft verwendet man fiir eine Gruppen-
operation sogar das gleiche Symbol ,,-* wie fiir die Gruppenverkniipfung, weil dadurch, ob zwei
Elemente von G miteinander verkniipft werden oder eines von G mit einem von M, ja in der Regel
bereits eindeutig erkennbar ist, ob die Gruppenverkniipfung oder die Gruppenoperation gemeint ist.
Da man eine Gruppenoperation aulerdem auch so auffassen kann, dass ein Gruppenelement a eine
Funktion ist, die einem Element x € M ein Element a *x € M zuordnet (daher kommt natiirlich auch
die Sprechweise, dass G auf M operiert), sieht man in der Literatur auch oft die Schreibweise a(x)
fiir a xx. Wir werden in diesem Skript jedoch ausschlieBlich die Schreibweise a * x verwenden, da
diese wohl am wenigsten zu Verwirrungen fiithren kann.
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Beispiel 7.11 (Permutationen als Gruppenoperation). Es seien G < S, eine Untergruppe der sym-
metrischen Gruppe und M = {1,...,n}. Dann operiert G auf M einfach dadurch, dass man eine
Permutation aus G auf eine Zahl in M anwendet, d. h. indem wir

oxi:=0(i) €M
fir 0 € G und i € M setzen. Die Eigenschaften (a) und (b) aus Definition 7.9 sind dabei natiirlich
offensichtlich, denn es ist ja id(i) = i und 6(7(i)) = (oo 7)(i) firallei € Mund 6,7 € G < §,,.

In der Tat ist dies ein sehr ,.typisches* Beispiel fiir eine Gruppenoperation — denn die folgende
Bemerkung zeigt, dass die Elemente von G im Fall einer Operation auf einer Menge M immer als
Permutationen auf M operieren.

Bemerkung 7.12 (Gruppenoperationen als Morphismen in die symmetrische Gruppe). Es sei G eine
Gruppe, die auf einer Menge M operiert. Fiir ein festes a € G ist dann die Abbildung
Oy M—M, x— axx
bijektiv mit Umkehrabbildung 6,1, denn nach Definition 7.9 gilt fiir alle x € M
O,1(0u(x)) =a "k (axx)=(a " a)xx=exx=x
und analog auch o,(0,-1(x)) = x. Wir erhalten so also eine Abbildung
G—SM),a— o,
der Gruppe G in die symmetrische Gruppe S(M) aller bijektiven Abbildungen von M in sich [G,

Konstruktion 2.1]. Diese Abbildung ist sogar ein Gruppenhomomorphismus, denn nach Definition
79 giltfirallexe Munda,b € G

04(0p(x)) =ax(bxx) = (a-b) *x = 04p(x)
und damit 6, o 6, = 0,.. Eine Operation einer Gruppe G auf einer Menge M bestimmt also einen
Morphismus von G in die symmetrische Gruppe S(M). Im Fall von Beispiel 7.11, wo eine Unter-

gruppe G < S, der symmetrischen Gruppe durch Permutation auf M = {1,...,n} operiert, ist dieser
Morphismus offensichtlich gerade die Einbettung G — S,, = S(M).

In der Tat bestimmt auch umgekehrt ein Morphismus von G in die symmetrische Gruppe S(M) eine
Gruppenoperation von G auf M, wie die folgende einfache Aufgabe zeigt.

Aufgabe 7.13. Es seien G eine Gruppe und M eine Menge. Zeige, dass eine Gruppenoperation von
G auf M ,dasselbe ist wie ein Morphismus von G in die symmetrische Gruppe S(M), d. h. dass die
Konstruktion aus Bemerkung 7.12 eine bijektive Abbildung

{Gruppenoperationen von G auf M} Ll {Morphismen G — S(M)}
liefert.
Wir werden spiter in Konstruktion 7.18 und im Beweis der Sétze 7.29 und 7.30 noch weitere fiir uns

relevante Gruppenoperationen kennen lernen. Zunichst einmal wollen wir jedoch ein paar Begriffe
einfithren, mit denen man Gruppenoperationen untersuchen kann.

Definition 7.14 (Bahnen, Fixgruppen und Fixpunkte). Es sei G eine Gruppe, die auf einer Menge
M operiert. Fiir ein festes x € M heif3it dann

(@) Gxx:={a*x: a € G} C M die Bahn von x;
(b) Gy:={a € G: axx=x} <G die Fixgruppe oder der Stabilisator von x (man priift sofort
nach, dass dies in der Tat eine Untergruppe von G ist);
(c) xein Fixpunkt der Operation, falls a xx = x fiir alle a € G. Offensichtlich ist dies dquivalent
zu Gxx = {x} und zu G, = G.
Beispiel 7.15. Es sei 0 € S4 der 3-Zykel 6 = (1 2 3). Wie in Beispiel 7.11 operiere die Grup-
pe G= (o) = {id,0,02} < S4 auf der Menge M = {1,2,3,4} durch Permutation. Die Elemente
in G vertauschen also die Zahlen 1,2,3 € M zyklisch und lassen das Element 4 € M fest. In der
Sprechweise von Definition 7.14 bedeutet dies:
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(a) Die Bahn des Elements 1 € M ist G* 1 = {id(1),0(1),06%(1)} = {1,2,3}. Da von den
Elementen von G nur die Identitdt das Element 1 fest ldsst, ist die zugehorige Fixgruppe
G; = {id}. Natiirlich ist 1 kein Fixpunkt der Gruppenoperation. Dieselben Aussagen gelten
analog fiir die Elemente 2 und 3 von M.

(b) Die Bahn des Elements 4 € M ist G x4 = {id(4),0(4),0%(4)} = {4}. Hier ist also die zuge-
horige Fixgruppe G4 = G, und 4 ist ein Fixpunkt der Gruppenoperation.

Bemerkung 7.16 (Bahnen als Aquivalenzklassen). Die Gruppe G operiere wieder auf der Menge
M. Wir definieren eine Relation ~ auf M durch
y~x & esgibteina € Gmity =axx.

Man priift sofort nach, dass dies eine Aquivalenzrelation ist [G, Definition 5.1]. AuBerdem ist die
Aquivalenzklasse eines Elements x € M, also die Menge der Elemente y € M mit y ~ x, nach Kon-
struktion natiirlich genau die Bahn G x x. Insbesondere ist M also stets die disjunkte Vereinigung
aller Bahnen der Gruppenoperation [G, Satz 5.3 (b)].

Die wichtigste Eigenschaft einer Gruppenoperation ist die sogenannte Bahnengleichung, die wir
jetzt beweisen wollen.

Satz 7.17 (Bahnengleichung). FEine endliche Gruppe G operiere auf einer endlichen Menge M.
Dann gilt:

(a) Fiir alle x € M ist |G| = |Gy| - |G *x].

(b) Ist{x1,...,xn} C M ein Repriisentantensystem der Bahnen, d. h. sind Gxx\,...,G*x, genau
die verschiedenen Bahnen der Gruppenoperation, so gilt
Gl

M| = Z|G*X,| = Z 1G]

Beweis.

(a) Wie iiblich bezeichne G/G, die Menge der Linksnebenklassen von G, in G [G, Definition
5.6]. Beachte, dass dies keine Gruppe ist, da die Fixgruppe G, in der Regel kein Normalteiler
in G ist. Das brauchen wir aber auch nicht, denn wir behaupten lediglich, dass die Abbildung

G/Gy— Gxx, arrax*x
wohldefiniert und bijektiv ist. In der Tat gilt fiir alle a,b € G
a=bcG/G, = a'beG, (Definition von G/G),)
& (@ 'b)xx=x (Definition der Fixgruppe G,)

S bxx=axx.

Lesen wir diese Aquivalenz in der Richtung ,,=, so ergibt sich, dass die oben genannte
Abbildung wohldefiniert ist. Lesen wir die Aquivalenz in der Richtung ,,<=*, so bedeutet dies
genau die Injektivitit. Aulerdem ist die Abbildung natiirlich surjektiv, denn nach Definition
der Bahn ist ja jedes Element von G *x von der Form a *x fiir ein a € G.

Also ist die obige Abbildung bijektiv, d. h. es ist insbesondere |G/Gy| = |G *x|. Mit dem Satz
von Lagrange [G, Satz 5.10] ergibt sich also die Behauptung |G| = |G| - |G /G| = |G| - |G *
x|.

(b) Dies folgt nun sofort aus Bemerkung 7.16 und Teil (a) des Satzes. [l

Wir werden nun eine fiir uns im Folgenden besonders wichtige Gruppenoperation kennen lernen,
niamlich die Gruppenkonjugation. Eine Besonderheit dieser Operation ist, dass eine Gruppe G hierbei
auf sich selbst operiert, d. h. in der Notation von Definition 7.9 die Menge M gleich der Gruppe G
ist. Demzufolge liegen auch die Bahnen und Fixgruppen dieser Operation beide in G, wihrend sonst
ja die Bahnen in M und die Fixgruppen in G liegen. Da die Gruppenkonjugation besonders wichtig
ist, haben die Begriffe aus Definition 7.14 fiir diesen Fall alle einen besonderen Namen.
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Konstruktion 7.18 (Gruppenkonjugation). Es sei G eine Gruppe.

(a) Die Vorschrift
bxa:=bab~' fira,beG
definiert eine Gruppenoperation von G auf sich selbst, denn fiir alle a,b,c € G ist
exa=eae ' =a und cx(bxa)=cbab ¢! = (ch)a(ch) ' = (cb)*a.

Sie wird als Konjugation bezeichnet. Die Bahnen dieser Operation nennt man die Konju-
gationsklassen von G. Zwei Elemente aj,a; € G heillen konjugiert zueinander, wenn sie
in derselben Konjugationsklasse liegen, also wenn es ein b € G gibt mit ay = ba;b~.

(b) Fiir ein a € G heif}t die Fixgruppe von a beziiglich der Konjugation
Gy={beG:bab'=a} ={bcG: ba=ab} <G

(also die Menge der Gruppenelemente, die mit dem gegebenen a kommutieren) der Zentra-
lisator von a in G. Er wird mit C(a) bezeichnet, bzw. (wenn die zugrunde liegende Gruppe
aus dem Zusammenhang klar ist) einfach mit C(a).

(c) Die Menge der Fixpunkte der Konjugation
Z(G):={a€G: bab ' =afiralle b € G} = {a € G : ba = ab fiir alle b € G}

(also die Menge der Gruppenelemente, die mit allen anderen Elementen kommutieren) heif3t
das Zentrum von G. Offensichtlich ist G genau dann abelsch, wenn Z(G) = G ist. Man priift
leicht nach, dass Z(G) eine Untergruppe von G ist [G, Aufgabe 3.6 (e)]. In der Tat ist sogar
jede Untergruppe U des Zentrums ein Normalteiler von G, denn fiir alle u € U und a € G
giltjaaua ' =uecU.

Beispiel 7.19 (Konjugationsklassen in S,;). Im Fall der symmetrischen Gruppe S,, haben die Konju-
gationsklassen eine besonders einfache Interpretation. Es sei dazu ¢ € S, eine Permutation, deren
Zykelzerlegung aus disjunkten Zykeln der Lingen k1, ..., k,, mit k| + - - - + k;,, = n besteht [G, Kon-
struktion 2.10], also

G:(al,l ...aLkl) e (am.l "’am,km)

fira; jmit{a;j: 1 <i<m,1<j<k}={1,...,n}. Istnun T € S, beliebig und setzen wir b; ; :=
7(a;, j), so ergibt einfaches Nachrechnen, dass

16T = b1y big) - (bt buk,)- (%)

Die zu o konjugierten Permutationen haben in ihrer Zykelzerlegung also Zykel der gleichen Lingen
wie 0. Haben wir umgekehrt eine Permutation wie auf der rechten Seite von (x), die aus Zykeln
der gleichen Linge wie o besteht, so konnen wir durch 7(a; ;) := b; j ein Element 7 € S, definieren,
fiir das die Gleichung (x) gilt. Die Konjugationsklasse von ¢ besteht also genau aus allen Permu-
tationen, deren Zykelzerlegung aus disjunkten Zykeln der Léngen ki,...,k, besteht. So ist z.B.
die Konjugationsklasse von (1 2) in S, genau die Menge aller Transpositionen (hier ist k; = 2 und
k=-=ky,=1firm=n—1).

Bemerkung 7.20 (Klassengleichung). Es sei G eine Gruppe. Wenden wir die Bahnengleichung aus
Satz 7.17 auf die Konjugationsoperation aus Konstruktion 7.18 an, so erhalten wir offensichtlich

- |Gl
G| =
,; C(a)|”
wobei ay,...,a, ein Reprisentantensystem der Konjugationsklassen ist. Typischerweise formuliert

man diese Gleichung etwas um, indem man aus dieser Summe alle Terme herauszieht, die den Wert
1 haben. Dies sind genau die i mit C(q;) = G, also fiir die @; mit allen Gruppenelementen kommu-
tiert und damit a; € Z(G) gilt. Umgekehrt kommt natiirlich auch jedes Element des Zentrums unter
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den a; vor, da jedes solche Element seine eigene Konjugationsklasse bildet. Wir erhalten damit die
sogenannte Klassengleichung

6l =1z(6)|+ Y, A9
5 IC(ai)]
——
>1
fiir G, wobei wir die obigen Reprisentanten der Konjugationsklassen jetzt so nummeriert haben,
dass ay,...,a, genau die Klassen mit mehr als einem Element reprisentieren und a,,+1,...,a, im

Zentrum von G liegen.

Als erste Anwendung unseres Studiums von Gruppenoperationen konnen wir nun ein kleines Re-
sultat zur Klassifikation beliebiger (d. h. nicht notwendig abelscher) Gruppen zeigen. Wir wissen
ja bereits, dass es zu einer Primzahl p bis auf Isomorphie nur eine Gruppe mit p Elementen gibt,
ndmlich Z,. Ein dhnliches Ergebnis konnen wir nun fiir Gruppen zeigen, deren Ordnung ein Prim-
zahlquadrat ist.

Aufgabe 7.21 (Klassifikation der Gruppen der Ordnung p?). Es sei G eine Gruppe mit |G| = p? fiir
eine Primzahl p.

(a) Zeige mit Hilfe der Klassengleichung, dass |Z(G)| = p?.

(b) Zeige, dass G =Z,,» oder G = Zp X Zy.

Als weitere Anwendung der Klassengleichung wollen wir nun wieder zum Problem der Existenz von
Untergruppen einer gegebenen Ordnung zuriick kommen. Wie wir in Aufgabe 7.36 noch sehen wer-
den, ist es — im Gegensatz zum abelschen Fall in Folgerung 7.7 — fiir eine beliebige endliche Gruppe
G und einen Teiler n von |G| im Allgemeinen nicht mehr richtig, dass G dann eine Untergruppe der
Ordnung n besitzt. Allerdings konnen wir die Existenz einer solchen Untergruppe zumindest noch
dann zeigen, wenn n eine Primzahlpotenz ist.

Satz 7.22 (1. Satz von Sylow). Es sei G eine endliche Gruppe. Ferner seien p eine Primzahl und
k € N<, so dass p* ein Teiler von |G| ist. Dann gibt es eine Untergruppe U < G mit |U| = p.

Beweis. Wir zeigen die Aussage mit Induktion iiber |G|; fiir |G| = 1 ist natiirlich nichts zu zeigen.
Fiir den Induktionsschritt unterscheiden wir zwei Fille:

(@) p| |Z(G)|: Da das Zentrum Z(G) eine abelsche Gruppe ist, gibt es nach Folgerung 7.7 eine
Untergruppe N < Z(G) < G mit |[N| = p. Im Fall k = 1 kénnen wir dann also natiirlich U = N
wihlen und sind fertig.

Andernfalls kénnen wir die Faktorgruppe G/N betrachten, da N nach Konstruktion 7.18
(c) als Untergruppe des Zentrums sogar ein Normalteiler in G ist. Wegen pX| |G| gilt dann
prl \% -|G| = |G/N|. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es also eine Untergruppe V <
G/N mit |V| = p¥~!. Ist dann 7 : G — G/N, a — a die Restklassenabbildung, so ist U :=
7~ (V) eine Untergruppe von G mit U/N =V, also wie gewiinscht |U| = |[N|-|V| = p-

Pl = pk.
() p ) |Z(G)|: Wegen p| |G| und p / |Z(G)| muss es nach der Klassengleichung
- _|G|
6= 120+ Y, o
i=1
>1

aus Bemerkung 7.20 (mit den dortigen Notationen) ein i = 1,...,m geben mit p } | C‘(ZLM .Da
dieser Quotient also keinen Primfaktor p mehr enthilt, folgt mit p* | |G| auch p*| |C(a;)|.
Wegen % > 1, also |C(a;)| < |G|, finden wir nun nach Induktionsvoraussetzung eine
Untergruppe U < C(a;) < G mit |U| = pF. O

Mit Hilfe der Galois-Korrespondenz erhalten wir aus diesem Satz nun natiirlich sofort eine analoge
Aussage iiber die Existenz von Zwischenkdrpern.
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Folgerung 7.23 (Existenz von Zwischenkorpern). Es sei L/K eine galoissche Kirpererweiterung
von Charakteristik 0. Ferner seien p prim und k € N<o mit p* | [L: K]. Dann gibt es einen Zwischen-
kérper Z von L/K mit [L : Z] = pk.

Beweis. Weil L/K galoissch ist, ist |Gal(L/K)| = [L : K], d. h. nach Voraussetzung ist p* ein Teiler
von |Gal(L/K)|. Der 1. Satz von Sylow liefert also die Existenz einer Untergruppe U < Gal(L/K)
mit |U| = p¥. Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie aus Folgerung 6.9 gibt es nun einen zugehdrigen
Zwischenkorper Z = LY von L/K mit [L: Z] = |U| = p. O

Dieses Resultat ermoglicht es uns nun, wie in Problem 0.1 der Einleitung angekiindigt einen alge-
braischen Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra zu geben. Allerdings ist dieser Beweis nicht
wirklich vollstindig algebraisch, sondern verwendet auch ein Hilfsresultat aus der Analysis — was
aber auch so sein muss, da die besonderen Eigenschaften von R gegeniiber Q (z. B. die Vollstéin-
digkeit) und damit auch die von C = R(i) gegeniiber Q(i) (wo ja z. B. das Polynom ¢> — 2 nicht in
Linearfaktoren zerfillt) nun einmal analytischer und nicht algebraischer Natur sind. Im folgenden
Lemma stellen wir bereit, was wir aus der Analysis benotigen.

Lemma 7.24.
(a) Es gibt keinen Erweiterungskéorper L von R mit [L : R] = q fiir ein ungerades q > 1.
(b) Es gibt keinen Erweiterungskorper L von C mit [L: C] = 2.

Beweis.

(a) Angenommen, es gibe einen Korper L > R mit [L : R] = ¢ > 1 ungerade. Nach dem Satz 4.28
vom primitiven Element ist L = R(a) fiir ein a € L. Das Minimalpolynom f von a iiber R ist
dann natiirlich nach Lemma 2.6 und Satz 2.14 (a) irreduzibel und hat Grad g. Nun wissen wir
aber aus dem Zwischenwertsatz der Analysis, dass ein solches reelles Polynom ungeraden
Grades immer eine Nullstelle in R besitzt, da f(x) fiir x — eo und x — —oo unterschiedliche
Vorzeichen hat. Also spaltet f {iber R einen Linearfaktor ab und kann damit nicht iiber R
irreduzibel sein, was ein Widerspruch ist.

(b) Wir nehmen nun an, dass L > C mit [L : C] = 2. Wie in Teil (a) ist dann L = C(a) fiir ein
a € L; das Minimalpolynom f von a iiber C ist wieder irreduzibel und hat diesmal Grad
2. Nach der bekannten Losungsformel fiir quadratische Gleichungen (und weil in C jede
Zahl eine Quadratwurzel besitzt) hat f dann aber eine Nullstelle in C, zerfillt also tiber C in
Linearfaktoren und kann damit nicht irreduzibel sein, was wieder ein Widerspruch ist. [

Satz 7.25 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes komplexe Polynom zerfillt iiber C in Linearfak-
toren. (Insbesondere hat also jedes nicht-konstante komplexe Polynom eine Nullstelle in C.)

Beweis. Es sei f € C|t]. Es geniigt zu zeigen, dass das reelle Polynom g := f- f € R][t] iiber C in
Linearfaktoren zerfillt, da dies wegen der eindeutigen Primfaktorzerlegung in C[t] [G, Satz 11.9]
dann natiirlich auch fiir f gelten muss.

Wir betrachten nun den Zerféllungskorper L von g iiber C. Da wir diesen auch als Zerfallungskorper
von (24 1) g iiber R schreiben konnen, sind die Kérpererweiterungen L/C und L/R nach Satz 5.8
galoissch. Wir wollen zeigen, dass L = C ist, also dass g bereits tiber C in Linearfaktoren zerfillt.

Dazu schreiben wir den Grad der Korpererweiterung L/R als [L : R] = ¢ - 2 fiir ein ungerades ¢
— jede natiirliche Zahl lésst sich ja so schreiben. Da L/R galoissch ist, gibt es nun nach Folgerung
7.23 einen Zwischenkorper R < Z < L mit [L: Z] = 2% nach der Gradformel aus Satz 2.17 also
[Z : R] = g. Dies ist nach Lemma 7.24 (a) aber nur moglich fiir g = 1.

Wir haben also [L : R] = 2% und damit [L : C] = 2%~!. Wiire nun k > 2, so gibe es wiederum nach
Folgerung 7.23 einen Zwischenkorper C < Z’ < L mit [L: Z'] = 2¥72, also [Z" : C] = 2. Dies ist nach
Lemma 7.24 (b) aber unméglich. Alsoistk=1,d.h. [L:C] =1 und damit L = C. O

Bemerkung 7.26 (Algebraische Erweiterungen von C). Eine dquivalente Formulierung des Fun-
damentalsatzes der Algebra ist, dass es keine (echte) algebraische Korpererweiterung von C gibt:
ist L/C eine algebraische Korpererweiterung und a € L beliebig, so ist das Minimalpolynom von a
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iiber C irreduzibel und damit nach dem Fundamentalsatz linear; also ist [a : C] = 1 und damit bereits
a € C. Auf dhnliche Art zeigt man, dass die einzige echte algebraische Korpererweiterung von R der
Korper der komplexen Zahlen ist.

Beachte aber, dass es natiirlich (viele) transzendente Korpererweiterungen von C gibt, z. B. den
Korper der rationalen komplexen Funktionen aus Beispiel 1.2 (c).

Im 1. Satz von Sylow (siehe Satz 7.22) haben wir gesehen, dass zu einer endlichen Gruppe G und
einer Primzahlpotenz p* mit p*| |G| stets eine Untergruppe U von G mit |U| = p* existiert. Fiir
viele Anwendungen wire es nun niitzlich, noch weitere Angaben iiber diese Untergruppen machen
zu konnen, z. B. tiber deren Anzahl. Wenn wir z. B. wiissten, dass es genau eine Untergruppe der
Ordnung pk gibt, so wiissten wir damit nach [G, Aufgabe 6.9 (b)] auch schon, dass diese ein Nor-
malteiler sein muss.

Fiir derartige Fragen gibt es noch zwei weitere Sitze von Sylow, die wir jetzt zum Abschluss dieses
Kapitels behandeln wollen. Sie werden im wesentlichen mit dem gleichen Argument bewiesen; die
Aufteilung in zwei Sitze hat hier lediglich historische Griinde. Besonders starke Aussagen machen
sie iiber die Untergruppen U < G mit |U| = p*, fiir die p* die maximale Potenz von p ist, die |G|
teilt. Derartigen Untergruppen gibt man daher einen besonderen Namen.

Definition 7.27 (p-Gruppen und p-Sylowgruppen). Es sei G eine Gruppe.

(a) Ist |G| = pF fiir eine Primzahl p und ein k € N, so heiBt G eine p-Gruppe.

(b) Es sei |G| = g p* fiir eine Primzahl p, ein k € N~ und ein ¢ mit p J ¢, d. h. der Primfaktor p
tritt in |G| genau mit der Vielfachheit k auf. Dann heit eine Untergruppe U < G mit |U| = p*
(also eine p-Untergruppe von G mit maximal moglicher Ordnung) eine p-Sylowgruppe bzw.
p-Sylowuntergruppe von G. Die Menge aller p-Sylowgruppen von G wird mit Syl,(G)
bezeichnet.

Bemerkung 7.28. Nach dem 1. Satz von Sylow (siehe Satz 7.22) ist offensichtlich Sylp(G) # 0 fir
jeden Primteiler p der Ordnung einer endlichen Gruppe G.

Satz 7.29 (2. Satz von Sylow). Es seien G eine Gruppe und p ein Primteiler von |G|. Dann gilt:

(a) Jede p-Untergruppe von G ist in einer p-Sylowuntergruppe von G enthalten.

(b) Alle p-Sylowgruppen von G sind zueinander konjugiert, d. h. fiir alle S1,S, € SylP(G) gibt
eseinac GmitS, =aSja".

Satz 7.30 (3. Satz von Sylow). Es seien wieder G eine endliche Gruppe und p ein Primteiler von
|G|. Wir schreiben die Ordnung von G als |G| = q p* fiir ein k € Nwo und ein q mit p f q. Dann gilt
fiir die Anzahl s, := | Syl ,(G)| der p-Sylowgruppen in G:

(@) s, =1 mod p;
(b) 5p|‘1'

Beweis von Satz 7.29 und 7.30. Es sei |G| = g p* fiir eine Primzahl p, ein k € N+ und ein ¢ mit p / .
Der Beweis beider Sétze besteht im wesentlichen aus einer zweimaligen geschickten Anwendung der
Bahnengleichung fiir geeignete Gruppenoperationen.

Als Erstes lassen wir die Gruppe G durch Konjugation auf der Menge Syl p(G) aller p-Sylowgruppen
in G operieren, d.h. als a* U := aUa™ ! fira € Gund U € Syl,(G) (beachte, dass aUa~! nach [G,
Aufgabe 3.7 (a) und Lemma 5.9] in der Tat eine Untergruppe derselben Ordnung wie U, also eben-
falls eine p-Sylowgruppe ist). Fiir eine im Folgenden fest gewéhlte p-Sylowgruppe S € Syl p(G) sei
nun Q = {aSa~': a € G} C Syl,(G) die Bahn von S unter dieser Konjugationsoperation. Natiir-
lich ist die Aussage von Satz 7.29 (b) letztlich, dass bereits Q = Sylp(G) ist, aber das wissen wir
momentan noch nicht. Allerdings wissen wir nach der Bahnengleichung aus Satz 7.17 (a), dass

G| =Gs|- Q] (1
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gilt, wobei Gs = {a € G: aSa ' =S} = {a € G: aS = Sa} die Fixgruppe von S ist. Nun ist aber
a$ = Sa= S fiir alle a € S, und damit S < Gs. Nach dem Satz von Lagrange [G, Satz 5.10] ist |S| = p*
also ein Teiler von |Gs|. Alle Primfaktoren p von |G| stecken in der Gleichung (1) damit bereits in
|Gs|, und wir sehen, dass

p 1€l @

Wir kommen nun zur zweiten bereits angekiindigten Gruppenoperation. Hierfiir sei H eine beliebige
p-Untergruppe von G, die wir wieder durch Konjugation auf p-Sylowgruppen operieren lassen —
allerdings diesmal nur auf der Menge Q aller p-Sylowgruppen, die man aus dem fest gewéhlten S
durch Konjugation mit beliebigen Gruppenelementen erreichen kann. Die Bahnengleichung aus Satz
7.17 (b) lautet fiir diese Operation

n
H
=y 3
i=1 Si|
wobei Si,...,S, € Q ein Reprisentantensystem der Bahnen und Hs, = {a € H : aSia' = S} ist.

Da H eine p-Gruppe ist, ist jeder Summand auf der rechten Seite dieser Gleichung eine Potenz von
p, also entweder gleich p® = 1 oder durch p teilbar. Da |Q| nach (2) aber nicht durch p teilbar ist,
muss demnach mindestens einmal ein Summand 1 vorkommen, d. h. wir sehen:

fiir jede p-Gruppe H in G gibt es ein S; € Q mit Hg, = H. “)

Fiir ein solches S; ist also aSja~! = S, fiir alle « € H. Nach [G, Aufgabe 6.11] folgt hieraus, dass HS;
eine Untergruppe von G ist. Ihre Ordnung ist nach der Produktformel [G, Aufgabe 5.5 (c)] gleich
‘IIZIH;{\‘ , also insbesondere eine Potenz von p, da H und §; beides p-Gruppen sind. Damit ist HS; eine
p-Untergruppe von G, die die maximale p-Untergruppe S; enthélt. Es muss demnach HS; = S; und

damit insbesondere H < HS; = §; gelten. Also haben wir:

fiir jedes H und S; wie in (4) ist H < S;. 5)

Wir konnen nun alle unsere Ergebnisse zusammensetzen, um den 2. und 3. Satz von Sylow zu bewei-
sen: ist H eine beliebige p-Untergruppe von G, so liegt H nach (4) und (5) in einer p-Sylowgruppe
S; € Q, was Satz 7.29 (a) zeigt. Im Spezialfall, wenn H selbst eine p-Sylowgruppe ist und damit
genauso viele Elemente wie S; hat, ist dann natiirlich sogar H = S;. Insbesondere ist dann also schon
H e Q, also H=aSa"! fiir ein a € G, was Satz 7.29 (b) und auBerdem Q = Sylp(G) beweist. Wir
haben demnach s, = [ Syl,(G)| = |Q|. Dariiber hinaus gilt fiir eine p-Sylowgruppe H dann natiirlich
nur fiir ein S;, dass H < S; (ndmlich fiir S; = H). Nach (5) gilt also auch nur fiir dieses eine S;, dass
Hg, = H und der zugehorige Summand in (3) damit gleich 1 ist. Also hat in (3) genau ein Summand
den Wert 1, wihrend alle anderen durch p teilbar sind, d.h. es gilt s, = || =1 mod p und damit
Satz 7.30 (a). Nach (1) ist schlieBlich s, = |Q| | |G| = ¢p*; da 5, wegen s, = 1 mod p keinen
Primfaktor p enthalten kann also s, | ¢, d. h. Satz 7.30 (b). U

Beispiel 7.31. Wir betrachten die 3-Sylowgruppen in der symmetrischen Gruppe Ss. Wegen |Ss| =
24 = 23 .3 haben diese jeweils 3 Elemente. Sie sind also zyklisch [G, Satz 6.21 (b)] und werden
damit von jeweils einem Element der Ordnung 3, also einem 3-Zykel erzeugt. Die verschiedenen
3-Sylowgruppen von Sy sind damit

Ur=((123))={id,(123),(132)}, Ur=((124))={id,(124),(142)},
U= ((134)) = {id,(134),(143)},  Us=((234))={id,(234),(243)}.
Wir hatten in Beispiel 7.19 bereits gesehen, dass alle 3-Zykel und damit auch alle Uy,...,Us zu-

einander konjugiert sind — was Satz 7.29 (b) in diesem Fall bestitigt. GemaB Satz 7.30 erfiillt die
Anzahl 53 = 4 der 3-Sylowgruppen auch s3 =1 mod 3 und s3 \23 =8.

Wie bereits angekiindigt konnen wir nun in den Fillen, in denen wir aus dem 3. Satz von Sylow
wissen, dass es genau eine Untergruppe einer gegebenen Ordnung gibt, darauf schliefen, dass diese
dann auch ein Normalteiler sein muss. Dies ist z. B. fiir die folgenden Gruppenordnungen der Fall.
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Folgerung 7.32 (Existenz von Normalteilern). Es sei G eine Gruppe mit |G| = qp* fiir ein
k € N>g und zwei verschiedene Primzahlen p,q mit ¢ # 1 mod p. Dann besitzt G genau eine p-
Sylowuntergruppe (der Ordnung p*), und diese ist ein Normalteiler in G.

Beweis. Nach Satz 7.30 (b) ist die Anzahl s, der p-Sylowgruppen von G ein Teiler von g und kann
damit nur 1 oder g sein. Gleichzeitig gilt nach Satz 7.30 (a) aber auch s, = 1 mod p; wegen g # 1
mod p ist 5, = g also unmdglich. Damit gibt es genau eine p-Sylowuntergruppe U < G. Nach [G,
Aufgabe 6.9 (b)] ist diese dann auch ein Normalteiler (denn fiir alle a € G ist aUa~" wieder eine
p-Sylowuntergruppe von G und muss damit gleich U sein). O

Mit Hilfe dieser Existenzaussage fiir Normalteiler konnen wir nun fiir eine weitere Klasse von Grup-
penordnungen eine Klassifikation angeben.

Folgerung 7.33 (Klassifikation der Gruppen der Ordnung pg mit p #1 modgund g # 1 mod p).
Es sei G eine Gruppe mit |G| = pq fiir zwei verschiedene Primzahlen p,q mit p # 1 mod q und
q#1 mod p. Dann ist G = Z,,.

Beweis. Nach Folgerung 7.32 gibt es Normalteiler Uy, U, < G mit |U,| = p und |U,| = q. Beachte,
dass U,NU, = {e} gilt, da |U, NU,| nach dem Satz von Lagrange [G, Satz 5.10] ein Teiler von p
und ¢ sein muss.
Wir behaupten nun, dass die Abbildung
f:U,xU,—G, (a,b)— ab
ein Isomorphismus ist.
e f ist ein Morphismus: fiir alle a,a’ € U, und b,b" € U, ist
fl(a,b)-(d',b')) = f(ad' ,bb’) = ad' bb’ und fla,b)-f(d',b') = abd'b'.
Wir miissen zeigen, dass diese beiden Elemente gleich sind, also dass a’b = bd’, d.h.
a'bd"'b~! = e gilt. Da b € U, und U, ein Normalteiler in G ist, ist adbd ! e U, und
damit auch a'ba’~'b~! € U,. Umgekehrt ist genauso ba’~'b~! € U, und damit auch
dbd 'l € U,. Alsoistd’ba’ ~'b~1 € U,NU, = {e}, d.h. f ist ein Morphismus.
e fistinjektiv: ist (a,b) € U, x U, mit f(ab) =ab=e,soista=b"! € U,NU, = {e}, also
(a,b) = (e,e). Damit ist Ker f = {(e,e)}, d.h. f ist injektiv.
o fist surjektiv: dies folgt nun aus der Injektivitit, da |U, x U,| = |G| = pq.

Damit ist G = U, x U,. Da U}, und U, als Gruppen von Primzahlordnung isomorph zu Z, bzw. Z,
sind [G, Satz 6.21 (b)], ist G also isomorph zu Z,, X Z, und damit nach dem chinesischen Restsatz
[G, Satz 11.22] auch zu Zj,,. O

Beispiel 7.34. Nach Folgerung 7.33 ist jede Gruppe der Ordnung 15 = 3 -5 isomorph zu Z5, denn
3#1 mod5und5#1 mod 3. Fiir Gruppen der Ordnung 6 = 2 -3 hingegen macht Folgerung 7.33
keine Aussage,da3 =1 mod 2 —und in der Tat gibt es hier neben Zg ja auch noch die nicht-abelsche
Gruppe S3.

Aufgabe 7.35 (Klassifikation der Gruppen der Ordnung 2p). Es sei G eine Gruppe mit |G| = 2p fiir
eine ungerade Primzahl p. Man zeige:

(a) Hat G kein Element der Ordnung 2p, so gibt es Elemente a,b € G mit orda = p, ordb =2
und ba =a"'b.
(b) G ist entweder isomorph zu Z,, oder zur Diedergruppe D, aus [G, Aufgabe 3.17].
Aufgabe 7.36. Zeige, dass A4 keine Untergruppe der Ordnung 6 besitzt. (Wegen |A4| = 12 ist dies

also ein Beispiel dafiir, dass zu einer endlichen Gruppe G und einem n| |G| nicht notwendig eine
Untergruppe U < G mit |U| = n existieren muss).

Bemerkung 7.37 (Klassifikation endlicher Gruppen). Wir wollen jetzt noch einmal die Ergebnisse
zur Klassifikation endlicher Gruppen zusammenfassen, die wir mit unseren bisherigen Methoden
erzielen konnten. Ist G eine endliche Gruppe der Ordnung 7, so wissen wir:
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Ist n = p eine Primzahl, so ist G = Z, [G, Satz 6.21 (b)].
Istn = p2 ein Primzahlquadrat, so ist G =2 sz oder G = Z, X Z, (Aufgabe 7.21).

Ist n = 2p fiir eine ungerade Primzahl p, so ist G isomorph zu Z,, oder zur Diedergruppe
D, (Aufgabe 7.35).

Ist n = pgq fiir zwei verschiedene Primzahlen p und ¢ mit p # 1 mod g und ¢ #1 mod p,
so ist G = Z,, (Folgerung 7.33).

Fiir andere Gruppenordnungen ist die grobe Faustregel, dass mit zunehmender Anzahl von (nicht
notwendig verschiedenen) Primfaktoren in n sowohl die Anzahl der Gruppen der Ordnung n als
auch der Aufwand fiir den Klassifikationsbeweis schnell ansteigt. In der Tat ist eine Klassifikation
endlicher Gruppen fiir beliebige Gruppenordnungen derzeit nicht bekannt — und aufgrund der Struk-
tur der bisher bekannten Ergebnisse auch kaum zu erwarten. Fiir ,.kleine* Gruppenordnungen (bis
etwa 1000) kann man allerdings noch mit einer Mischung aus Computeralgebra und theoretischen
Methoden eine vollstindige Liste aller Gruppen erzeugen. Die folgende Tabelle zeigt beispielhaft
fiir alle n < 100 die Anzahlen der Gruppen der Ordnung n [BE]. Es ist sicher erstaunlich, dass eine
so einfache und grundlegende mathematische Struktur wie die einer Gruppe zu solch einer uniiber-
schaubaren Klassifikation fiihrt!

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 1 1 1 2 1 2 1 5 2
10 2 1 5 1 2 1 14 1 5 1
20 5 2 2 1 15 2 2 5 4 1
30 4 1 51 1 2 1 14 1 2 2
40 14 1 6 1 4 2 2 1 52 2
50 5 1 5 1 15 2 13 2 2 1
60 13 1 2 4 267 1 4 1 5 1
70 4 1 50 1 2 3 4 1 6 1
80 52 15 2 1 15 1 2 1 12 1
90 10 1 4 2 2 1 231 1 5 2
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8. Einfache und auflosbare Gruppen

Wir haben am Ende des letzten Kapitels in Bemerkung 7.37 gesehen, dass es praktisch aussichtslos
ist, alle endlichen Gruppen klassifizieren zu wollen. Wenn wir ein iibersichtlicheres Resultat haben
mochten, miissen wir uns also weiter einschrinken und nur bestimmte endliche Gruppen untersu-
chen. Natiirlich sollten wir diese Einschrinkung aber so vornehmen, dass das Ergebnis hinterher
trotzdem noch moglichst vielseitig anwendbar ist.

Die Idee hierfiir ist die folgende. Angenommen, wir haben eine endliche Gruppe G, die wir klassi-
fizieren bzw. untersuchen wollen. Wenn G nun einen nicht-trivialen Normalteiler U besitzt, konnen
wir statt G auch erst einmal die kleineren Gruppen U und G/U untersuchen. Da G dann ja die dis-
junkte Vereinigung aller Nebenklassen von U ist und die Gruppe dieser Nebenklassen gerade G/U
ist, konnen wir in diesem Sinne sagen, dass sich G aus den Gruppen U und G/U ,,zusammensetzt®.
Es ist zwar nicht richtig, dass man aus U und G/U die Gruppe G wieder bis auf Isomorphie zuriick
gewinnen kann, aber dennoch kann man so natiirlich viele Informationen iiber G erhalten, wenn man
U und G/U genau kennt.

Diese Strategie lisst sich nun rekursiv fortsetzen: wenn U oder G/U selbst wieder nicht-triviale
Normalteiler besitzen, kann man diese wie oben dazu benutzen, um sich auch U oder G/U als aus
kleineren Bestandteilen zusammengesetzt vorzustellen. Das Verfahren endet erst bei Gruppen, die
keine nicht-trivialen Normalteiler mehr besitzen und die sich daher nicht mehr weiter auf diese Art
aufspalten lassen. Gruppen dieser Art bezeichnet man als einfach (auch wenn wir in Bemerkung 8.5
noch sehen werden, dass auch diese einfachen Gruppen durchaus sehr kompliziert sein konnen). In
obigem Sinne kann man dann also sagen, dass sich jede endliche Gruppe in einfache Bestandteile
zerlegen ldsst und es daher fiir viele Anwendungen ausreicht, die einfachen Gruppen zu klassifizie-
ren.

Wir wollen daher nun kurz diese einfachen Gruppen untersuchen — zumal sie auch eng mit den
auflosbaren Gruppen zusammenhéngen, die wir spiter noch fiir die Untersuchung der Auflosbarkeit
von Polynomen aus Problem 0.2 bendtigen.

Definition 8.1 (Einfache Gruppen). Eine Gruppe G heilit einfach, wenn G keinen nicht-trivialen
Normalteiler besitzt, also wenn es kein U <G gibt mit U # {e} und U # G.

Beispiel 8.2. Es sei G eine endliche Gruppe.

(a) Ist |G| = p eine Primzahl, also G = Z,, [G, Satz 6.21 (b)], so besitzt G nach dem Satz
von Lagrange [G, Satz 5.10] nicht einmal eine nicht-triviale Untergruppe. Also ist G dann
natiirlich einfach.

(b) Ist |G| = g p* fiir ein k € N~ und zwei verschiedene Primzahlen p und ¢ mit g # 1 mod p,
so besitzt G nach Folgerung 7.32 einen Normalteiler der Ordnung p* und ist somit nicht
einfach.

(c) Ist |G| = 36, so ist G nicht einfach: nach dem 3. Satz von Sylow aus Satz 7.30 gilt fiir die
Anzahl s3 der 3-Sylowgruppen von G, dass s3 =1 mod 3 und s3 |4, also s3 = 1 oder s3 =4.
Wir unterscheiden nun diese beiden Fille:

e Ist s3 = 1, so ist die einzige 3-Sylowgruppe von G nach [G, Aufgabe 6.9 (b)] ein
Normalteiler in G.

e Ist s3 = 4, so operiert G durch Konjugation auf der Menge Syl;(G) der 3-Sylow-
gruppen von G und definiert damit nach Bemerkung 7.12 einen Gruppenhomomor-
phismus f : G — S(Syl3(G)) = S4. Wegen |G| = 36 > 24 = |S4| kann dieser natiirlich
nicht injektiv sein, d.h. es ist Ker f # {e}. Es ist aber auch Ker f # G, denn andern-
falls wire die Konjugationsoperation trivial, also alla~! = U fiir alle @ € G und jede
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3-Sylowgruppe U — im Widerspruch zum 2. Satz von Sylow aus Satz 7.29 (b). Da
Kerne von Gruppenhomomorphismen immer Normalteiler sind [G, Lemma 6.7], ist
Ker f also ein nicht-trivialer Normalteiler in G.

Aufgabe 8.3. Zeige, dass Gruppen der folgenden Ordnungen nicht einfach sein kénnen:
(a) 42,
(b) 30;
(c) 27.

Wer besonders fleiBlig ist, kann sogar fiir jede Zahl n < 60, die keine Primzahl ist, zeigen, dass eine
Gruppe der Ordnung # nicht einfach sein kann. Hierfiir werden keine anderen Methoden benétigt als
die in den Fillen (a), (b), (c) oben sowie die aus Beispiel 8.2.

Wie wir jetzt sehen werden, ist damit die kleinste einfache Gruppe, deren Ordnung keine Primzahl
ist, die alternierende Gruppe As mit 60 Elementen [G, Beispiel 6.19 (a)].

Satz 8.4. Die alternierende Gruppe As ist einfach.

Beweis. Angenommen, es gibe einen nicht-trivialen Normalteiler U < As. Wir unterscheiden drei
Fille:

(a) |U| ist ein Vielfaches von 5. Dann enthilt U nach dem 1. Satz von Sylow aus Satz 7.22 eine
Untergruppe V der Ordnung 5, also eine 5-Sylowgruppe von As. Istnun 6 = (a b ¢ d ¢) € As
ein 5-Zykel (beachte, dass dieser nach [G, Aufgabe 4.6] auch wirklich Signum 1 hat und
damit in As liegt), so ist { o) ebenfalls eine 5-Sylowgruppe von As und damit nach Satz 7.29
(b) von der Form TVt ~! fiir ein T € As. Damit folgt aber

ce(o)=tvr !l <tUt ' =0,

d.h. U enthilt simtliche 5-Zykel. Da man 5-Zykel immer in der Form (a b ¢ d e) mita = 1
schreiben kann und jede Permutation der anderen vier Elemente dann einen anderen Zykel
liefert, gibt es genau 4! = 24 solche 5-Zykel. Also enthilt U mit der Identitit und den 5-
Zykeln schon einmal mindestens 25 Elemente.

Da |U| nach dem Satz von Lagrange aber auch ein Teiler von |As| = 60 sein muss, kommt nur
noch |U| = 30 in Frage. Damit ist auch 3 ein Teiler von |U|, und wir konnen das obige Ar-
gument fiir die 5-Sylowgruppen wortlich genauso auch fiir die 3-Sylowgruppen anwenden,
um zu sehen, dass U auch alle 3-Zykel (a b ¢) enthalten muss. Die Anzahl solcher 3-Zykel
ist 2- (3) =20, da es (3) Moglichkeiten gibt, die Zahlen a,b,c aus der Menge {1,...,5}
auszuwihlen und es fiir jede solche Wahl dann genau zwei verschiedene 3-Zykel (a b ¢)
und (a ¢ b) gibt. Insgesamt hat U nun also mit der Identitit, den 5-Zykeln und den 3-Zykeln
schon mindestens 1+ 24 + 20 = 45 Elemente, im Widerspruch zu |U| = 30. Also ist dieser
erste Fall, in dem |U| ein Vielfaches von 5 ist, unmdglich.

(b) |U] ist ein Vielfaches von 3. Dies fiihrt man genauso zum Widerspruch wie in Fall (a), nur
dass man hier zuerst die 3-Sylowgruppen und danach die 5-Sylowgruppen betrachtet.

(c) |U| ist weder ein Vielfaches von 5 noch von 3. Als Teiler von |A5| = 60 kommen fiir |U | dann
nur noch 2 und 4 in Frage. In jedem Fall enthélt U wiederum nach dem 1. Satz von Sylow ei-
ne Untergruppe und damit auch ein Element der Ordnung 2. Da die Elemente der Ordnung 2
in A5 genau die Doppeltranspositionen (a ) (¢ d) sind, kénnen wir ohne Einschrinkung an-
nehmen, dass (1 2) (3 4) € U. Dann liegen aber auch die hierzu in As konjugierten Elemente
in U, also z. B.

(125)(12)34) (1257 "'=(52)(34),
215)(12)34)(2157"'=(15)(34),
(345)(12)(34)(345) 7 '=(12)(54).

Zusammen mit der Identitdt muss U also mindestens 5 Elemente enthalten, im Widerspruch
zu |U| < 4.

12
12
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Insgesamt erhalten wir also in jedem Fall einen Widerspruch. Damit kann As keinen nicht-trivialen
Normalteiler besitzen. O

Bemerkung 8.5 (Klassifikation einfacher Gruppen). Wir hatten in Bemerkung 7.37 gesehen, dass
die Klassifikation aller endlichen Gruppen modulo Isomorphie praktisch ein aussichtsloses Unter-
fangen ist. Beschriankt man sich nun mit dem Hintergrund der Einleitung zu diesem Kapitel auf
einfache Gruppen, so wird die Situation sofort deutlich iiberschaubarer: so haben wir z. B. in Bei-
spiel 8.2 und Aufgabe 8.3 gesehen, dass die einfachen Gruppen mit weniger als 60 Elementen genau
die zyklischen Gruppen Z, von Primzahlordnung sind — wihrend die Tabelle in Bemerkung 7.37
ja zeigt, dass es ohne die Einschriankung der Einfachheit auch fiir diese kleinen Gruppenordnungen
bereits sehr viel mehr verschiedene Gruppen gibt.

In der Tat ist die Klassifikation der einfachen endlichen Gruppen inzwischen ein gelostes Problem.
Wann genau das Problem endgiiltig gelost wurde, ldsst sich allerdings gar nicht so genau sagen, da
sich das gesamte Resultat iiber unzihlige Forschungsarbeiten aus der 2. Hilfte des 20. Jahrhunderts
erstreckt, in denen in den ersten Jahren nach der Verodffentlichung immer mal wieder kleine Fehler
entdeckt wurden, die dann nachtriglich noch korrigiert werden mussten. Auch das Ergebnis der
Klassifikation ist so kompliziert, dass wir es hier gar nicht vollstindig angeben, sondern nur kurz
skizzieren konnen:

(a) Die zyklischen Gruppen Z, fiir eine Primzahl p sind einfach (siehe Beispiel 8.2 (a)). Man
sagt, dass sie eine Serie einfacher Gruppen bilden.

(b) Die kleinste einfache Gruppe, die nicht von dieser Form ist, ist die alternierende Gruppe As
mit 60 Elementen (siehe Aufgabe 8.3 und Satz 8.4). In der Tat kann man zeigen, dass alle
alternierenden Gruppen A, fiir n > 5 einfach sind und damit eine weitere Serie einfacher
Gruppen bilden.

(c) Die kleinste einfache Gruppe, die nicht von der Form (a) oder (b) ist, hat Ordnung 168. Es
handelt sich hierbei um die multiplikative Gruppe

{AeMat(2x2,Z7) : detA=1}/{E,~E}

aller invertierbaren 2 x 2-Matrizen mit Determinante 1 iiber dem Korper Z7, modulo dem
von der negativen Einheitsmatrix erzeugten Normalteiler. Auch dieses Beispiel fiihrt gleich
zu einer ganzen Serie einfacher Gruppen, wenn man die Grofe der quadratischen Matrizen
variiert oder den Grundkorper Z; durch einen anderen endlichen Korper ersetzt. Man kann
sogar noch auf geeignete Art die Bedingungen an die Matrizen durch andere ersetzen (z. B.
detA = 1 durch AT - A = E, so dass man also nur orthogonale Matrizen betrachtet) und erhilt
so nicht nur eine, sondern insgesamt 16 solcher Serien von einfachen ,,Matrixgruppen®.

(d) Die kleinste einfache Gruppe, die nicht von der Form (a), (b) oder (c) ist, hat Ordnung 7920.
Man wird nun wohl befiirchten (und hat dies sicher auch getan, solange man die Klassifi-
kation der einfachen Gruppen noch nicht vollstindig gefunden hatte), dass dieses Prinzip
immer so weiter geht: immer neue und komplizierter werdende Serien, und immer wieder
die nédchste Ausnahme. Dem ist allerdings nicht so: das erstaunliche Resultat ist nun, dass
es nur noch genau 26 einfache Gruppen gibt, die nicht in die Serien (a), (b) oder (c) passen.
Diese Gruppen werden sporadische Gruppen genannt. Die grofite von ihnen hat iibrigens die
Ordnung

808017424794512875886459904961710757005754368000000000
und wird als Monstergruppe bezeichnet, wihrend die zweitgrof3te mit der Ordnung
4154781481226426191177580544000000
das Baby-Monster genannt wird.
Nach den einfachen Gruppen kommen wir nun zum eng verwandten Konzept der auflésbaren Grup-

pen. Wie bereits erwéhnt wird dies dann letztlich genau der Begriff sein, der in der Gruppentheorie
der Auflosbarkeit von Polynomen entspricht.
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Definition 8.6 (Auflosbare Gruppen). Eine endliche Gruppe G heifit auflésbar, wenn es eine Kette
{}=6Gy <G, 9---<4G, =G

von Untergruppen von G gibt, so dass G;_ fiir alle i = 1,...,n ein Normalteiler in G; ist und die

zugehorigen Faktorgruppen G;/G;_ abelsch sind.

Bemerkung 8.7.

(a) Beachte bei der Schreibweise von Definition 8.6, dass die Normalteilereigenschaft im All-
gemeinen nicht transitiv ist! Die Gruppen in der Kette miissen also z. B. keine Normalteiler
in G, sondern lediglich in der jeweils ndchsten Gruppe der Kette sein.

(b) Im Sinne der Einleitung zu diesem Kapitel kann man auch bei einer auflosbaren Gruppe
sagen, dass sie sich mit der Notation aus Definition 8.6 aus den einzelnen Bestandteilen
G;/Gi-1 ,zusammensetzt“. Man kann sich eine auflosbare Gruppe daher als eine Gruppe
vorstellen, die sich in abelsche Anteile aufspalten ldsst. Da wir die abelschen Gruppen ja im
Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen aus Folgerung 7.4 vollstindig klassifiziert
haben, ist diese Aufspaltung hier also besonders einfach.

Beispiel 8.8.

(a) Natiirlich ist jede abelsche Gruppe G auflgsbar, da wir hier ja die triviale Kette {¢} <G
nehmen konnen.

(b) Die symmetrische Gruppe S3 ist auflosbar, denn in der Kette
{id} <A3 983

sind A3 (mit 3 Elementen) und S3/A3 (mit 2 Elementen) als Gruppen von Primzahlordnung
beide zyklisch [G, Satz 6.21 (b)] und damit insbesondere abelsch.

(c) Ist G einfach und nicht abelsch, so kann G nicht auflosbar sein: die triviale Kette wie in (a) ist
dann ja nicht zuldssig, und andere kann es nicht geben, da G iiberhaupt keine nicht-trivialen
Normalteiler besitzt. Insbesondere folgt aus Satz 8.4 also, dass die alternierende Gruppe As
nicht auflosbar ist.

Um weitere Beispiele auflosbarer und nicht auflosbarer Gruppen einfacher angeben zu konnen, brau-
chen wir zunéchst ein paar einfache Eigenschaften auflosbarer Gruppen.

Aufgabe 8.9 (Eigenschaften auflosbarer Gruppen). Es sei G eine endliche Gruppe. Man zeige:

(a) G ist genau dann auflosbar, wenn es eine Kette
{}=Gy<G <--- <G, =G
gibt, so dass |G;/G;_ | fiir alle i eine Primzahl ist.

(Hinweis: Zeige mit Hilfe von Folgerung 7.7, dass sich eine Kette mit abelschen Quotienten
wie in Definition 8.6 stets zu einer Kette verfeinern lisst, in der die Quotienten Primzahlord-
nung haben.)

(b) Ist G auflésbar und U < G, so ist auch U auflosbar.
(c) IstU <G, so ist G genau dann auflgsbar, wenn U und G/U auflosbar sind.

Folgerung 8.10.
(a) Jede Gruppe mit weniger als 60 Elementen ist auflosbar.

(b) Die symmetrischen und alternierenden Gruppen S, und A, sind genau fiir n < 4 auflosbar.

Beweis.

(a) Es sei G eine Gruppe mit |G| = n < 60. Wir zeigen mit Induktion iiber n, dass G auflosbar
ist; der Induktionsanfang fiir n = 1 ist natiirlich trivial.

Ist n eine Primzahl, so ist G = Z, [G, Satz 6.21 (b)], also insbesondere abelsch und da-
mit auch auflosbar. Andernfalls ist G nach Aufgabe 8.3 nicht einfach und besitzt daher
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einen nicht-trivialen Normalteiler U. Nach Induktionsvoraussetzung sind U und G/U dann
auflosbar, mit Aufgabe 8.9 (c¢) also auch G.

(b) Der Fall n < 4 wird durch (a) abgedeckt. Fiir n > 5 hingegen enthalten sowohl §,, als auch
A, die alternierende Gruppe As als Untergruppe. Da A5 nach Beispiel 8.8 (c) nicht auflosbar
ist, konnen nach Aufgabe 8.9 (b) also auch S, und A, fiir n > 5 nicht auflosbar sein. [l

Wir wollen nun unsere Ergebnisse zu auflosbaren Gruppen anwenden, um Aussagen iiber die
Auflésbarkeit von Polynomen zu beweisen. Es sei dazu f = 1" +a,_ 11" ' +---+ajt +ag € Clr]
ein komplexes Polynom und K = Q(ay, ...,a,—1). Wir erinnern uns daran, dass wir f in Definition
1.20 auflosbar genannt haben, wenn sich alle Nullstellen von f aus K mit Hilfe der Korperoperatio-
nen und komplexem Wurzelziehen exakt berechnen lassen, also wenn es eine Radikalerweiterung

K=Ky<K <---<K,=L
von K in C gibt, so dass L alle Nullstellen und damit den Zerfallungskorper von f iiber K enthilt.

Formal sieht dieses Kriterium fast genauso aus wie das der Konstruierbarkeit mit Zirkel und Lineal in
Beispiel 1.23. Allerdings besteht ein wesentlicher Unterschied darin, dass wir im Fall der Konstruk-
tionen mit Zirkel und Lineal nur 2-Radikalerweiterungen zugelassen haben, was zu der einfachen
numerischen Bedingung gefiihrt hat, dass der Grad von L (und damit auch von allen Elementen von
L) iiber K eine Zweierpotenz sein musste (siehe Folgerung 2.22 und Beispiel 2.23). Im nun vorlie-
genden Fall der Auflosbarkeit haben wir dagegen keine solche Gradbeschrinkung und kdnnen daher
auch kein analoges einfaches numerisches Kriterium fiir die Auflosbarkeit von f erwarten.

Die entscheidende Beobachtung zur Losung dieses Problems ist nun, dass eine einfache m-
Radikalerweiterung nach Aufgabe 5.20 stets eine abelsche Galoisgruppe besitzt (zumindest unter
der technischen Zusatzvoraussetzung, dass der Grundkorper bereits die m-ten Einheitswurzeln ent-
hilt — wir werden gleich aber sehen, dass diese Voraussetzung kein grofleres Problem darstellt). Wir
wollen nun zeigen, dass die obige Kette von Zwischenkdrpern auf diese Art mit Hilfe der Galois-
theorie einer Kette von Gruppen entspricht, von denen jeweils der Quotient von zwei aufeinander
folgenden eine abelsche Gruppe ist — was also genau zum Konzept von auflosbaren Gruppen fiihrt.

Lemma 8.11. Es seien K < L < C Kérper; so dass L/K eine Radikalerweiterung ist. Ferner sei Z ein
Zwischenkorper von L/K, der galoissch iiber K ist. Dann ist die Galoisgruppe Gal(Z/K) auflésbar.

Beweis. Nach Definition 1.18 einer Radikalerweiterung gibt es eine Kette
K=Ky<K <---<K,=L, ()
so dass jedes K;/K;_; eine einfache Radikalerweiterung ist.

Als ersten Reduktionsschritt wollen wir zunéchst zeigen, dass wir annehmen diirfen, dass jede Kor-

pererweiterung K;/K;_ in dieser Kette zusitzlich galoissch mit abelscher Galoisgruppe ist. Es sei
. . . . . 2mi

dazu K; /K j—1 eine einfache m-Radikalerweiterung. Mit m :=my - -+ -m, und 7 := en betrachten

wir nun statt (x) die Kette

K =Ky <Ko(z) <Ki(z) <--- <Ky(z) = L(z),

in der wir als Erstes die m-te Einheitswurzel adjungieren. Natiirlich sind hier weiterhin alle Korperer-
weiterungen einfache Radikalerweiterungen (die erste, neue Erweiterung Ky(z) /Ko ist offensichtlich
eine einfache m-Radikalerweiterung), und Z ist immer noch ein Zwischenkorper von L(z)/K. Wei-
terhin ist nun jede Korpererweiterung in dieser Kette galoissch mit abelscher Galoisgruppe:

o fiir die erste Erweiterung Ky(z)/Kp folgt dies aus dem Translationssatz aus Aufgabe 5.21, da
Q(z)/Q nach Beispiel 5.3 (c) galoissch mit abelscher Galoisgruppe Z;, ist;

o fiir alle anderen Erweiterungen der Kette ergibt sich dies aus Aufgabe 5.20, die besagt, dass
K;(z)/K;-1(z) galoissch mit abelscher Galoisgruppe (nidmlich einer Untergruppe von L)

. ., 2mi, . . . o
ist, da K;_1(z) miten insbesondere auch die m -te Einheitswurzel enthilt.
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Wir konnen der Einfachheit halber also annehmen, dass die urspriingliche Kette () bereits so ge-
wihlt war, dass jede Korpererweiterung galoissch mit abelscher Galoisgruppe ist. Dariiber hinaus
konnen wir nach dem Satz 4.28 vom primitiven Element annehmen, dass Z = K(a) fiir ein a € Z.

Wir zeigen die Behauptung des Lemmas nun mit Induktion iiber n; der

Induktionsanfang fiir n = 0 ist trivial. Es sei also n > 0. Wir betrachten wie

im Bild rechts dargestellt den Korper K| N Ky(a) als Zwischenkérper der K Ko(a)=Z
beiden Erweiterungen K; /Ko und Z/K. @ L

Wir beginnen mit der linken Erweiterung K;/Kjp, die nach unserem Re-

duktionsschritt galoissch mit abelscher Galoisgruppe ist. Die in der Galois- K1 NKy(a)
Korrespondenz zum Zwischenkorper Kj NKy(a) gehorige Untergruppe von
Gal(K;/Kp) ist damit natiirlich automatisch ein Normalteiler. Nach Satz
6.14 ist die im Bild untere Korpererweiterung K; N Ky(a)/Ky damit eben- Ko =K
falls galoissch, und ihre Galoisgruppe ist als Faktorgruppe der abelschen

Gruppe Gal(K;/Ky) ebenfalls abelsch.

VI

Wir gehen nun zur rechten Korpererweiterung Z/K iiber, die ja nach Voraussetzung des Lemmas ga-
loissch ist. Da wir die untere Korpererweiterung K1 N Ky(a)/Ko gerade als galoissch erkannt haben,
konnen wir wiederum mit Satz 6.14 schlieBen, dass die zum Zwischenkérper Ky N Ky(a) gehorige
Untergruppe Gal(Z/K; NKy(a)) von Gal(Z/K) ein Normalteiler ist, und dass

Gal(K| NKo(a)/Ko) = Gal(Z/K) / Gal(Z/K, NKy(a)).

Um die Auflosbarkeit von Gal(Z/K) zu beweisen, geniigt es nach Aufgabe 8.9 (c) also, die
Auflgsbarkeit der beiden Gruppen Gal(K; N Ky (a)/Ko) und Gal(Z/K; NKy(a)) zu zeigen:

e Gal(K; NKy(a)/Kp) ist nach Beispiel 8.8 (a) auflosbar, denn von dieser Gruppe haben wir
oben ja bereits gesehen, dass sie abelsch ist.

e Gal(Z/Ky NKoy(a)) = Gal(Ko(a)/K; NKy(a)) ist nach dem Translationssatz aus Aufgabe
5.21 isomorph zu Gal(K; (a)/K;). Diese Gruppe ist nun aber nach Induktionsvoraussetzung
auflosbar, denn K| (a) ist einerseits nach Aufgabe 5.21 galoissch iiber K, und andererseits
ein Zwischenkorper der (n — 1)-stufigen Radikalerweiterung K; < --- <K, = L.

Damit ist Gal(Z/K) auflosbar. O

Folgerung 8.12 (Auflosbarkeit von Polynomen und Gruppen). Es seien f = t" +a,_1t" ' +--- +
ait + ap € C[t] ein komplexes Polynom und K = Q(ay, . ..,ay—1). Ist f dann auflosbar im Sinne von
Definition 1.20, so ist die Galoisgruppe des Zerfillungskorpers von f tiber K auflosbar im Sinne
von Definition 8.6.

Beweis. EsseiZ < C der Zerfiallungskorper von f tiber K. Weil f auflosbar ist, ist Z nach Definition
1.20 in einer Radikalerweiterung L von K enthalten. Da Z als Zerféllungskorper auerdem nach Satz
5.8 galoissch iiber K ist, folgt die Behauptung nun sofort aus Lemma 8.11. d

Beispiel 8.13. Es sei f € Q[t] ein rationales Polynom vom Grad n > 5. Nach Lemma 5.11 (a) ist
die Galoisgruppe Gal(f) dann eine Untergruppe von S,. Ist sogar Gal(f) = S,,, so ist Gal(f) damit
nach Folgerung 8.10 (b) nicht auflosbar, d. h. nach Folgerung 8.12 ist dann auch f nicht auflosbar.
In der Tat ist dies fiir die meisten Polynome vom Grad n > 5 der Fall. Die folgende Aufgabe gibt ein
konkretes Beispiel dafiir.

Aufgabe 8.14 (Beispiel fiir ein nicht-auflosbares Polynom). Fiir das Polynom f =13 — 80t +2 € Q[f]
zeige man:

(a) f istirreduzibel und hat genau drei reelle Nullstellen.
(b) Gal(f) ist isomorph zu einer Untergruppe U < Ss mit (1 234 5)eUund (1 2) € U.
(c) Gal(f)=Ss.

Nach Beispiel 8.13 ist f damit also nicht auflosbar.
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Bemerkung 8.15. Man kann zeigen, dass in Folgerung 8.12 auch die Umkehrung gilt, dass ein
Polynom also genau dann auflosbar ist, wenn sein Zerfiallungskorper eine auflosbare Galoisgruppe
besitzt [B, Kapitel 6.1]. Da Untergruppen von S, fiir n < 4 nach Folgerung 8.10 (a) stets auflosbar
sind, bedeutet dies also, dass Polynome vom Grad hochstens 4 immer auflosbar sind — was man aber
natiirlich auch schon ohne die Hilfe der Galoistheorie wusste, da in diesen Fillen nach Problem 0.2
ja konkrete Losungsformeln existieren.
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