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8. Einfache und auflosbare Gruppen

Wir haben am Ende des letzten Kapitels in Bemerkung 7.37 gesehen, dass es praktisch aussichtslos
ist, alle endlichen Gruppen klassifizieren zu wollen. Wenn wir ein iibersichtlicheres Resultat haben
mochten, miissen wir uns also weiter einschrinken und nur bestimmte endliche Gruppen untersu-
chen. Natiirlich sollten wir diese Einschrinkung aber so vornehmen, dass das Ergebnis hinterher
trotzdem noch moglichst vielseitig anwendbar ist.

Die Idee hierfiir ist die folgende. Angenommen, wir haben eine endliche Gruppe G, die wir klassi-
fizieren bzw. untersuchen wollen. Wenn G nun einen nicht-trivialen Normalteiler U besitzt, konnen
wir statt G auch erst einmal die kleineren Gruppen U und G/U untersuchen. Da G dann ja die dis-
junkte Vereinigung aller Nebenklassen von U ist und die Gruppe dieser Nebenklassen gerade G/U
ist, konnen wir in diesem Sinne sagen, dass sich G aus den Gruppen U und G/U ,,zusammensetzt®.
Es ist zwar nicht richtig, dass man aus U und G/U die Gruppe G wieder bis auf Isomorphie zuriick
gewinnen kann, aber dennoch kann man so natiirlich viele Informationen iiber G erhalten, wenn man
U und G/U genau kennt.

Diese Strategie lisst sich nun rekursiv fortsetzen: wenn U oder G/U selbst wieder nicht-triviale
Normalteiler besitzen, kann man diese wie oben dazu benutzen, um sich auch U oder G/U als aus
kleineren Bestandteilen zusammengesetzt vorzustellen. Das Verfahren endet erst bei Gruppen, die
keine nicht-trivialen Normalteiler mehr besitzen und die sich daher nicht mehr weiter auf diese Art
aufspalten lassen. Gruppen dieser Art bezeichnet man als einfach (auch wenn wir in Bemerkung 8.5
noch sehen werden, dass auch diese einfachen Gruppen durchaus sehr kompliziert sein konnen). In
obigem Sinne kann man dann also sagen, dass sich jede endliche Gruppe in einfache Bestandteile
zerlegen ldsst und es daher fiir viele Anwendungen ausreicht, die einfachen Gruppen zu klassifizie-
ren.

Wir wollen daher nun kurz diese einfachen Gruppen untersuchen — zumal sie auch eng mit den
auflosbaren Gruppen zusammenhéngen, die wir spiter noch fiir die Untersuchung der Auflosbarkeit
von Polynomen aus Problem 0.2 bendtigen.

Definition 8.1 (Einfache Gruppen). Eine Gruppe G heilit einfach, wenn G keinen nicht-trivialen
Normalteiler besitzt, also wenn es kein U <G gibt mit U # {e} und U # G.

Beispiel 8.2. Es sei G eine endliche Gruppe.

(a) Ist |G| = p eine Primzahl, also G = Z,, [G, Satz 6.21 (b)], so besitzt G nach dem Satz
von Lagrange [G, Satz 5.10] nicht einmal eine nicht-triviale Untergruppe. Also ist G dann
natiirlich einfach.

(b) Ist |G| = g p* fiir ein k € N~ und zwei verschiedene Primzahlen p und ¢ mit g # 1 mod p,
so besitzt G nach Folgerung 7.32 einen Normalteiler der Ordnung p* und ist somit nicht
einfach.

(c) Ist |G| = 36, so ist G nicht einfach: nach dem 3. Satz von Sylow aus Satz 7.30 gilt fiir die
Anzahl s3 der 3-Sylowgruppen von G, dass s3 =1 mod 3 und s3 |4, also s3 = 1 oder s3 =4.
Wir unterscheiden nun diese beiden Fille:

e Ist s3 = 1, so ist die einzige 3-Sylowgruppe von G nach [G, Aufgabe 6.9 (b)] ein
Normalteiler in G.

e Ist s3 = 4, so operiert G durch Konjugation auf der Menge Syl;(G) der 3-Sylow-
gruppen von G und definiert damit nach Bemerkung 7.12 einen Gruppenhomomor-
phismus f : G — S(Syl3(G)) = S4. Wegen |G| = 36 > 24 = |S4| kann dieser natiirlich
nicht injektiv sein, d.h. es ist Ker f # {e}. Es ist aber auch Ker f # G, denn andern-
falls wire die Konjugationsoperation trivial, also alla~! = U fiir alle @ € G und jede
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3-Sylowgruppe U — im Widerspruch zum 2. Satz von Sylow aus Satz 7.29 (b). Da
Kerne von Gruppenhomomorphismen immer Normalteiler sind [G, Lemma 6.7], ist
Ker f also ein nicht-trivialer Normalteiler in G.

Aufgabe 8.3. Zeige, dass Gruppen der folgenden Ordnungen nicht einfach sein kénnen:
(a) 42,
(b) 30;
(c) 27.

Wer besonders fleiBlig ist, kann sogar fiir jede Zahl n < 60, die keine Primzahl ist, zeigen, dass eine
Gruppe der Ordnung # nicht einfach sein kann. Hierfiir werden keine anderen Methoden benétigt als
die in den Fillen (a), (b), (c) oben sowie die aus Beispiel 8.2.

Wie wir jetzt sehen werden, ist damit die kleinste einfache Gruppe, deren Ordnung keine Primzahl
ist, die alternierende Gruppe As mit 60 Elementen [G, Beispiel 6.19 (a)].

Satz 8.4. Die alternierende Gruppe As ist einfach.

Beweis. Angenommen, es gibe einen nicht-trivialen Normalteiler U < As. Wir unterscheiden drei
Fille:

(a) |U| ist ein Vielfaches von 5. Dann enthilt U nach dem 1. Satz von Sylow aus Satz 7.22 eine
Untergruppe V der Ordnung 5, also eine 5-Sylowgruppe von As. Istnun 6 = (a b ¢ d ¢) € As
ein 5-Zykel (beachte, dass dieser nach [G, Aufgabe 4.6] auch wirklich Signum 1 hat und
damit in As liegt), so ist { o) ebenfalls eine 5-Sylowgruppe von As und damit nach Satz 7.29
(b) von der Form TVt ~! fiir ein T € As. Damit folgt aber

ce(o)=tvr !l <tUt ' =0,

d.h. U enthilt simtliche 5-Zykel. Da man 5-Zykel immer in der Form (a b ¢ d e) mita = 1
schreiben kann und jede Permutation der anderen vier Elemente dann einen anderen Zykel
liefert, gibt es genau 4! = 24 solche 5-Zykel. Also enthilt U mit der Identitit und den 5-
Zykeln schon einmal mindestens 25 Elemente.

Da |U| nach dem Satz von Lagrange aber auch ein Teiler von |As| = 60 sein muss, kommt nur
noch |U| = 30 in Frage. Damit ist auch 3 ein Teiler von |U|, und wir konnen das obige Ar-
gument fiir die 5-Sylowgruppen wortlich genauso auch fiir die 3-Sylowgruppen anwenden,
um zu sehen, dass U auch alle 3-Zykel (a b ¢) enthalten muss. Die Anzahl solcher 3-Zykel
ist 2- (3) =20, da es (3) Moglichkeiten gibt, die Zahlen a,b,c aus der Menge {1,...,5}
auszuwihlen und es fiir jede solche Wahl dann genau zwei verschiedene 3-Zykel (a b ¢)
und (a ¢ b) gibt. Insgesamt hat U nun also mit der Identitit, den 5-Zykeln und den 3-Zykeln
schon mindestens 1+ 24 + 20 = 45 Elemente, im Widerspruch zu |U| = 30. Also ist dieser
erste Fall, in dem |U| ein Vielfaches von 5 ist, unmdglich.

(b) |U] ist ein Vielfaches von 3. Dies fiihrt man genauso zum Widerspruch wie in Fall (a), nur
dass man hier zuerst die 3-Sylowgruppen und danach die 5-Sylowgruppen betrachtet.

(c) |U| ist weder ein Vielfaches von 5 noch von 3. Als Teiler von |A5| = 60 kommen fiir |U | dann
nur noch 2 und 4 in Frage. In jedem Fall enthélt U wiederum nach dem 1. Satz von Sylow ei-
ne Untergruppe und damit auch ein Element der Ordnung 2. Da die Elemente der Ordnung 2
in A5 genau die Doppeltranspositionen (a ) (¢ d) sind, kénnen wir ohne Einschrinkung an-
nehmen, dass (1 2) (3 4) € U. Dann liegen aber auch die hierzu in As konjugierten Elemente
in U, also z. B.

(125)(12)34) (1257 "'=(52)(34),
215)(12)34)(2157"'=(15)(34),
(345)(12)(34)(345) 7 '=(12)(54).

Zusammen mit der Identitdt muss U also mindestens 5 Elemente enthalten, im Widerspruch
zu |U| < 4.
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Insgesamt erhalten wir also in jedem Fall einen Widerspruch. Damit kann As keinen nicht-trivialen
Normalteiler besitzen. O

Bemerkung 8.5 (Klassifikation einfacher Gruppen). Wir hatten in Bemerkung 7.37 gesehen, dass
die Klassifikation aller endlichen Gruppen modulo Isomorphie praktisch ein aussichtsloses Unter-
fangen ist. Beschriankt man sich nun mit dem Hintergrund der Einleitung zu diesem Kapitel auf
einfache Gruppen, so wird die Situation sofort deutlich iiberschaubarer: so haben wir z. B. in Bei-
spiel 8.2 und Aufgabe 8.3 gesehen, dass die einfachen Gruppen mit weniger als 60 Elementen genau
die zyklischen Gruppen Z, von Primzahlordnung sind — wihrend die Tabelle in Bemerkung 7.37
ja zeigt, dass es ohne die Einschriankung der Einfachheit auch fiir diese kleinen Gruppenordnungen
bereits sehr viel mehr verschiedene Gruppen gibt.

In der Tat ist die Klassifikation der einfachen endlichen Gruppen inzwischen ein gelostes Problem.
Wann genau das Problem endgiiltig gelost wurde, ldsst sich allerdings gar nicht so genau sagen, da
sich das gesamte Resultat iiber unzihlige Forschungsarbeiten aus der 2. Hilfte des 20. Jahrhunderts
erstreckt, in denen in den ersten Jahren nach der Verodffentlichung immer mal wieder kleine Fehler
entdeckt wurden, die dann nachtriglich noch korrigiert werden mussten. Auch das Ergebnis der
Klassifikation ist so kompliziert, dass wir es hier gar nicht vollstindig angeben, sondern nur kurz
skizzieren konnen:

(a) Die zyklischen Gruppen Z, fiir eine Primzahl p sind einfach (siehe Beispiel 8.2 (a)). Man
sagt, dass sie eine Serie einfacher Gruppen bilden.

(b) Die kleinste einfache Gruppe, die nicht von dieser Form ist, ist die alternierende Gruppe As
mit 60 Elementen (siehe Aufgabe 8.3 und Satz 8.4). In der Tat kann man zeigen, dass alle
alternierenden Gruppen A, fiir n > 5 einfach sind und damit eine weitere Serie einfacher
Gruppen bilden.

(c) Die kleinste einfache Gruppe, die nicht von der Form (a) oder (b) ist, hat Ordnung 168. Es
handelt sich hierbei um die multiplikative Gruppe

{AeMat(2x2,Z7) : detA=1}/{E,~E}

aller invertierbaren 2 x 2-Matrizen mit Determinante 1 iiber dem Korper Z7, modulo dem
von der negativen Einheitsmatrix erzeugten Normalteiler. Auch dieses Beispiel fiihrt gleich
zu einer ganzen Serie einfacher Gruppen, wenn man die Grofe der quadratischen Matrizen
variiert oder den Grundkorper Z; durch einen anderen endlichen Korper ersetzt. Man kann
sogar noch auf geeignete Art die Bedingungen an die Matrizen durch andere ersetzen (z. B.
detA = 1 durch AT - A = E, so dass man also nur orthogonale Matrizen betrachtet) und erhilt
so nicht nur eine, sondern insgesamt 16 solcher Serien von einfachen ,,Matrixgruppen®.

(d) Die kleinste einfache Gruppe, die nicht von der Form (a), (b) oder (c) ist, hat Ordnung 7920.
Man wird nun wohl befiirchten (und hat dies sicher auch getan, solange man die Klassifi-
kation der einfachen Gruppen noch nicht vollstindig gefunden hatte), dass dieses Prinzip
immer so weiter geht: immer neue und komplizierter werdende Serien, und immer wieder
die nédchste Ausnahme. Dem ist allerdings nicht so: das erstaunliche Resultat ist nun, dass
es nur noch genau 26 einfache Gruppen gibt, die nicht in die Serien (a), (b) oder (c) passen.
Diese Gruppen werden sporadische Gruppen genannt. Die grofite von ihnen hat iibrigens die
Ordnung

808017424794512875886459904961710757005754368000000000
und wird als Monstergruppe bezeichnet, wihrend die zweitgrof3te mit der Ordnung
4154781481226426191177580544000000
das Baby-Monster genannt wird.
Nach den einfachen Gruppen kommen wir nun zum eng verwandten Konzept der auflésbaren Grup-

pen. Wie bereits erwéhnt wird dies dann letztlich genau der Begriff sein, der in der Gruppentheorie
der Auflosbarkeit von Polynomen entspricht.
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Definition 8.6 (Auflosbare Gruppen). Eine endliche Gruppe G heifit auflésbar, wenn es eine Kette
{}=6Gy <G, 9---<4G, =G

von Untergruppen von G gibt, so dass G;_ fiir alle i = 1,...,n ein Normalteiler in G; ist und die

zugehorigen Faktorgruppen G;/G;_ abelsch sind.

Bemerkung 8.7.

(a) Beachte bei der Schreibweise von Definition 8.6, dass die Normalteilereigenschaft im All-
gemeinen nicht transitiv ist! Die Gruppen in der Kette miissen also z. B. keine Normalteiler
in G, sondern lediglich in der jeweils ndchsten Gruppe der Kette sein.

(b) Im Sinne der Einleitung zu diesem Kapitel kann man auch bei einer auflosbaren Gruppe
sagen, dass sie sich mit der Notation aus Definition 8.6 aus den einzelnen Bestandteilen
G;/Gi-1 ,zusammensetzt“. Man kann sich eine auflosbare Gruppe daher als eine Gruppe
vorstellen, die sich in abelsche Anteile aufspalten ldsst. Da wir die abelschen Gruppen ja im
Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen aus Folgerung 7.4 vollstindig klassifiziert
haben, ist diese Aufspaltung hier also besonders einfach.

Beispiel 8.8.

(a) Natiirlich ist jede abelsche Gruppe G auflgsbar, da wir hier ja die triviale Kette {¢} <G
nehmen konnen.

(b) Die symmetrische Gruppe S3 ist auflosbar, denn in der Kette
{id} <A3 983

sind A3 (mit 3 Elementen) und S3/A3 (mit 2 Elementen) als Gruppen von Primzahlordnung
beide zyklisch [G, Satz 6.21 (b)] und damit insbesondere abelsch.

(c) Ist G einfach und nicht abelsch, so kann G nicht auflosbar sein: die triviale Kette wie in (a) ist
dann ja nicht zuldssig, und andere kann es nicht geben, da G iiberhaupt keine nicht-trivialen
Normalteiler besitzt. Insbesondere folgt aus Satz 8.4 also, dass die alternierende Gruppe As
nicht auflosbar ist.

Um weitere Beispiele auflosbarer und nicht auflosbarer Gruppen einfacher angeben zu konnen, brau-
chen wir zunéchst ein paar einfache Eigenschaften auflosbarer Gruppen.

Aufgabe 8.9 (Eigenschaften auflosbarer Gruppen). Es sei G eine endliche Gruppe. Man zeige:

(a) G ist genau dann auflosbar, wenn es eine Kette
{}=Gy<G <--- <G, =G
gibt, so dass |G;/G;_ | fiir alle i eine Primzahl ist.

(Hinweis: Zeige mit Hilfe von Folgerung 7.7, dass sich eine Kette mit abelschen Quotienten
wie in Definition 8.6 stets zu einer Kette verfeinern lisst, in der die Quotienten Primzahlord-
nung haben.)

(b) Ist G auflésbar und U < G, so ist auch U auflosbar.
(c) IstU <G, so ist G genau dann auflgsbar, wenn U und G/U auflosbar sind.

Folgerung 8.10.
(a) Jede Gruppe mit weniger als 60 Elementen ist auflosbar.

(b) Die symmetrischen und alternierenden Gruppen S, und A, sind genau fiir n < 4 auflosbar.

Beweis.

(a) Es sei G eine Gruppe mit |G| = n < 60. Wir zeigen mit Induktion iiber n, dass G auflosbar
ist; der Induktionsanfang fiir n = 1 ist natiirlich trivial.

Ist n eine Primzahl, so ist G = Z, [G, Satz 6.21 (b)], also insbesondere abelsch und da-
mit auch auflosbar. Andernfalls ist G nach Aufgabe 8.3 nicht einfach und besitzt daher
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einen nicht-trivialen Normalteiler U. Nach Induktionsvoraussetzung sind U und G/U dann
auflosbar, mit Aufgabe 8.9 (c¢) also auch G.

(b) Der Fall n < 4 wird durch (a) abgedeckt. Fiir n > 5 hingegen enthalten sowohl §,, als auch
A, die alternierende Gruppe As als Untergruppe. Da A5 nach Beispiel 8.8 (c) nicht auflosbar
ist, konnen nach Aufgabe 8.9 (b) also auch S, und A, fiir n > 5 nicht auflosbar sein. [l

Wir wollen nun unsere Ergebnisse zu auflosbaren Gruppen anwenden, um Aussagen iiber die
Auflésbarkeit von Polynomen zu beweisen. Es sei dazu f = 1" +a,_ 11" ' +---+ajt +ag € Clr]
ein komplexes Polynom und K = Q(ay, ...,a,—1). Wir erinnern uns daran, dass wir f in Definition
1.20 auflosbar genannt haben, wenn sich alle Nullstellen von f aus K mit Hilfe der Korperoperatio-
nen und komplexem Wurzelziehen exakt berechnen lassen, also wenn es eine Radikalerweiterung

K=Ky<K <---<K,=L
von K in C gibt, so dass L alle Nullstellen und damit den Zerfallungskorper von f iiber K enthilt.

Formal sieht dieses Kriterium fast genauso aus wie das der Konstruierbarkeit mit Zirkel und Lineal in
Beispiel 1.23. Allerdings besteht ein wesentlicher Unterschied darin, dass wir im Fall der Konstruk-
tionen mit Zirkel und Lineal nur 2-Radikalerweiterungen zugelassen haben, was zu der einfachen
numerischen Bedingung gefiihrt hat, dass der Grad von L (und damit auch von allen Elementen von
L) iiber K eine Zweierpotenz sein musste (siehe Folgerung 2.22 und Beispiel 2.23). Im nun vorlie-
genden Fall der Auflosbarkeit haben wir dagegen keine solche Gradbeschrinkung und kdnnen daher
auch kein analoges einfaches numerisches Kriterium fiir die Auflosbarkeit von f erwarten.

Die entscheidende Beobachtung zur Losung dieses Problems ist nun, dass eine einfache m-
Radikalerweiterung nach Aufgabe 5.20 stets eine abelsche Galoisgruppe besitzt (zumindest unter
der technischen Zusatzvoraussetzung, dass der Grundkorper bereits die m-ten Einheitswurzeln ent-
hilt — wir werden gleich aber sehen, dass diese Voraussetzung kein grofleres Problem darstellt). Wir
wollen nun zeigen, dass die obige Kette von Zwischenkdrpern auf diese Art mit Hilfe der Galois-
theorie einer Kette von Gruppen entspricht, von denen jeweils der Quotient von zwei aufeinander
folgenden eine abelsche Gruppe ist — was also genau zum Konzept von auflosbaren Gruppen fiihrt.

Lemma 8.11. Es seien K < L < C Kérper; so dass L/K eine Radikalerweiterung ist. Ferner sei Z ein
Zwischenkorper von L/K, der galoissch iiber K ist. Dann ist die Galoisgruppe Gal(Z/K) auflésbar.

Beweis. Nach Definition 1.18 einer Radikalerweiterung gibt es eine Kette
K=Ky<K <---<K,=L, ()
so dass jedes K;/K;_; eine einfache Radikalerweiterung ist.

Als ersten Reduktionsschritt wollen wir zunéchst zeigen, dass wir annehmen diirfen, dass jede Kor-

pererweiterung K;/K;_ in dieser Kette zusitzlich galoissch mit abelscher Galoisgruppe ist. Es sei
. . . . . 2mi

dazu K; /K j—1 eine einfache m-Radikalerweiterung. Mit m :=my - -+ -m, und 7 := en betrachten

wir nun statt (x) die Kette

K =Ky <Ko(z) <Ki(z) <--- <Ky(z) = L(z),

in der wir als Erstes die m-te Einheitswurzel adjungieren. Natiirlich sind hier weiterhin alle Korperer-
weiterungen einfache Radikalerweiterungen (die erste, neue Erweiterung Ky(z) /Ko ist offensichtlich
eine einfache m-Radikalerweiterung), und Z ist immer noch ein Zwischenkorper von L(z)/K. Wei-
terhin ist nun jede Korpererweiterung in dieser Kette galoissch mit abelscher Galoisgruppe:

o fiir die erste Erweiterung Ky(z)/Kp folgt dies aus dem Translationssatz aus Aufgabe 5.21, da
Q(z)/Q nach Beispiel 5.3 (c) galoissch mit abelscher Galoisgruppe Z;, ist;

o fiir alle anderen Erweiterungen der Kette ergibt sich dies aus Aufgabe 5.20, die besagt, dass
K;(z)/K;-1(z) galoissch mit abelscher Galoisgruppe (nidmlich einer Untergruppe von L)

. ., 2mi, . . . o
ist, da K;_1(z) miten insbesondere auch die m -te Einheitswurzel enthilt.
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Wir konnen der Einfachheit halber also annehmen, dass die urspriingliche Kette () bereits so ge-
wihlt war, dass jede Korpererweiterung galoissch mit abelscher Galoisgruppe ist. Dariiber hinaus
konnen wir nach dem Satz 4.28 vom primitiven Element annehmen, dass Z = K(a) fiir ein a € Z.

Wir zeigen die Behauptung des Lemmas nun mit Induktion iiber n; der

Induktionsanfang fiir n = 0 ist trivial. Es sei also n > 0. Wir betrachten wie

im Bild rechts dargestellt den Korper K| N Ky(a) als Zwischenkérper der K Ko(a)=Z
beiden Erweiterungen K; /Ko und Z/K. @ L

Wir beginnen mit der linken Erweiterung K;/Kjp, die nach unserem Re-

duktionsschritt galoissch mit abelscher Galoisgruppe ist. Die in der Galois- K1 NKy(a)
Korrespondenz zum Zwischenkorper Kj NKy(a) gehorige Untergruppe von
Gal(K;/Kp) ist damit natiirlich automatisch ein Normalteiler. Nach Satz
6.14 ist die im Bild untere Korpererweiterung K; N Ky(a)/Ky damit eben- Ko =K
falls galoissch, und ihre Galoisgruppe ist als Faktorgruppe der abelschen

Gruppe Gal(K;/Ky) ebenfalls abelsch.

VI

Wir gehen nun zur rechten Korpererweiterung Z/K iiber, die ja nach Voraussetzung des Lemmas ga-
loissch ist. Da wir die untere Korpererweiterung K1 N Ky(a)/Ko gerade als galoissch erkannt haben,
konnen wir wiederum mit Satz 6.14 schlieBen, dass die zum Zwischenkérper Ky N Ky(a) gehorige
Untergruppe Gal(Z/K; NKy(a)) von Gal(Z/K) ein Normalteiler ist, und dass

Gal(K| NKo(a)/Ko) = Gal(Z/K) / Gal(Z/K, NKy(a)).

Um die Auflosbarkeit von Gal(Z/K) zu beweisen, geniigt es nach Aufgabe 8.9 (c) also, die
Auflgsbarkeit der beiden Gruppen Gal(K; N Ky (a)/Ko) und Gal(Z/K; NKy(a)) zu zeigen:

e Gal(K; NKy(a)/Kp) ist nach Beispiel 8.8 (a) auflosbar, denn von dieser Gruppe haben wir
oben ja bereits gesehen, dass sie abelsch ist.

e Gal(Z/Ky NKoy(a)) = Gal(Ko(a)/K; NKy(a)) ist nach dem Translationssatz aus Aufgabe
5.21 isomorph zu Gal(K; (a)/K;). Diese Gruppe ist nun aber nach Induktionsvoraussetzung
auflosbar, denn K| (a) ist einerseits nach Aufgabe 5.21 galoissch iiber K, und andererseits
ein Zwischenkorper der (n — 1)-stufigen Radikalerweiterung K; < --- <K, = L.

Damit ist Gal(Z/K) auflosbar. O

Folgerung 8.12 (Auflosbarkeit von Polynomen und Gruppen). Es seien f = t" +a,_1t" ' +--- +
ait + ap € C[t] ein komplexes Polynom und K = Q(ay, . ..,ay—1). Ist f dann auflosbar im Sinne von
Definition 1.20, so ist die Galoisgruppe des Zerfillungskorpers von f tiber K auflosbar im Sinne
von Definition 8.6.

Beweis. EsseiZ < C der Zerfiallungskorper von f tiber K. Weil f auflosbar ist, ist Z nach Definition
1.20 in einer Radikalerweiterung L von K enthalten. Da Z als Zerféllungskorper auerdem nach Satz
5.8 galoissch iiber K ist, folgt die Behauptung nun sofort aus Lemma 8.11. d

Beispiel 8.13. Es sei f € Q[t] ein rationales Polynom vom Grad n > 5. Nach Lemma 5.11 (a) ist
die Galoisgruppe Gal(f) dann eine Untergruppe von S,. Ist sogar Gal(f) = S,,, so ist Gal(f) damit
nach Folgerung 8.10 (b) nicht auflosbar, d. h. nach Folgerung 8.12 ist dann auch f nicht auflosbar.
In der Tat ist dies fiir die meisten Polynome vom Grad n > 5 der Fall. Die folgende Aufgabe gibt ein
konkretes Beispiel dafiir.

Aufgabe 8.14 (Beispiel fiir ein nicht-auflosbares Polynom). Fiir das Polynom f =13 — 80t +2 € Q[f]
zeige man:

(a) f istirreduzibel und hat genau drei reelle Nullstellen.
(b) Gal(f) ist isomorph zu einer Untergruppe U < Ss mit (1 234 5)eUund (1 2) € U.
(c) Gal(f)=Ss.

Nach Beispiel 8.13 ist f damit also nicht auflosbar.
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Bemerkung 8.15. Man kann zeigen, dass in Folgerung 8.12 auch die Umkehrung gilt, dass ein
Polynom also genau dann auflosbar ist, wenn sein Zerfiallungskorper eine auflosbare Galoisgruppe
besitzt [B, Kapitel 6.1]. Da Untergruppen von S, fiir n < 4 nach Folgerung 8.10 (a) stets auflosbar
sind, bedeutet dies also, dass Polynome vom Grad hochstens 4 immer auflosbar sind — was man aber
natiirlich auch schon ohne die Hilfe der Galoistheorie wusste, da in diesen Fillen nach Problem 0.2
ja konkrete Losungsformeln existieren.



