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7. Gruppentheorie und die Sitze von Sylow

In den letzten beiden Kapiteln haben wir mit Hilfe der Galoistheorie die Frage nach Zwischenkor-
pern einer gegebenen Korpererweiterung auf die Frage nach Untergruppen einer gegebenen Gruppe
zuriickgefiihrt. Wir wollen nun also Gruppen untersuchen und uns dabei insbesondere fragen, ob
und wie man in einer (endlichen) Gruppe Untergruppen einer gegebenen Ordnung finden kann. Im
Gegensatz zur direkten Suche nach Zwischenkorpern wird sich dies in der Tat als deutlich einfacher
herausstellen.

Man kann diese Fragestellung in gewissem Sinne als eine ,,Umkehrung des Satzes von Lagrange*
bezeichnen: ist G eine endliche Gruppe und U < G eine Untergruppe, so besagt dieser Satz ja be-
kanntlich, dass |U| stets ein Teiler von |G| ist [G, Satz 5.10]. Wir wollen uns jetzt die umgekehrte
Frage stellen: ist n ein Teiler von |G|, gibt es dann immer eine Untergruppe U < G mit |U| = n? Wie
wir in Aufgabe 7.36 noch sehen werden, ist die Antwort auf diese Frage im Allgemeinen nein. Wir
werden in diesem Kapitel aber einige hinreichende Kriterien angeben, die die Existenz einer solchen
Untergruppe sicher stellen, und die fiir die Behandlung unserer Probleme aus Kapitel O geniigen
werden.

Am einfachsten wire diese Frage natiirlich zu beantworten, wenn man eine Klassifikation aller Grup-
pen hitte, also eine vollstindige (und halbwegs iiberschaubare) Liste aller Gruppen modulo Isomor-
phie. In diesem Fall miisste man ja einfach nur alle Gruppen der gegebenen Ordnung in dieser Liste
durchgehen und explizit nachpriifen, ob in diesen Fillen eine Untergruppe der gewiinschten Ordnung
existiert oder nicht.

Fiir abelsche Gruppen fiihrt diese Strategie in der Tat zum Erfolg: hier kénnen wir eine Klassi-
fikation aller endlichen Gruppen konkret angeben und dadurch dann einfach sehen, dass fiir jede
dieser Gruppen G zu einem gegebenen Teiler n von |G| auch immer eine Untergruppe der Ordnung
n existiert. Da es nicht mehr Aufwand ist, werden wir diese Klassifikation nicht nur fiir endliche
abelsche Gruppen durchfiihren, sondern sogar fiir alle, die von endlich vielen Elementen erzeugt
werden konnen.

Definition 7.1 (Endlich erzeugte Gruppen). Eine Gruppe G heifit endlich erzeugt, wenn es endlich
viele Elemente ay,...,q; gibt mit G = (ay,...,a;).
Beispiel 7.2.

(a) Natiirlich ist jede endliche Gruppe endlich erzeugt (ndmlich z. B. von allen ihren Elementen).

(b) Fiir alle k € N+ ist die Gruppe Z* endlich erzeugt, nimlich z. B. von den k Einheitsvektoren
(1,0,...,0),...,(0,...,0,1).

(c) Die Gruppe R ist nicht endlich erzeugt: sind ay,...,a; € R, so ist
(al,...,ak>z{n1a1+--~—|—nkak:nl,...,nkEZ} CR.

Diese Menge ist aber stets abzihlbar und kann somit nicht gleich der tiberabzihlbaren Menge
R sein.

Die Hauptarbeit der angekiindigten Klassifikation endlich erzeugter abelscher Gruppen steckt in dem
folgenden Lemma. Dazu erinnern wir uns zunéchst daran, dass eine Gruppe zyklisch heif}t, wenn sie
von einem Element erzeugt werden kann [G, Definition 6.20], und dass diese zyklischen Gruppen
genau Z und Z, fir n € Ny sind [G, Satz 6.21 (a)]. Wir wollen nun sehen, dass eine abelsche
Gruppe, die von endlich vielen Elementen erzeugt werden kann, einfach ein Produkt von solchen
zyklischen Gruppen ist.

Lemma 7.3. Jede endlich erzeugte abelsche Gruppe ist ein (endliches) Produkt zyklischer Gruppen.
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Beweis. Es sei G eine abelsche Gruppe, die von k Elementen erzeugt werden kann. Wie bei abel-
schen Gruppen iiblich schreiben wir die Gruppenverkniipfung in G als ,,4+*“. Wir zeigen die Aussage
des Lemmas nun mit Induktion iiber k. Der Induktionsanfang fiir k = 1 ist dabei klar, denn dann ist
G ja bereits selbst zyklisch.

Fiir den Induktionsschritt sei nun also k > 1. Wir wihlen ay,...,a; € G und ny,...,n; € Z mit den
folgenden drei Eigenschaften:

@ G={ar,...,ax);
(b) nia;+---+mar=0€ G;
(¢) |n1] # 0 ist minimal.

Ausfiihrlich bedeutet Bedingung (c) also, dass es keine andere Wahl a/,...,a; € Gundn},...,n; € Z

gibt, fiir die ebenfalls (a) und (b) gilt, aber 0 # |n}| < |n;| ist. Da G nach Voraussetzung von k
Elementen erzeugt werden kann, ist eine solche Wahl mit ||| # 0 nur dann unméglich, wenn es

zwischen beliebigen Erzeugern ay,...,a; iiberhaupt keine nicht-trivialen Relationen der Form (b)
gibt. Dann ist fiir fest gewihlte Erzeuger ay,...,a; von G aber
7k — G, (I’l],...,nk) —niay + -+ ngag

ein Gruppenisomorphismus, d. h. G 22 Z* ist ein k-faches Produkt der zyklischen Gruppe Z und wir
sind fertig.

Wir konnen also annehmen, dass wir eine Wahl von ay,...,a; und ny,...,n; mit den obigen drei Ei-
genschaften getroffen haben. Durch evtl. Multiplikation der ny,...,n; mit —1 konnen wir weiterhin
ohne Einschrinkung n; > 0 annehmen.

Wir behaupten nun, dass n; ein Teiler von ny, . ..,n; ist. Aus Symmetriegriinden reicht es natiirlich,
dies fiir ny zu zeigen. Nach Division mit Rest konnen wir ny = gn; +rmitg € Zund 0 < r < nj
schreiben und erhalten aus (b)

may + (gni +r)ay +nzaz+ - -+ may =0,
also

ra; +ny(a) +qaz) + n3as + - -+ mea, = 0.
Nun ist aber (ay,a; + gap,as,...,a;) = {(ai,...,a;) = G, und damit sind ap,a; + gas,as,...,a;
Erzeuger von G, die mit den Koeffizienten r,ny,n3,...,n; die Bedingungen (a) und (b) erfiillen.
Wegen 0 < r < n; muss nach der Minimalitiitsforderung (c) also r = 0 gelten, d. h. ny | ny.

Da n; ein Teiler von ny, ..., ny ist, konnen wir nun das Element

n n
a ::a1+—2a2+---—|——kak €eG
ni ni
betrachten. Natiirlich ist dann auch (d},az,...,ar) = (ai,...,ax) = G. Der Morphismus
F:{d))x{ay,....at) =G, (u,v)—>u+v

ist also surjektiv. Er ist aber auch injektiv: es sei F(u,v) =0 mit u = mla/1 und v = mpap + -+ +
myay. Nach Konstruktion von ) sowie (b) ist nja} = 0, aufgrund der Minimalititsbedingung (c)
jedoch nd); # 0 fiir 0 < n < n;. Also ist (@} ) = Z,,, und wir konnen in der Darstellung fiir u ohne
Einschriinkung 0 < m; < n; annehmen. Dann besagt F (u,v) = u+v = 0 aber

myay +mpay + -+ +map =0,
was wiederum wegen der Minimalitdtsbedingung (c) aufgrund von 0 < m; < n; nur fiir m; =0
moglich ist. Damit ist u = 0, mit F (4,v) = u+v = 0 also auch v =0, d. h. F ist auch injektiv.

Aufgrund des Isomorphismus F ist G also isomorph zum Produkt der zyklischen Gruppe (/) mit

(az,...,a;). Da dieser zweite Faktor von k — 1 Elementen erzeugt werden kann, ist er nach Induk-
tionsvoraussetzung ein endliches Produkt zyklischer Gruppen. Damit ist auch G wie behauptet ein
endliches Produkt zyklischer Gruppen. 0

Mit diesem Lemma koénnen wir nun wie angekiindigt alle endlich erzeugten abelschen Gruppen
klassifizieren.

11
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Folgerung 7.4 (Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen). Es sei G eine endlich er-
zeugte abelsche Gruppe. Dann gibt es eindeutig bestimmte r,m € N und bis auf die Reihenfolge
eindeutige (aber nicht notwendig verschiedene) Primzahlpotenzen pll(' von, Pim 50 dass
G = erZpkl X oo XL gy
1 m

Beweis. Fiir die Existenz einer solchen Darstellung geniigt es nach Lemma 7.3, eine zyklische Grup-
pe zu betrachten, also G = Z oder G = Z, fiir ein n € N+. Fiir G = Z ist natiirlich nichts zu zeigen;
fur Z,, dagegen gilt nach dem chinesischen Restsatz [G, Satz 11.22]

Ly =2 7 Ky X oo X VA Dl
Py Pm
wenn plf' - -+ . pkn die Primfaktorzerlegung von 7 ist.
Die Eindeutigkeit der Darstellung ergibt sich aus Teil (b) der folgenden Aufgabe. g

Aufgabe 7.5 (Eindeutigkeit im Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen).
(@) EsseiG=7Z"x17Z k1 - X 7 Do fiir gewisse r,n,kq,...,k, € N und (nicht notwendig ver-
schiedene) Prlmzahlen P1,---,Pn. Zeige, dass fiir alle kK € N und jede Primzahl p
log,|G/p*G|=kr+ Y min{kk;}
i: pi=p
gilt, wobei wie iiblich p* G = {p*x: x € G} und log,, der Logarithmus zur Basis p ist.

(b) Wir betrachten nun eine beliebige Gruppe G, die isomorph zu einer Gruppe der Form 7" x
Z kl XL o wie in (a) ist. Zeige, dass dann r, n und alle Primzahlpotenzen p1 yeens pl,‘l"

(blS auf die Relhenfolge) durch G eindeutig bestimmt sind.

Bemerkung 7.6. Mit Folgerung 7.4 konnen wir insbesondere leicht alle endlichen abelschen Grup-
pen einer gegebenen Ordnung n angeben, indem wir n auf alle moglichen Arten als Produkt von
(nicht notwendig verschiedenen) Primzahlpotenzen schreiben. So erhalten wir zum Beispiel:

(a) Es gibt genau zwei abelsche Gruppen der Ordnung 12, ndmlich
Z4><Z3 und ZgXZzXZ3

(dass diese beiden Gruppen nicht isomorph sind, sieht man hier auch direkt ohne Aufgabe
7.5 (b), da die erste ein Element der Ordnung 4 besitzt, die zweite jedoch nicht). Die erste
dieser beiden Gruppen ist nach dem chinesischen Restsatz isomorph zu Zj.

(b) Ist n ein Produkt von paarweise verschiedenen Primzahlen, so gibt es nur eine abelsche
Gruppe der Ordnung n (ndmlich Z,).

Mit Hilfe der Klassifikation aus Folgerung 7.4 konnen wir nun fiir abelsche Gruppen leicht die in der
Einleitung zu diesem Kapitel genannte Frage nach der Existenz von Untergruppen einer gegebenen
Ordnung beantworten.

Folgerung 7.7 (Untergruppen in abelschen Gruppen). Es sei G eine endliche abelsche Gruppe und
n € Nxg ein Teiler von |G|. Dann gibt es eine Untergruppe U < G mit |U| = n.

Beweis. Nach Folgerung 7.4 diirfen wir mit den dortigen Bezeichnungen G = th - X Z Do

1 )71
mit |G| = p]fl - -+ . pk» annehmen. Da n ein Teiler dieser Zahl ist, konnen wir n natiirlich (nicht
notwendig eindeutig) in der Form n = p{' - --- - p% mit a; < k; fiir alle i schreiben. Nun ist aber fiir
alle i
Ui = (pf “'>:{r-p’fi—“f- 0<r<p}
eine Untergruppe von Z i der Ordnung p“’ Alsoist Uy x --- x U, < G wie gewiinscht eine Unter-

gruppe der Ordnung 7. 0
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Ubertragen wir dieses Ergebnis nun mit Hilfe der Galoistheorie auf Korpererweiterungen, konnen
wir damit also im Fall einer galoisschen Korpererweiterung mit abelscher Galoisgruppe die Exis-
tenz von Zwischenkorpern mit gegebenem Grad zeigen. Dies ermoglicht es uns z.B. schon, die
Frage nach der Konstruierbarkeit des regelmifigen n-Ecks mit Zirkel und Lineal nun endgiiltig zu
losen, indem wir zeigen, dass die in Folgerung 3.33 gefundene notwendige Bedingung fiir die Kon-
struierbarkeit auch hinreichend ist.

Folgerung 7.8 (Konstruierbarkeit des n-Ecks). Das regelmdflige n-Eck ist genau dann mit Zirkel
und Lineal konstruierbar, wenn n von der Form

fiir ein m > 0 und verschiedene Fermatsche Primzahlen py, ..., p, ist (also fiir Primzahlen der Form
pi = 22% + 1 mit a; € N).

Beweis. Aus Folgerung 3.33 wissen wir bereits, dass das n-Eck hochstens dann konstruierbar sein
kann, wenn n von der angegebenen Form ist.

Es sei nun also n von dieser Form. Die Korpererweiterung Q(e%) /Q ist nach Beispiel 5.3 (c)
und 5.7 galoissch mit Galoisgruppe G = Z;. Thre Ordnung ist nach Satz 3.29 gleich |Z}| = ¢(n)
und damit nach Lemma 3.31 fiir das betrachtete n eine Zweierpotenz 2" fiir ein r € N. Da G = Z;,
natiirlich abelsch ist, konnen wir mit Folgerung 7.7 also rekursiv eine Untergruppenkette

G=Uy>U > >2U,={e}
mit |Uy| = 2"7* fiir k = 0,...,r finden. Nach der Galois-Korrespondenz aus Folgerung 6.9 erhalten
wir nun mit 7 := Q(e% ) U eine entsprechende Kette von Zwischenkorpern
Q=<7 < SZr:Q(e%)
mit [Q (e%) : Z;] =27k, nach der Gradformel aus Satz 2.17 also [Z; : Z;_] =2 firallek=1,...,r.
Damit'ist Zi/Zy—1 gemiB Aufgabe 2.21 (b) fiir alle i eine einfache 2-Radikalerweiterung. Also is_t
Q (e% ) nach Definition 1.18 (b) eine 2-Radikalerweiterung von Q. Da sie natiirlich das Element A
enthilt, ist das n-Eck damit wie in Beispiel 1.23 (C) erldutert mit Zirkel und Lineal konstruierbar. [

Wir wollen nun sehen, in wie weit wir auch im nicht-abelschen Fall Aussagen zur Klassifikation von
Gruppen und zur Existenz von Untergruppen gegebener Ordnung machen konnen. Natiirlich ist dies
hier viel schwieriger, und die Ergebnisse werden auch deutlich schwicher ausfallen als im abelschen
Fall. Zur Vorbereitung miissen wir zunéchst etwas ausholen und das Konzept der Gruppenoperation
auf einer Menge einfiihren.

Definition 7.9 (Gruppenoperationen). Es seien (G, -) eine Gruppe und M eine Menge. Eine Grup-
penoperation von G auf M ist eine Abbildung

x: GXM—M, (a,x)—axx,
so dass

(a) exx = x fiir alle x € M (wobei e € G wie iiblich das neutrale Element bezeichnet);
(b) ax(bxx)=(a-b)xxfirallea,b € Gund x € M.

Bemerkung 7.10. Genau wie bei Gruppenverkniipfungen kann man eine Gruppenoperation natiir-
lich auch mit einem anderen Symbol als ,,x*“ bezeichnen. Oft verwendet man fiir eine Gruppen-
operation sogar das gleiche Symbol ,,-* wie fiir die Gruppenverkniipfung, weil dadurch, ob zwei
Elemente von G miteinander verkniipft werden oder eines von G mit einem von M, ja in der Regel
bereits eindeutig erkennbar ist, ob die Gruppenverkniipfung oder die Gruppenoperation gemeint ist.
Da man eine Gruppenoperation aulerdem auch so auffassen kann, dass ein Gruppenelement a eine
Funktion ist, die einem Element x € M ein Element a *x € M zuordnet (daher kommt natiirlich auch
die Sprechweise, dass G auf M operiert), sieht man in der Literatur auch oft die Schreibweise a(x)
fiir a xx. Wir werden in diesem Skript jedoch ausschlieBlich die Schreibweise a * x verwenden, da
diese wohl am wenigsten zu Verwirrungen fiithren kann.



64 Andreas Gathmann

Beispiel 7.11 (Permutationen als Gruppenoperation). Es seien G < S, eine Untergruppe der sym-
metrischen Gruppe und M = {1,...,n}. Dann operiert G auf M einfach dadurch, dass man eine
Permutation aus G auf eine Zahl in M anwendet, d. h. indem wir

oxi:=0(i) €M
fir 0 € G und i € M setzen. Die Eigenschaften (a) und (b) aus Definition 7.9 sind dabei natiirlich
offensichtlich, denn es ist ja id(i) = i und 6(7(i)) = (oo 7)(i) firallei € Mund 6,7 € G < §,,.

In der Tat ist dies ein sehr ,.typisches* Beispiel fiir eine Gruppenoperation — denn die folgende
Bemerkung zeigt, dass die Elemente von G im Fall einer Operation auf einer Menge M immer als
Permutationen auf M operieren.

Bemerkung 7.12 (Gruppenoperationen als Morphismen in die symmetrische Gruppe). Es sei G eine
Gruppe, die auf einer Menge M operiert. Fiir ein festes a € G ist dann die Abbildung
Oy M—M, x— axx
bijektiv mit Umkehrabbildung 6,1, denn nach Definition 7.9 gilt fiir alle x € M
O,1(0u(x)) =a "k (axx)=(a " a)xx=exx=x
und analog auch o,(0,-1(x)) = x. Wir erhalten so also eine Abbildung
G—SM),a— o,
der Gruppe G in die symmetrische Gruppe S(M) aller bijektiven Abbildungen von M in sich [G,

Konstruktion 2.1]. Diese Abbildung ist sogar ein Gruppenhomomorphismus, denn nach Definition
79 giltfirallexe Munda,b € G

04(0p(x)) =ax(bxx) = (a-b) *x = 04p(x)
und damit 6, o 6, = 0,.. Eine Operation einer Gruppe G auf einer Menge M bestimmt also einen
Morphismus von G in die symmetrische Gruppe S(M). Im Fall von Beispiel 7.11, wo eine Unter-

gruppe G < S, der symmetrischen Gruppe durch Permutation auf M = {1,...,n} operiert, ist dieser
Morphismus offensichtlich gerade die Einbettung G — S,, = S(M).

In der Tat bestimmt auch umgekehrt ein Morphismus von G in die symmetrische Gruppe S(M) eine
Gruppenoperation von G auf M, wie die folgende einfache Aufgabe zeigt.

Aufgabe 7.13. Es seien G eine Gruppe und M eine Menge. Zeige, dass eine Gruppenoperation von
G auf M ,dasselbe ist wie ein Morphismus von G in die symmetrische Gruppe S(M), d. h. dass die
Konstruktion aus Bemerkung 7.12 eine bijektive Abbildung

{Gruppenoperationen von G auf M} Ll {Morphismen G — S(M)}
liefert.
Wir werden spiter in Konstruktion 7.18 und im Beweis der Sétze 7.29 und 7.30 noch weitere fiir uns

relevante Gruppenoperationen kennen lernen. Zunichst einmal wollen wir jedoch ein paar Begriffe
einfithren, mit denen man Gruppenoperationen untersuchen kann.

Definition 7.14 (Bahnen, Fixgruppen und Fixpunkte). Es sei G eine Gruppe, die auf einer Menge
M operiert. Fiir ein festes x € M heif3it dann

(@) Gxx:={a*x: a € G} C M die Bahn von x;
(b) Gy:={a € G: axx=x} <G die Fixgruppe oder der Stabilisator von x (man priift sofort
nach, dass dies in der Tat eine Untergruppe von G ist);
(c) xein Fixpunkt der Operation, falls a xx = x fiir alle a € G. Offensichtlich ist dies dquivalent
zu Gxx = {x} und zu G, = G.
Beispiel 7.15. Es sei 0 € S4 der 3-Zykel 6 = (1 2 3). Wie in Beispiel 7.11 operiere die Grup-
pe G= (o) = {id,0,02} < S4 auf der Menge M = {1,2,3,4} durch Permutation. Die Elemente
in G vertauschen also die Zahlen 1,2,3 € M zyklisch und lassen das Element 4 € M fest. In der
Sprechweise von Definition 7.14 bedeutet dies:
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(a) Die Bahn des Elements 1 € M ist G* 1 = {id(1),0(1),06%(1)} = {1,2,3}. Da von den
Elementen von G nur die Identitdt das Element 1 fest ldsst, ist die zugehorige Fixgruppe
G; = {id}. Natiirlich ist 1 kein Fixpunkt der Gruppenoperation. Dieselben Aussagen gelten
analog fiir die Elemente 2 und 3 von M.

(b) Die Bahn des Elements 4 € M ist G x4 = {id(4),0(4),0%(4)} = {4}. Hier ist also die zuge-
horige Fixgruppe G4 = G, und 4 ist ein Fixpunkt der Gruppenoperation.

Bemerkung 7.16 (Bahnen als Aquivalenzklassen). Die Gruppe G operiere wieder auf der Menge
M. Wir definieren eine Relation ~ auf M durch
y~x & esgibteina € Gmity =axx.

Man priift sofort nach, dass dies eine Aquivalenzrelation ist [G, Definition 5.1]. AuBerdem ist die
Aquivalenzklasse eines Elements x € M, also die Menge der Elemente y € M mit y ~ x, nach Kon-
struktion natiirlich genau die Bahn G x x. Insbesondere ist M also stets die disjunkte Vereinigung
aller Bahnen der Gruppenoperation [G, Satz 5.3 (b)].

Die wichtigste Eigenschaft einer Gruppenoperation ist die sogenannte Bahnengleichung, die wir
jetzt beweisen wollen.

Satz 7.17 (Bahnengleichung). FEine endliche Gruppe G operiere auf einer endlichen Menge M.
Dann gilt:

(a) Fiir alle x € M ist |G| = |Gy| - |G *x].

(b) Ist{x1,...,xn} C M ein Repriisentantensystem der Bahnen, d. h. sind Gxx\,...,G*x, genau
die verschiedenen Bahnen der Gruppenoperation, so gilt
Gl

M| = Z|G*X,| = Z 1G]

Beweis.

(a) Wie iiblich bezeichne G/G, die Menge der Linksnebenklassen von G, in G [G, Definition
5.6]. Beachte, dass dies keine Gruppe ist, da die Fixgruppe G, in der Regel kein Normalteiler
in G ist. Das brauchen wir aber auch nicht, denn wir behaupten lediglich, dass die Abbildung

G/Gy— Gxx, arrax*x
wohldefiniert und bijektiv ist. In der Tat gilt fiir alle a,b € G
a=bcG/G, = a'beG, (Definition von G/G),)
& (@ 'b)xx=x (Definition der Fixgruppe G,)

S bxx=axx.

Lesen wir diese Aquivalenz in der Richtung ,,=, so ergibt sich, dass die oben genannte
Abbildung wohldefiniert ist. Lesen wir die Aquivalenz in der Richtung ,,<=*, so bedeutet dies
genau die Injektivitit. Aulerdem ist die Abbildung natiirlich surjektiv, denn nach Definition
der Bahn ist ja jedes Element von G *x von der Form a *x fiir ein a € G.

Also ist die obige Abbildung bijektiv, d. h. es ist insbesondere |G/Gy| = |G *x|. Mit dem Satz
von Lagrange [G, Satz 5.10] ergibt sich also die Behauptung |G| = |G| - |G /G| = |G| - |G *
x|.

(b) Dies folgt nun sofort aus Bemerkung 7.16 und Teil (a) des Satzes. [l

Wir werden nun eine fiir uns im Folgenden besonders wichtige Gruppenoperation kennen lernen,
niamlich die Gruppenkonjugation. Eine Besonderheit dieser Operation ist, dass eine Gruppe G hierbei
auf sich selbst operiert, d. h. in der Notation von Definition 7.9 die Menge M gleich der Gruppe G
ist. Demzufolge liegen auch die Bahnen und Fixgruppen dieser Operation beide in G, wihrend sonst
ja die Bahnen in M und die Fixgruppen in G liegen. Da die Gruppenkonjugation besonders wichtig
ist, haben die Begriffe aus Definition 7.14 fiir diesen Fall alle einen besonderen Namen.
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Konstruktion 7.18 (Gruppenkonjugation). Es sei G eine Gruppe.

(a) Die Vorschrift
bxa:=bab~' fira,beG
definiert eine Gruppenoperation von G auf sich selbst, denn fiir alle a,b,c € G ist
exa=eae ' =a und cx(bxa)=cbab ¢! = (ch)a(ch) ' = (cb)*a.

Sie wird als Konjugation bezeichnet. Die Bahnen dieser Operation nennt man die Konju-
gationsklassen von G. Zwei Elemente aj,a; € G heillen konjugiert zueinander, wenn sie
in derselben Konjugationsklasse liegen, also wenn es ein b € G gibt mit ay = ba;b~.

(b) Fiir ein a € G heif}t die Fixgruppe von a beziiglich der Konjugation
Gy={beG:bab'=a} ={bcG: ba=ab} <G

(also die Menge der Gruppenelemente, die mit dem gegebenen a kommutieren) der Zentra-
lisator von a in G. Er wird mit C(a) bezeichnet, bzw. (wenn die zugrunde liegende Gruppe
aus dem Zusammenhang klar ist) einfach mit C(a).

(c) Die Menge der Fixpunkte der Konjugation
Z(G):={a€G: bab ' =afiralle b € G} = {a € G : ba = ab fiir alle b € G}

(also die Menge der Gruppenelemente, die mit allen anderen Elementen kommutieren) heif3t
das Zentrum von G. Offensichtlich ist G genau dann abelsch, wenn Z(G) = G ist. Man priift
leicht nach, dass Z(G) eine Untergruppe von G ist [G, Aufgabe 3.6 (e)]. In der Tat ist sogar
jede Untergruppe U des Zentrums ein Normalteiler von G, denn fiir alle u € U und a € G
giltjaaua ' =uecU.

Beispiel 7.19 (Konjugationsklassen in S,;). Im Fall der symmetrischen Gruppe S,, haben die Konju-
gationsklassen eine besonders einfache Interpretation. Es sei dazu ¢ € S, eine Permutation, deren
Zykelzerlegung aus disjunkten Zykeln der Lingen k1, ..., k,, mit k| + - - - + k;,, = n besteht [G, Kon-
struktion 2.10], also

G:(al,l ...aLkl) e (am.l "’am,km)

fira; jmit{a;j: 1 <i<m,1<j<k}={1,...,n}. Istnun T € S, beliebig und setzen wir b; ; :=
7(a;, j), so ergibt einfaches Nachrechnen, dass

16T = b1y big) - (bt buk,)- (%)

Die zu o konjugierten Permutationen haben in ihrer Zykelzerlegung also Zykel der gleichen Lingen
wie 0. Haben wir umgekehrt eine Permutation wie auf der rechten Seite von (x), die aus Zykeln
der gleichen Linge wie o besteht, so konnen wir durch 7(a; ;) := b; j ein Element 7 € S, definieren,
fiir das die Gleichung (x) gilt. Die Konjugationsklasse von ¢ besteht also genau aus allen Permu-
tationen, deren Zykelzerlegung aus disjunkten Zykeln der Léngen ki,...,k, besteht. So ist z.B.
die Konjugationsklasse von (1 2) in S, genau die Menge aller Transpositionen (hier ist k; = 2 und
k=-=ky,=1firm=n—1).

Bemerkung 7.20 (Klassengleichung). Es sei G eine Gruppe. Wenden wir die Bahnengleichung aus
Satz 7.17 auf die Konjugationsoperation aus Konstruktion 7.18 an, so erhalten wir offensichtlich

- |Gl
G| =
,; C(a)|”
wobei ay,...,a, ein Reprisentantensystem der Konjugationsklassen ist. Typischerweise formuliert

man diese Gleichung etwas um, indem man aus dieser Summe alle Terme herauszieht, die den Wert
1 haben. Dies sind genau die i mit C(q;) = G, also fiir die @; mit allen Gruppenelementen kommu-
tiert und damit a; € Z(G) gilt. Umgekehrt kommt natiirlich auch jedes Element des Zentrums unter
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den a; vor, da jedes solche Element seine eigene Konjugationsklasse bildet. Wir erhalten damit die
sogenannte Klassengleichung

6l =1z(6)|+ Y, A9
5 IC(ai)]
——
>1
fiir G, wobei wir die obigen Reprisentanten der Konjugationsklassen jetzt so nummeriert haben,
dass ay,...,a, genau die Klassen mit mehr als einem Element reprisentieren und a,,+1,...,a, im

Zentrum von G liegen.

Als erste Anwendung unseres Studiums von Gruppenoperationen konnen wir nun ein kleines Re-
sultat zur Klassifikation beliebiger (d. h. nicht notwendig abelscher) Gruppen zeigen. Wir wissen
ja bereits, dass es zu einer Primzahl p bis auf Isomorphie nur eine Gruppe mit p Elementen gibt,
ndmlich Z,. Ein dhnliches Ergebnis konnen wir nun fiir Gruppen zeigen, deren Ordnung ein Prim-
zahlquadrat ist.

Aufgabe 7.21 (Klassifikation der Gruppen der Ordnung p?). Es sei G eine Gruppe mit |G| = p? fiir
eine Primzahl p.

(a) Zeige mit Hilfe der Klassengleichung, dass |Z(G)| = p?.

(b) Zeige, dass G =Z,,» oder G = Zp X Zy.

Als weitere Anwendung der Klassengleichung wollen wir nun wieder zum Problem der Existenz von
Untergruppen einer gegebenen Ordnung zuriick kommen. Wie wir in Aufgabe 7.36 noch sehen wer-
den, ist es — im Gegensatz zum abelschen Fall in Folgerung 7.7 — fiir eine beliebige endliche Gruppe
G und einen Teiler n von |G| im Allgemeinen nicht mehr richtig, dass G dann eine Untergruppe der
Ordnung n besitzt. Allerdings konnen wir die Existenz einer solchen Untergruppe zumindest noch
dann zeigen, wenn n eine Primzahlpotenz ist.

Satz 7.22 (1. Satz von Sylow). Es sei G eine endliche Gruppe. Ferner seien p eine Primzahl und
k € N<, so dass p* ein Teiler von |G| ist. Dann gibt es eine Untergruppe U < G mit |U| = p.

Beweis. Wir zeigen die Aussage mit Induktion iiber |G|; fiir |G| = 1 ist natiirlich nichts zu zeigen.
Fiir den Induktionsschritt unterscheiden wir zwei Fille:

(@) p| |Z(G)|: Da das Zentrum Z(G) eine abelsche Gruppe ist, gibt es nach Folgerung 7.7 eine
Untergruppe N < Z(G) < G mit |[N| = p. Im Fall k = 1 kénnen wir dann also natiirlich U = N
wihlen und sind fertig.

Andernfalls kénnen wir die Faktorgruppe G/N betrachten, da N nach Konstruktion 7.18
(c) als Untergruppe des Zentrums sogar ein Normalteiler in G ist. Wegen pX| |G| gilt dann
prl \% -|G| = |G/N|. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es also eine Untergruppe V <
G/N mit |V| = p¥~!. Ist dann 7 : G — G/N, a — a die Restklassenabbildung, so ist U :=
7~ (V) eine Untergruppe von G mit U/N =V, also wie gewiinscht |U| = |[N|-|V| = p-

Pl = pk.
() p ) |Z(G)|: Wegen p| |G| und p / |Z(G)| muss es nach der Klassengleichung
- _|G|
6= 120+ Y, o
i=1
>1

aus Bemerkung 7.20 (mit den dortigen Notationen) ein i = 1,...,m geben mit p } | C‘(ZLM .Da
dieser Quotient also keinen Primfaktor p mehr enthilt, folgt mit p* | |G| auch p*| |C(a;)|.
Wegen % > 1, also |C(a;)| < |G|, finden wir nun nach Induktionsvoraussetzung eine
Untergruppe U < C(a;) < G mit |U| = pF. O

Mit Hilfe der Galois-Korrespondenz erhalten wir aus diesem Satz nun natiirlich sofort eine analoge
Aussage iiber die Existenz von Zwischenkdrpern.
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Folgerung 7.23 (Existenz von Zwischenkorpern). Es sei L/K eine galoissche Kirpererweiterung
von Charakteristik 0. Ferner seien p prim und k € N<o mit p* | [L: K]. Dann gibt es einen Zwischen-
kérper Z von L/K mit [L : Z] = pk.

Beweis. Weil L/K galoissch ist, ist |Gal(L/K)| = [L : K], d. h. nach Voraussetzung ist p* ein Teiler
von |Gal(L/K)|. Der 1. Satz von Sylow liefert also die Existenz einer Untergruppe U < Gal(L/K)
mit |U| = p¥. Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie aus Folgerung 6.9 gibt es nun einen zugehdrigen
Zwischenkorper Z = LY von L/K mit [L: Z] = |U| = p. O

Dieses Resultat ermoglicht es uns nun, wie in Problem 0.1 der Einleitung angekiindigt einen alge-
braischen Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra zu geben. Allerdings ist dieser Beweis nicht
wirklich vollstindig algebraisch, sondern verwendet auch ein Hilfsresultat aus der Analysis — was
aber auch so sein muss, da die besonderen Eigenschaften von R gegeniiber Q (z. B. die Vollstéin-
digkeit) und damit auch die von C = R(i) gegeniiber Q(i) (wo ja z. B. das Polynom ¢> — 2 nicht in
Linearfaktoren zerfillt) nun einmal analytischer und nicht algebraischer Natur sind. Im folgenden
Lemma stellen wir bereit, was wir aus der Analysis benotigen.

Lemma 7.24.
(a) Es gibt keinen Erweiterungskéorper L von R mit [L : R] = q fiir ein ungerades q > 1.
(b) Es gibt keinen Erweiterungskorper L von C mit [L: C] = 2.

Beweis.

(a) Angenommen, es gibe einen Korper L > R mit [L : R] = ¢ > 1 ungerade. Nach dem Satz 4.28
vom primitiven Element ist L = R(a) fiir ein a € L. Das Minimalpolynom f von a iiber R ist
dann natiirlich nach Lemma 2.6 und Satz 2.14 (a) irreduzibel und hat Grad g. Nun wissen wir
aber aus dem Zwischenwertsatz der Analysis, dass ein solches reelles Polynom ungeraden
Grades immer eine Nullstelle in R besitzt, da f(x) fiir x — eo und x — —oo unterschiedliche
Vorzeichen hat. Also spaltet f {iber R einen Linearfaktor ab und kann damit nicht iiber R
irreduzibel sein, was ein Widerspruch ist.

(b) Wir nehmen nun an, dass L > C mit [L : C] = 2. Wie in Teil (a) ist dann L = C(a) fiir ein
a € L; das Minimalpolynom f von a iiber C ist wieder irreduzibel und hat diesmal Grad
2. Nach der bekannten Losungsformel fiir quadratische Gleichungen (und weil in C jede
Zahl eine Quadratwurzel besitzt) hat f dann aber eine Nullstelle in C, zerfillt also tiber C in
Linearfaktoren und kann damit nicht irreduzibel sein, was wieder ein Widerspruch ist. [

Satz 7.25 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes komplexe Polynom zerfillt iiber C in Linearfak-
toren. (Insbesondere hat also jedes nicht-konstante komplexe Polynom eine Nullstelle in C.)

Beweis. Es sei f € C|t]. Es geniigt zu zeigen, dass das reelle Polynom g := f- f € R][t] iiber C in
Linearfaktoren zerfillt, da dies wegen der eindeutigen Primfaktorzerlegung in C[t] [G, Satz 11.9]
dann natiirlich auch fiir f gelten muss.

Wir betrachten nun den Zerféllungskorper L von g iiber C. Da wir diesen auch als Zerfallungskorper
von (24 1) g iiber R schreiben konnen, sind die Kérpererweiterungen L/C und L/R nach Satz 5.8
galoissch. Wir wollen zeigen, dass L = C ist, also dass g bereits tiber C in Linearfaktoren zerfillt.

Dazu schreiben wir den Grad der Korpererweiterung L/R als [L : R] = ¢ - 2 fiir ein ungerades ¢
— jede natiirliche Zahl lésst sich ja so schreiben. Da L/R galoissch ist, gibt es nun nach Folgerung
7.23 einen Zwischenkorper R < Z < L mit [L: Z] = 2% nach der Gradformel aus Satz 2.17 also
[Z : R] = g. Dies ist nach Lemma 7.24 (a) aber nur moglich fiir g = 1.

Wir haben also [L : R] = 2% und damit [L : C] = 2%~!. Wiire nun k > 2, so gibe es wiederum nach
Folgerung 7.23 einen Zwischenkorper C < Z’ < L mit [L: Z'] = 2¥72, also [Z" : C] = 2. Dies ist nach
Lemma 7.24 (b) aber unméglich. Alsoistk=1,d.h. [L:C] =1 und damit L = C. O

Bemerkung 7.26 (Algebraische Erweiterungen von C). Eine dquivalente Formulierung des Fun-
damentalsatzes der Algebra ist, dass es keine (echte) algebraische Korpererweiterung von C gibt:
ist L/C eine algebraische Korpererweiterung und a € L beliebig, so ist das Minimalpolynom von a
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iiber C irreduzibel und damit nach dem Fundamentalsatz linear; also ist [a : C] = 1 und damit bereits
a € C. Auf dhnliche Art zeigt man, dass die einzige echte algebraische Korpererweiterung von R der
Korper der komplexen Zahlen ist.

Beachte aber, dass es natiirlich (viele) transzendente Korpererweiterungen von C gibt, z. B. den
Korper der rationalen komplexen Funktionen aus Beispiel 1.2 (c).

Im 1. Satz von Sylow (siehe Satz 7.22) haben wir gesehen, dass zu einer endlichen Gruppe G und
einer Primzahlpotenz p* mit p*| |G| stets eine Untergruppe U von G mit |U| = p* existiert. Fiir
viele Anwendungen wire es nun niitzlich, noch weitere Angaben iiber diese Untergruppen machen
zu konnen, z. B. tiber deren Anzahl. Wenn wir z. B. wiissten, dass es genau eine Untergruppe der
Ordnung pk gibt, so wiissten wir damit nach [G, Aufgabe 6.9 (b)] auch schon, dass diese ein Nor-
malteiler sein muss.

Fiir derartige Fragen gibt es noch zwei weitere Sitze von Sylow, die wir jetzt zum Abschluss dieses
Kapitels behandeln wollen. Sie werden im wesentlichen mit dem gleichen Argument bewiesen; die
Aufteilung in zwei Sitze hat hier lediglich historische Griinde. Besonders starke Aussagen machen
sie iiber die Untergruppen U < G mit |U| = p*, fiir die p* die maximale Potenz von p ist, die |G|
teilt. Derartigen Untergruppen gibt man daher einen besonderen Namen.

Definition 7.27 (p-Gruppen und p-Sylowgruppen). Es sei G eine Gruppe.

(a) Ist |G| = pF fiir eine Primzahl p und ein k € N, so heiBt G eine p-Gruppe.

(b) Es sei |G| = g p* fiir eine Primzahl p, ein k € N~ und ein ¢ mit p J ¢, d. h. der Primfaktor p
tritt in |G| genau mit der Vielfachheit k auf. Dann heit eine Untergruppe U < G mit |U| = p*
(also eine p-Untergruppe von G mit maximal moglicher Ordnung) eine p-Sylowgruppe bzw.
p-Sylowuntergruppe von G. Die Menge aller p-Sylowgruppen von G wird mit Syl,(G)
bezeichnet.

Bemerkung 7.28. Nach dem 1. Satz von Sylow (siehe Satz 7.22) ist offensichtlich Sylp(G) # 0 fir
jeden Primteiler p der Ordnung einer endlichen Gruppe G.

Satz 7.29 (2. Satz von Sylow). Es seien G eine Gruppe und p ein Primteiler von |G|. Dann gilt:

(a) Jede p-Untergruppe von G ist in einer p-Sylowuntergruppe von G enthalten.

(b) Alle p-Sylowgruppen von G sind zueinander konjugiert, d. h. fiir alle S1,S, € SylP(G) gibt
eseinac GmitS, =aSja".

Satz 7.30 (3. Satz von Sylow). Es seien wieder G eine endliche Gruppe und p ein Primteiler von
|G|. Wir schreiben die Ordnung von G als |G| = q p* fiir ein k € Nwo und ein q mit p f q. Dann gilt
fiir die Anzahl s, := | Syl ,(G)| der p-Sylowgruppen in G:

(@) s, =1 mod p;
(b) 5p|‘1'

Beweis von Satz 7.29 und 7.30. Es sei |G| = g p* fiir eine Primzahl p, ein k € N+ und ein ¢ mit p / .
Der Beweis beider Sétze besteht im wesentlichen aus einer zweimaligen geschickten Anwendung der
Bahnengleichung fiir geeignete Gruppenoperationen.

Als Erstes lassen wir die Gruppe G durch Konjugation auf der Menge Syl p(G) aller p-Sylowgruppen
in G operieren, d.h. als a* U := aUa™ ! fira € Gund U € Syl,(G) (beachte, dass aUa~! nach [G,
Aufgabe 3.7 (a) und Lemma 5.9] in der Tat eine Untergruppe derselben Ordnung wie U, also eben-
falls eine p-Sylowgruppe ist). Fiir eine im Folgenden fest gewéhlte p-Sylowgruppe S € Syl p(G) sei
nun Q = {aSa~': a € G} C Syl,(G) die Bahn von S unter dieser Konjugationsoperation. Natiir-
lich ist die Aussage von Satz 7.29 (b) letztlich, dass bereits Q = Sylp(G) ist, aber das wissen wir
momentan noch nicht. Allerdings wissen wir nach der Bahnengleichung aus Satz 7.17 (a), dass

G| =Gs|- Q] (1
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gilt, wobei Gs = {a € G: aSa ' =S} = {a € G: aS = Sa} die Fixgruppe von S ist. Nun ist aber
a$ = Sa= S fiir alle a € S, und damit S < Gs. Nach dem Satz von Lagrange [G, Satz 5.10] ist |S| = p*
also ein Teiler von |Gs|. Alle Primfaktoren p von |G| stecken in der Gleichung (1) damit bereits in
|Gs|, und wir sehen, dass

p 1€l @

Wir kommen nun zur zweiten bereits angekiindigten Gruppenoperation. Hierfiir sei H eine beliebige
p-Untergruppe von G, die wir wieder durch Konjugation auf p-Sylowgruppen operieren lassen —
allerdings diesmal nur auf der Menge Q aller p-Sylowgruppen, die man aus dem fest gewéhlten S
durch Konjugation mit beliebigen Gruppenelementen erreichen kann. Die Bahnengleichung aus Satz
7.17 (b) lautet fiir diese Operation

n
H
=y 3
i=1 Si|
wobei Si,...,S, € Q ein Reprisentantensystem der Bahnen und Hs, = {a € H : aSia' = S} ist.

Da H eine p-Gruppe ist, ist jeder Summand auf der rechten Seite dieser Gleichung eine Potenz von
p, also entweder gleich p® = 1 oder durch p teilbar. Da |Q| nach (2) aber nicht durch p teilbar ist,
muss demnach mindestens einmal ein Summand 1 vorkommen, d. h. wir sehen:

fiir jede p-Gruppe H in G gibt es ein S; € Q mit Hg, = H. “)

Fiir ein solches S; ist also aSja~! = S, fiir alle « € H. Nach [G, Aufgabe 6.11] folgt hieraus, dass HS;
eine Untergruppe von G ist. Ihre Ordnung ist nach der Produktformel [G, Aufgabe 5.5 (c)] gleich
‘IIZIH;{\‘ , also insbesondere eine Potenz von p, da H und §; beides p-Gruppen sind. Damit ist HS; eine
p-Untergruppe von G, die die maximale p-Untergruppe S; enthélt. Es muss demnach HS; = S; und

damit insbesondere H < HS; = §; gelten. Also haben wir:

fiir jedes H und S; wie in (4) ist H < S;. 5)

Wir konnen nun alle unsere Ergebnisse zusammensetzen, um den 2. und 3. Satz von Sylow zu bewei-
sen: ist H eine beliebige p-Untergruppe von G, so liegt H nach (4) und (5) in einer p-Sylowgruppe
S; € Q, was Satz 7.29 (a) zeigt. Im Spezialfall, wenn H selbst eine p-Sylowgruppe ist und damit
genauso viele Elemente wie S; hat, ist dann natiirlich sogar H = S;. Insbesondere ist dann also schon
H e Q, also H=aSa"! fiir ein a € G, was Satz 7.29 (b) und auBerdem Q = Sylp(G) beweist. Wir
haben demnach s, = [ Syl,(G)| = |Q|. Dariiber hinaus gilt fiir eine p-Sylowgruppe H dann natiirlich
nur fiir ein S;, dass H < S; (ndmlich fiir S; = H). Nach (5) gilt also auch nur fiir dieses eine S;, dass
Hg, = H und der zugehorige Summand in (3) damit gleich 1 ist. Also hat in (3) genau ein Summand
den Wert 1, wihrend alle anderen durch p teilbar sind, d.h. es gilt s, = || =1 mod p und damit
Satz 7.30 (a). Nach (1) ist schlieBlich s, = |Q| | |G| = ¢p*; da 5, wegen s, = 1 mod p keinen
Primfaktor p enthalten kann also s, | ¢, d. h. Satz 7.30 (b). U

Beispiel 7.31. Wir betrachten die 3-Sylowgruppen in der symmetrischen Gruppe Ss. Wegen |Ss| =
24 = 23 .3 haben diese jeweils 3 Elemente. Sie sind also zyklisch [G, Satz 6.21 (b)] und werden
damit von jeweils einem Element der Ordnung 3, also einem 3-Zykel erzeugt. Die verschiedenen
3-Sylowgruppen von Sy sind damit

Ur=((123))={id,(123),(132)}, Ur=((124))={id,(124),(142)},
U= ((134)) = {id,(134),(143)},  Us=((234))={id,(234),(243)}.
Wir hatten in Beispiel 7.19 bereits gesehen, dass alle 3-Zykel und damit auch alle Uy,...,Us zu-

einander konjugiert sind — was Satz 7.29 (b) in diesem Fall bestitigt. GemaB Satz 7.30 erfiillt die
Anzahl 53 = 4 der 3-Sylowgruppen auch s3 =1 mod 3 und s3 \23 =8.

Wie bereits angekiindigt konnen wir nun in den Fillen, in denen wir aus dem 3. Satz von Sylow
wissen, dass es genau eine Untergruppe einer gegebenen Ordnung gibt, darauf schliefen, dass diese
dann auch ein Normalteiler sein muss. Dies ist z. B. fiir die folgenden Gruppenordnungen der Fall.
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Folgerung 7.32 (Existenz von Normalteilern). Es sei G eine Gruppe mit |G| = qp* fiir ein
k € N>g und zwei verschiedene Primzahlen p,q mit ¢ # 1 mod p. Dann besitzt G genau eine p-
Sylowuntergruppe (der Ordnung p*), und diese ist ein Normalteiler in G.

Beweis. Nach Satz 7.30 (b) ist die Anzahl s, der p-Sylowgruppen von G ein Teiler von g und kann
damit nur 1 oder g sein. Gleichzeitig gilt nach Satz 7.30 (a) aber auch s, = 1 mod p; wegen g # 1
mod p ist 5, = g also unmdglich. Damit gibt es genau eine p-Sylowuntergruppe U < G. Nach [G,
Aufgabe 6.9 (b)] ist diese dann auch ein Normalteiler (denn fiir alle a € G ist aUa~" wieder eine
p-Sylowuntergruppe von G und muss damit gleich U sein). O

Mit Hilfe dieser Existenzaussage fiir Normalteiler konnen wir nun fiir eine weitere Klasse von Grup-
penordnungen eine Klassifikation angeben.

Folgerung 7.33 (Klassifikation der Gruppen der Ordnung pg mit p #1 modgund g # 1 mod p).
Es sei G eine Gruppe mit |G| = pq fiir zwei verschiedene Primzahlen p,q mit p # 1 mod q und
q#1 mod p. Dann ist G = Z,,.

Beweis. Nach Folgerung 7.32 gibt es Normalteiler Uy, U, < G mit |U,| = p und |U,| = q. Beachte,
dass U,NU, = {e} gilt, da |U, NU,| nach dem Satz von Lagrange [G, Satz 5.10] ein Teiler von p
und ¢ sein muss.
Wir behaupten nun, dass die Abbildung
f:U,xU,—G, (a,b)— ab
ein Isomorphismus ist.
e f ist ein Morphismus: fiir alle a,a’ € U, und b,b" € U, ist
fl(a,b)-(d',b')) = f(ad' ,bb’) = ad' bb’ und fla,b)-f(d',b') = abd'b'.
Wir miissen zeigen, dass diese beiden Elemente gleich sind, also dass a’b = bd’, d.h.
a'bd"'b~! = e gilt. Da b € U, und U, ein Normalteiler in G ist, ist adbd ! e U, und
damit auch a'ba’~'b~! € U,. Umgekehrt ist genauso ba’~'b~! € U, und damit auch
dbd 'l € U,. Alsoistd’ba’ ~'b~1 € U,NU, = {e}, d.h. f ist ein Morphismus.
e fistinjektiv: ist (a,b) € U, x U, mit f(ab) =ab=e,soista=b"! € U,NU, = {e}, also
(a,b) = (e,e). Damit ist Ker f = {(e,e)}, d.h. f ist injektiv.
o fist surjektiv: dies folgt nun aus der Injektivitit, da |U, x U,| = |G| = pq.

Damit ist G = U, x U,. Da U}, und U, als Gruppen von Primzahlordnung isomorph zu Z, bzw. Z,
sind [G, Satz 6.21 (b)], ist G also isomorph zu Z,, X Z, und damit nach dem chinesischen Restsatz
[G, Satz 11.22] auch zu Zj,,. O

Beispiel 7.34. Nach Folgerung 7.33 ist jede Gruppe der Ordnung 15 = 3 -5 isomorph zu Z5, denn
3#1 mod5und5#1 mod 3. Fiir Gruppen der Ordnung 6 = 2 -3 hingegen macht Folgerung 7.33
keine Aussage,da3 =1 mod 2 —und in der Tat gibt es hier neben Zg ja auch noch die nicht-abelsche
Gruppe S3.

Aufgabe 7.35 (Klassifikation der Gruppen der Ordnung 2p). Es sei G eine Gruppe mit |G| = 2p fiir
eine ungerade Primzahl p. Man zeige:

(a) Hat G kein Element der Ordnung 2p, so gibt es Elemente a,b € G mit orda = p, ordb =2
und ba =a"'b.
(b) G ist entweder isomorph zu Z,, oder zur Diedergruppe D, aus [G, Aufgabe 3.17].
Aufgabe 7.36. Zeige, dass A4 keine Untergruppe der Ordnung 6 besitzt. (Wegen |A4| = 12 ist dies

also ein Beispiel dafiir, dass zu einer endlichen Gruppe G und einem n| |G| nicht notwendig eine
Untergruppe U < G mit |U| = n existieren muss).

Bemerkung 7.37 (Klassifikation endlicher Gruppen). Wir wollen jetzt noch einmal die Ergebnisse
zur Klassifikation endlicher Gruppen zusammenfassen, die wir mit unseren bisherigen Methoden
erzielen konnten. Ist G eine endliche Gruppe der Ordnung 7, so wissen wir:
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Ist n = p eine Primzahl, so ist G = Z, [G, Satz 6.21 (b)].
Istn = p2 ein Primzahlquadrat, so ist G =2 sz oder G = Z, X Z, (Aufgabe 7.21).

Ist n = 2p fiir eine ungerade Primzahl p, so ist G isomorph zu Z,, oder zur Diedergruppe
D, (Aufgabe 7.35).

Ist n = pgq fiir zwei verschiedene Primzahlen p und ¢ mit p # 1 mod g und ¢ #1 mod p,
so ist G = Z,, (Folgerung 7.33).

Fiir andere Gruppenordnungen ist die grobe Faustregel, dass mit zunehmender Anzahl von (nicht
notwendig verschiedenen) Primfaktoren in n sowohl die Anzahl der Gruppen der Ordnung n als
auch der Aufwand fiir den Klassifikationsbeweis schnell ansteigt. In der Tat ist eine Klassifikation
endlicher Gruppen fiir beliebige Gruppenordnungen derzeit nicht bekannt — und aufgrund der Struk-
tur der bisher bekannten Ergebnisse auch kaum zu erwarten. Fiir ,.kleine* Gruppenordnungen (bis
etwa 1000) kann man allerdings noch mit einer Mischung aus Computeralgebra und theoretischen
Methoden eine vollstindige Liste aller Gruppen erzeugen. Die folgende Tabelle zeigt beispielhaft
fiir alle n < 100 die Anzahlen der Gruppen der Ordnung n [BE]. Es ist sicher erstaunlich, dass eine
so einfache und grundlegende mathematische Struktur wie die einer Gruppe zu solch einer uniiber-
schaubaren Klassifikation fiihrt!

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 1 1 1 2 1 2 1 5 2
10 2 1 5 1 2 1 14 1 5 1
20 5 2 2 1 15 2 2 5 4 1
30 4 1 51 1 2 1 14 1 2 2
40 14 1 6 1 4 2 2 1 52 2
50 5 1 5 1 15 2 13 2 2 1
60 13 1 2 4 267 1 4 1 5 1
70 4 1 50 1 2 3 4 1 6 1
80 52 15 2 1 15 1 2 1 12 1
90 10 1 4 2 2 1 231 1 5 2




