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6. Der Hauptsatz der Galoistheorie

Im letzten Kapitel haben wir jeder Korpererweiterung L/K eine Gruppe zugeordnet, nidmlich die
Galoisgruppe Gal(L/K) aller K-Automorphismen von L. Wir wollen nun das eigentliche Hauptre-
sultat der Galoistheorie beweisen, das wir bereits am Anfang von Kapitel 5 angekiindigt hatten: dass
im Fall einer galoisschen Korpererweiterung die Zwischenkorper von L/K bijektiv den Untergrup-
pen von Gal(L/K) entsprechen. Auch in diesem Kapitel seien dazu noch alle Korpererweiterungen
endlich und von Charakteristik 0.

Eine Richtung dieser Bijektion konnen wir mit unseren bisherigen Methoden schon konstruieren,
ndmlich die Zuordnung einer Untergruppe von Gal(L/K) zu einem Zwischenkérper von L/K.

Notation 6.1 (Zwischenkorper — Untergruppe). Es sei L/K eine Korpererweiterung. Wir bezeich-
nen mit & die Menge der Zwischenkorper von L/K und mit %/ die Menge der Untergruppen von
Gal(L/K).Ist Z € & ein Zwischenkorper und o € Gal(L/Z) ein Automorphismus von L, der Z fest
ldsst, so lidsst o natiirlich auch den kleineren Korper K fest und liegt damit auch in Gal(L/K). Also
ist Gal(L/Z) eine Untergruppe von Gal(L/K), und wir erhalten so eine Abbildung

Y. ¥ — Y
Z —> Gal(L/2).

Fiir die umgekehrte Richtung, also um einer Untergruppe einen Zwischenkorper zuzuordnen, beno-
tigen wir die folgende Konstruktion.

Definition 6.2 (Fixkorper). Es seien L ein Korper und G < Aut(L) eine Untergruppe der Automor-
phismengruppe von L. Dann heif3t

LS :={acL: o(a)=afiralle c € G}
der Fixkorper von G in L (man priift sofort nach, dass dies in der Tat ein Unterkorper von L ist).
Beispiel 6.3. Es seien L = C und G = {id¢, 0}, wobei ¢ : C — C, z+ 7 die komplexe Konjugation
ist. Dann ist G offensichtlich eine Gruppe von Automorphismen von C. Der zugehorige Fixkorper
besteht aus den Elementen von C, die von allen Automorphismen in G festgehalten werden, also
L°={z€C:id(z) =z und 6(z) =2z}
={zeC:z=2z}
=R
Notation 6.4 (Untergruppe — Zwischenkorper). Mit den Bezeichnungen aus Notation 6.1 sei nun
G € % eine Untergruppe von Gal(L/K). Da dann alle Elemente von G Automorphismen von L sind,

die K fest lassen, enthilt der Fixkorper LY natiirlich K und ist damit ein Zwischenkorper von L/K.
Wir haben also eine Abbildung

b Y — Z¥
G — LS.

Beispiel 6.5. Fiir die Korpererweiterung L/K = C/R ist G := Gal(C/R) = {id, 0} nach Beispiel 5.3
(a), wobei 0 : C — C, z — 7 wie in Beispiel 6.3 die komplexe Konjugationsabbildung ist. Da C/R
als Korpererweiterung vom Grad 2 nach der Gradformel aus Satz 2.17 keine echten Zwischenkor-
per haben kann, ist die Menge der Zwischenkorper dieser Korpererweiterung gleich 2 = {R,C}.
Andererseits ist die Galoisgruppe Gal(C/R) isomorph zu Z, und hat damit nur die trivialen Unter-
gruppen, d. h. die Menge der Untergruppen von Gal(C/R) ist Z = {G, {id}}. Die Abbildungen ¥
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und & aus den Notationen 6.1 und 6.4 sind nun
V: ¥ — %

R +— Gal(C/R)=G

C — Gal(C/C) = {id}
und nach Beispiel 6.3

o Y — Z
G — CP=R
{id} — clidt=c.

Die Abbildungen ¥ und @ sind hier also invers zueinander. Unser Ziel ist es zu zeigen, dass dies
fiir jede galoissche Korpererweiterung der Fall ist. Die Hauptarbeit hierfiir steckt in dem folgenden
vorbereitenden Lemma.

Lemma 6.6 (Lemma von Artin). Es seien L ein Korper und G < Aut(L) eine endliche Gruppe von
Automorphismen von L. Ist dann K = L der Fixkirper von G, so gilt

L:K] <|G].

(In der Tat werden wir in Bemerkung 6.8 noch sehen, dass sogar immer die Gleichheit gilt.)

Beweis. Essei G ={0y,...,0,} mit n = |G|. Nach Definition des Grades einer Korpererweiterung
miissen wir zeigen, dass die Dimension von L als K-Vektorraum hochstens gleich 7 ist, d. h. dass je
n+ 1 Elemente ay,...,a,+1 € L linear abhingig iiber K sind.
Dazu betrachten wir fiir solche ay,...,a,+1 das lineare Gleichungssystem
n+1
Y oj(a;)-xi=0  firalle j=1,....n 6))
i=1
in den Variablen x1,...,x,+; € L. Dadies ein System mit n Gleichungen in n+ 1 Variablen ist, besitzt

es eine nicht-triviale Losung. Wir wihlen nun eine solche nicht-triviale Losung, die mit maximal
vielen Nullen beginnt und so normiert ist, dass der nichste Eintrag gleich 1 ist, d. h. so dass

xp=--=x=0 und x4 =1 )
fiir ein s > 0 gilt und keine nicht-triviale Losung mit x; = - - - = x4 = 0 existiert.

Wir behaupten zunichst, dass fiir jedes 6 € G dann auch (o(x}),...,0(x,41)) eine Losung des
Gleichungssystems (1) ist. In der Tat rechnet man dies leicht nach: fiir alle j = 1,...,nist

n+1 n+l1
Y 0y(a)-os) = Y (0 o))an) 1) = 0(0) =0

i=1

dajac™'o 0; € G gilt und der Ausdruck in der groen Klammer damit genau eine der linken Seiten

des Gleichungssystems (1) ist. Weil ¢ als Korperhomomorphismus die Elemente 0 und 1 festhiilt,
gilt nach (2) auch fiir diese Losung

o(x))=---=0(x)=0 und o(x)=1. 3)

Nun bilden die Losungen des Gleichungssystems (1) aber natiirlich einen Vektorraum. Damit ist
auch die Differenz (y1,...,yn+1) := (x1 — 6(x1),...,Xp4+1 — O(Xs+1)) unserer beiden gefundenen
Losungen eine Losung von (1) — und fiir diese gilt nach (2) und (3) offensichtlich

==y =0,
Wegen der Maximalitdt von s unter den nicht-trivialen Losungen von (1) bedeutet dies, dass

15+, ¥nt+1) = (0,...,0) die triviale Losung sein muss. Also gilt y; =0, d.h. o(x;) = x; fiir alle
i=1,...n+1.
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Da dies fiir alle 6 € G gilt, liegen alle x; im Fixkorper K = LY von G. Die Gleichung

n+1

Y ai-xi=0,

i=1
die (fiir 6; = id) ja im Gleichungssystem (1) enthalten ist, besagt damit gerade, dass die ay, ..., @,
linear abhingig tiber K sind. Damit ist die Dimension von L als K-Vektorraum hochstens gleich
n. d

Mit dem Lemma von Artin kénnen wir neben den Bedingungen aus Satz 5.8 nun noch eine weitere
angeben, die dquivalent dazu ist, dass eine Korpererweiterung L/K galoissch ist — nimlich dass K
ein Fixkorper (von irgendeiner Gruppe) in L ist.

Folgerung 6.7 (,,galoissch = Fixkorper®). Fiir eine Korpererweiterung L/K gilt
L/K galoissch <= K = LC fiir ein G < Aut(L).
In diesem Fall ist dann Gal(L/K) = G.

Beweis.

<= Essei K = LY fiir ein G < Aut(L). Beachte, dass dann G < Gal(L/K) gelten muss, da nach
der Definition des Fixkorpers jedes Element von G den Korper K fest lasst. Andererseits gilt
fiir die Ordnungen der Gruppen G und Gal(L/K) aber auch

|Gal(L/K)| <[L:K] (Lemma 5.2 (c))
<|G| (Lemma 6.6 von Artin)

(beachte, dass G als Untergruppe von Gal(L/K) endlich und das Lemma von Artin da-
her anwendbar ist). Zusammen ist dies natiirlich nur méglich, wenn G = Gal(L/K) und
|Gal(L/K)| = [L : K] (und auch [L : K] = |G]) gilt. Also ist L/K galoissch, und wir haben
auch bereits die Zusatzbehauptung in der Folgerung gezeigt.

Wir betrachten den Fixkorper LS4(/K) | der wie in Notation 6.4 erliutert ein Zwischenkdrper

von L/K ist. Nach dem bereits bewiesenen Teil ,,<=* ist die Kérpererweiterung L/ LCAL/K)
galoissch mit Galoisgruppe Gal(L/K). Damit folgt

[L: L9U/5)] = | Gal(L/K)| (L/ LS E/K) galoissch
mit Galoisgruppe Gal(L/K))
=[L:K] (L/K galoissch nach Voraussetzung)

= [L: LONWE/K)) . [LSIE/K) K] (Gradformel aus Satz 2.17).
Also ist [LOY(E/K) : K] = 1 und damit K = LO¥(/K) wie behauptet ein Fixkorper. O

Bemerkung 6.8 (Gleichheit im Lemma von Artin). Ist L ein Korper und K = LS der Fixkorper einer
endlichen Gruppe G < Aut(L), so haben wir im Beweis des Teils ,,<* von Folgerung 6.7 gesehen,
dass dann [L : K] = |G| gilt. Im Lemma 6.6 von Artin gilt also sogar immer die Gleichheit. Wir
haben dort nur deswegen nur die schwiichere Aussage [L : K] < |G| gezeigt, um den Beweis kiirzer
und iibersichtlicher zu halten.

Wir haben nun alle Vorbereitungen getroffen, um die bereits angekiindigte Korrespondenz zwischen
Zwischenkorpern einer galoisschen Korpererweiterung L/K und Untergruppen ihrer Galoisgruppe
Gal(L/K) zu beweisen.

Folgerung 6.9 (Hauptsatz der Galoistheorie). Es sei L/K eine galoissche Korpererweiterung.
Wie in den Notationen 6.1 und 6.4 bezeichne % die Menge der Zwischenkérper von L/K und % die
Menge der Untergruppen von Gal(L/K).
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(a) Die Abbildungen ¥ und ® aus den Notationen 6.1 und 6.4 liefern eine Bijektion
1:1

Y — U

Z +— Gal(L/Z) =W¥(Z)
®(G)= L° +— G.

(b) Die Korrespondenz aus (a) dreht Inklusionen um:
fiir 21,2, € ¥ mit Z) < 7, gilt ¥(Zp) <Y¥(Z);
fiir Gy, G, € % mit G < G, gilt (I)(Gz) < CD(Gl).

(¢) In der Korrespondenz aus (a) entsprechen die Grade der Zwischenkorper den Ordnungen
der Untergruppen: sind Z € % und G € % mit G =Y¥(Z) (also Z = ®(G)), so gilt

[L:Z]=|G|.

Beweis.
(a) Wir miissen zeigen, dass W o® =id und oW =id.

Fiir Po® =id sei G € %, also G < Gal(L/K). Nach dem Zusatz in Folgerung 6.7 ist dann
Gal(L/Z) = G fiir den Fixkorper Z = L°. Damit gilt

G+ =7 % GalL/z) =G.
Also ist ¥ o ® = id. Beachte, dass wir fiir diesen Teil nicht benétigt haben, dass die Kor-
pererweiterung L/K galoissch ist!

Fir oW =id sei Z € %, also K <Z < L. Nach Lemma 5.17 (b) ist mit L/K auch L/Z
galoissch. Folgerung 6.7 angewendet auf L/Z ergibt also Z = LS mit G = Gal(L/Z). Damit

haben wir
P

Z % Gal(L/Z)=G +2 1[O=2,
und somit auch oW =id.
(b) Beide Aussagen sind unmittelbar aus den Definitionen klar:

o Ist Z; < Z», so erfiillt jeder Isomorphismus ¢ : L — L mit o 7, = id natiirlich auch
0|z, = id. Damit gilt dann Gal(L/Z,) < Gal(L/Z;).

e Ist G| < Gy, so wird jedes Element von L, das von den Automorphismen in G, fest
gelassen wird, natiirlich insbesondere auch von denen in G fest gelassen. Also gilt
dann LG < LGt

(c) Wegen Z = LY ist dies exakt die Aussage aus Bemerkung 6.8. 0

Beispiel 6.10. Es sei L/K die Korpererweiterung des Zerfillungskorpers von f = > — 2 iiber Q aus
Beispiel 5.12, also K = Q und

L=Q(a1,a2,a3) = @(\3/5,6%)7

wobei . ,

a) = \357 ary = \3/56%, a3 = \3/56%
die Nullstellen von f in C sind. Wir hatten in Beispiel 5.12 bereits gesehen, dass L/K galoissch
mit Galoisgruppe Gal(L/K) = S; ist, wobei die Elemente von S3 genau den moglichen Permutatio-
nen der drei Nullstellen a;, ay, az entsprechen. Auf diese Korpererweiterung wollen wir nun den
Hauptsatz der Galoistheorie aus Folgerung 6.9 anwenden.

Ublicherweise beginnt man dabei mit der Menge % der Untergruppen von Gal(L/K), da man iiber
diese in der Regel zunichst mehr weiB als iiber die Menge % der Zwischenkorper von L/K. In un-
serem Fall hier sind z. B. alle Untergruppen von Gal(L/K) = S5 aus den ,,Algebraischen Strukturen®
bekannt [G, Beispiel 5.13]; sie sind im folgenden Diagramm dargestellt.

10
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G| =1 {id}

NoY—

1G] =2 ((12))  ((13)  ((23))
Gl =3 A= ((123) //

\
|G| =6 S3

Man nennt eine solche Darstellung ein Untergruppendiagramm von Gal(L/K) = S3. Wir haben die
Untergruppen dabei von oben nach unten nach aufsteigender Ordnung sortiert; zwei Untergruppen
sind dabei durch Linien miteinander verbunden, wenn die oben stehende eine Untergruppe der unten
stehenden ist. In unserem einfachen Fall ist dabei keine echte Untergruppe in einer anderen enthalten,
so dass alle Linien entweder im obersten Punkt {id} beginnen oder im untersten Punkt S5 enden —
dies kann in einem komplizierteren Beispiel aber natiirlich anders sein.

Die Korrespondenz zwischen diesen Untergruppen und den Zwischenkérpern von L/K aus dem
Hauptsatz der Galoistheorie in Folgerung 6.9 besagt nun zunichst, dass die Zwischenkorper von
L/K in exakt das gleiche Schema passen, dass das Zwischenkorperdiagramm also wie im folgenden
Bild aussehen muss.

[L:Z]=1 = [Z:K]=6

N o—
[L:Z]=2 = [Z:K]=3

[L:Z]=3 = [Z:K]=2 //
\

[L:Z]=6 = [Z:K]=1

Dabei bedeuten die Linien diesmal, dass der unten stehende Korper ein Teilkorper des oben ste-
henden ist. Teil (a) des Hauptsatzes besagt dabei zunéchst nur, dass diese Zwischenkorper in 1:1-
Beziehung zu den Untergruppen aus dem obigen Diagramm stehen. Teil (b) zeigt, dass die Linien
zwischen den einzelnen Positionen in beiden Diagrammen gleich sind, und Teil (c) besagt, dass die
Zeilenstruktur in beiden Diagrammen iibereinstimmt, wobei die Ordnung |G| der Untergruppe nun
als Grad [L : Z] von L iiber dem zugehorigen Zwischenkorper interpretiert werden muss. Die jeweili-
gen Grade [Z : K] ergeben sich daraus dann natiirlich wegen [L : K] = 6 mit der Gradformel aus Satz
2.17.

Welche Zwischenkdorper stehen nun an den einzelnen Stellen dieses Diagramms? Klar ist natiirlich,
dass ganz oben der Zwischenkorper mit [L: Z] = 1,also Z=L = Q(éﬁ, e%) steht, und ganz unten
der mit [Z: K] =1, also Z = K = Q. Um den ersten Eintrag in der zweiten Zeile zu bestimmen,
miissen wir gemiB der Abbildung @ in Folgerung 6.9 (a) den Fixkorper L{(! 2)) bestimmen. Nun
entspricht das Element (1 2) in S3 aber gerade dem Automorphismus ¢ : L — L mit o(a;) = az,
o(ay) = a; und 6(a3) = a3. Also ist a3 und damit auch Q(a3) offensichtlich im Fixkorper L{(! 2)
enthalten. Da dieser gesuchte Fixkorper gemifl unserem Diagramm Grad 3 iiber Q hat und der Grad
von Q(a3) iiber Q bereits 3 ist, gilt sogar schon L{!! 2)) = Q(a3): dies ist der gesuchte Eintrag im
Zwischenkorperdiagramm. Auf die gleiche Art sieht man, dass die beiden anderen Eintrige dieser
Zeile Q(az) und Q(a;) sind.

Fiir den Eintrag in der dritten Zeile miissen wir analog den Fixkorper L{123)) berechnen. Hier
entspricht das Element (1 2 3) von S3 dem Automorphismus ¢ : L — L mit 6(a;) = az, 6(ay) = a3
und o(az) = a;. Keine der drei Nullstellen von f liegt also im gesuchten Fixkorper. Allerdings ist
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diesmal

6(6%) = G(%> - ola) =B

ai O'(al) aj
und damit Q(e%) < L4(123)) "Wie oben ist nun aber [Q(e%) Q] =2=[L{1123)) : Q] und damit
bereits L{(123)) = Q (e%) — dies ist also der noch fehlende Eintrag im Diagramm.

Insgesamt haben wir jetzt also das folgende Zwischenkorperdiagramm erhalten.

[Z:K|=6 L
NTTY—
[Z:K]=3 Q(a3) Q(a2) Q(ai)
Z:K]=2 Q) //
\
[Z:K]=1 Q

Natiirlich ist die Existenz aller dieser Zwischenkorper in diesem einfachen Fall schon aus der ur-
spriinglichen Definition
2mi
L=Q(ar,a2,a3) =Q(V2,¢3)
offensichtlich gewesen. Der Hauptsatz der Galoistheorie besagt allerdings nun, dass dies auch wirk-
lich die einzigen Zwischenkorper der betrachteten Korpererweiterung sind.

In komplizierteren Fillen sind die Zwischenkdrper natiirlich meistens nicht so einfach zu sehen wie
in dem obigen Beispiel. Wir wollen in der folgenden Aufgabe daher ein Verfahren entwickeln, mit
dem man den zu einer Untergruppe gehorenden Fixkorper auf einfache Weise explizit berechnen
kann.

Aufgabe 6.11 (Berechnung von Fixkoérpern). Es sei L/K eine galoissche Korpererweiterung. Nach
dem Satz 4.28 vom primitiven Element konnen wir sie als einfache Korpererweiterung schreiben,
also L=K(a) fireina € L.

Fiir eine Untergruppe G < Gal(L/K) setzen wir nun
fi= H (t—o(a)) €Lt
oeG

Ferner seien Ay, ..., A, € L die Koeffizienten von f, also f =Y, A;t'. Ist dann Z = LS der zu G
gehorige Zwischenkorper von L/K in der Galois-Korrespondenz, so zeige man:

@ feZt].

(b) f ist das Minimalpolynom von a iiber Z und iiber K (Ag, ..., A,).

©) Z=K(Ay,..., \).

Aufgabe 6.12. Bestimme fiir die folgenden Korpererweiterungen L/K das Untergruppendiagramm
von Gal(L/K) und das Zwischenkérperdiagramm von L/K:

(@) Q(v2,V3)/Q;
2mi
(b) Q(e7)/Q.
Aufgabe 6.13. Zu einem Polynom f € K[t] iiber einem Korper K sei L = K(ay,...,a,) der Zerfil-
lungskorper, wobei ay, ..., a, die (verschiedenen) Nullstellen von f in L sind. Bekanntlich ist dann
Gal(L/K) < S,. Wir setzen
.= H(ai —Clj>.

i<j
Man zeige:
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(a) Die sogenannte Diskriminante z* (siche auch Bemerkung 5.15) liegt in K.

(b) Ist Gal(L/K) <A, dann ist sogar z € K.

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir noch eine zusitzliche Aussage iiber die Galois-
Korrespondenz beweisen, die in der Literatur hiufig noch als Teil des Hauptsatzes angesehen wird.
Ist Z ein Zwischenkorper einer galoisschen Korpererweiterung L/K, so haben wir in Lemma 5.17
(b) gesehen, dass dann auch die ,,obere” Erweiterung L/Z galoissch ist. Man kann sich nun natiir-
lich fragen, unter welchen Bedingungen auch die ,,untere” Erweiterung Z/K galoissch ist. Auf der
anderen Seite kann man fiir eine Untergruppe G < Gal(L/K) untersuchen, ob G vielleicht sogar ein
Normalteiler in Gal(L/K) ist. Wir wollen nun zeigen, dass sich diese beiden Eigenschaften in der
Galois-Korrespondenz genau entsprechen (die Eigenschaft (c) im folgenden Satz, die ebenfalls da-
zu dquivalent ist, ist eine eher technische Bedingung, die wir hier nur auffiithren, da sie im Beweis
benotigt wird).

Satz 6.14 (Erginzung zum Hauptsatz der Galoistheorie). Es sei L/K eine galoissche Korpererweite-
rung. Ferner sei Z ein Zwischenkorper von L/K, der in der Galois-Korrespondenz aus Folgerung 6.9
der Untergruppe G < Gal(L/K) entspricht, also Z = L° und G = Gal(L/Z). Dann sind dquivalent:

(a) Z/K ist galoissch.

(b) G<Gal(L/K) ist ein Normalteiler.

(c) Fiir alle 6 € Gal(L/K) gilt 6(Z) C Z (und damit nach Aufgabe 5.5 sogar 6(Z) = Z).

In diesem Fall ist dann Gal(Z/K) = Gal(L/K)/G.

Beweis.

(a) = (c): Da Z/K galoissch ist, ist Z nach Satz 5.8 der Zerfillungskorper eines Polynoms f € K|z],
also Z = K(ay,...,a,) mit den Nullstellen ay,...,a, von f in Z. Ist nun o € Gal(L/K), so
bildet o die Menge {ay,...,a,} dieser Nullstellen nach Lemma 5.2 (a) auf sich ab. Also
folgt o(a;) € K(ay,...,a,) =Z firallei = 1,...,n und damit auch 6(Z) C Z.

(b) = (c): Es seien 6 € Gal(L/K) und T € G = Gal(L/Z). Dann gilt fiir alle a € o(Z)
(6ot00")(a) = (607)(0"(a) = o(0~(a) = a,

——
€z

da 7 das Element 6! (a) € Z fest lasst. Es ist dann also 6 o To6~! € Gal(L/0(Z)). Weil G
nach Voraussetzung ein Normalteiler in Gal(L/K) ist, folgt also fiir alle ¢ € Gal(L/K)

Gal(L/Z) =c60Goo ' C Gal(L/o(Z)),

d.h. die nach der Galois-Korrespondenz zum Zwischenkorper Z gehorige Untergruppe
Gal(L/Z) ist in der zum Zwischenkorper o (Z) gehorigen Untergruppe Gal(L/o(Z)) enthal-
ten. Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie aus Folgerung 6.9 gilt fiir die Zwischenkorper
selbst dann die umgekehrte Inklusion 6(Z) C Z.

(c) = (a) und (b): Fiir alle ¢ € Gal(L/K) gilt nach Voraussetzung 6(Z) = Z, d. h. wir kénnen ¢ zu
einem K-Automorphismus von Z einschrinken. Es gibt also einen Gruppenhomomorphis-
mus

F :Gal(L/K) — Gal(Z/K), o+ 0|z
mit Kern

KerF = {0 €Gal(L/K): o|z;=id} =Gal(L/Z) = G.
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Insbesondere ist G = Gal(L/Z) damit als Kern eines Morphismus ein Normalteiler in
Gal(L/K) [G, Lemma 6.7], was (b) zeigt. AuBerdem folgt

[L:K]=]|Gal(L/K)] (L/K galoissch)
=|Gal(L/K)/Gal(L/Z)|-|Gal(L/Z)| (Satz von Lagrange [G, Satz 5.10])
= |ImF|-|Gal(L/Z)| (Homomorphiesatz [G, Satz 6.17])
<|Gal(Z/K)|-|Gal(L/Z)] (ImF < Gal(Z/K))
<I[Z:K]-|L:Z] (Lemma 5.2 (c))
=I[L:K]. (Gradformel aus Satz 2.17)

Also muss hier iiberall die Gleichheit gelten. Insbesondere ist damit | Gal(Z/K)| = [Z : K]
(d.h. Z/K ist galoissch, was (a) zeigt) und ImF = Gal(Z/K) (was mit dem Homomorphie-
satz [G, Satz 6.17] den Isomorphismus Gal(Z/K) = Gal(L/K)/G, also die Zusatzbehaup-
tung zeigt). g

Beispiel 6.15. Wir betrachten noch einmal das Beispiel 6.10 des Zerfillungskdrpers von 13 —2 iiber
Q und iiberpriifen dort die Aquivalenz (a) < (b) aus Satz 6.14:

(a) Die Untergruppe A3 = ((1 2 3)) von S3 ist nach [G, Beispiel 6.8] als Kern der Signumsab-

bildung ein Normalteiler. Auf der anderen Seite ist der zugehdrige Zwischenkdrper Q(e¥)
nach Lemma 5.17 (a) galoissch iiber QQ, da diese Korpererweiterung Grad 2 hat.

(b) Die Untergruppe {(1 2)) von S5 ist nach [G, Beispiel 6.6 (c)] kein Normalteiler. Dement-
sprechend ist auch der zugehérige Zwischenkorper Q(a3) nicht galoissch iiber Q: in ihm hat
das irreduzible Polynom ¢* —2 € Q[t] namlich eine Nullstelle a3, zerfillt aber nicht in Li-
nearfaktoren (siehe Satz 5.8). Dasselbe Argument gilt natiirlich auch fiir die beiden anderen
zweielementigen Untergruppen von S3.

Beispiel 6.16. Es sei Z ein Zwischenkorper einer galoisschen Korpererweiterung L/K mit [Z: K] =
2,also [L:Z] = 3 [L: K] = }|Gal(L/K)|. Fiir die zugehorige Untergruppe G = Gal(L/Z) gilt dann
nach Folgerung 6.9 (c) also |G| = 1 |Gal(L/K)|.

Beachte, dass in diesem Fall die Korpererweiterung Z/K nach Lemma 5.17 (a) immer galoissch ist.
Auf der anderen Seite ist die Untergruppe G < Gal(L/K) dann nach [G, Aufgabe 6.9 (a)] auch stets
ein Normalteiler, da sie genau halb so viele Elemente hat wie Gal(L/K). In diesem Fall kannten wir
die Aquivalenz von (a) und (b) in Satz 6.14 also schon vorher.

Die folgende Aufgabe zeigt, wie man ein dhnliches Normalteilerkriterium mit Hilfe der Galoistheo-
rie in eines fiir Zwischenkorper umschreiben kann:

Aufgabe 6.17. Es sei L/K eine galoissche Korpererweiterung und G < Gal(L/K) eine Untergruppe.
Aus [G, Aufgabe 6.9 (b)] wissen wir, dass G ein Normalteiler von Gal(L/K) ist, wenn es keine
andere Untergruppe von Gal(L/K) gibt, die genau so viele Elemente wie G hat.

Welche entsprechende Aussage iiber Zwischenkorper von L/K erhilt man hieraus aus der Galois-
Korrespondenz mit Hilfe von Satz 6.14? Kannst du diese Aussage auch direkt ohne Verwendung von
Satz 6.14 beweisen?

Aufgabe 6.18. Es sei G die Galoisgruppe eines irreduziblen Polynoms vom Grad n iiber einem
Korper K.

Man zeige: Ist G abelsch, so gilt |G| = n.

Gilt auch die Umkehrung?



