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6. Faktorgruppen

Im vorangegangenen Kapitel haben wir zu einer Untergruppe U einer gegebenen Gruppe G die
Menge der Linksnebenklassen G/U = {aU : a € G} untersucht und damit bereits einige interessante
Resultate wie z. B. den Satz 5.10 von Lagrange erhalten.

Eine Menge ist fiir sich genommen aber noch keine besonders interessante Struktur. Wiinschens-
wert wire es natiirlich, wenn wir G/U nicht nur als Menge, sondern ebenfalls wieder als Gruppe
auffassen konnten, also wenn wir aus der gegebenen Verkniipfung in G auch eine Verkniipfung in
G/U konstruieren konnten. Wir wollen daher in diesem Kapitel untersuchen, wann und wie dies
moglich ist.

Als Erstes benotigen wir dazu eine wichtige Vorbemerkung, die immer dann relevant ist, wenn wir
auf einer Menge von Aquivalenzklassen eine Funktion (oder Verkniipfung) definieren wollen.

Bemerkung 6.1 (Wohldefiniertheit). Erinnern wir uns noch einmal an die Konstruktion des Signums
einer Permutation ¢ € S, aus Definition 2.13: Wir mussten hierfiir eine Darstellung ¢ = 7; --- 7, von
o als Verkettung von Transpositionen 7j,..., T, wihlen, und haben dann signo := (—1)" gesetzt.
Damit dies die Zahl signo auch wirklich widerspruchsfrei definiert, mussten wir dabei natiirlich
iberpriifen, dass das Gesamtresultat dieser Vorschrift von der zwischendurch nétigen Wahl der Ver-
kettung von Transpositionen unabhingig ist: Lemma 2.12 (b) hat uns gesagt, dass bei einer anderen
solchen Darstellung ¢ = 7; --- 7, in jedem Fall » und s beide gerade oder beide ungerade sind, so
dass das Endergebnis (—1)" = (—1)* immer dasselbe ist.

Abstrakt formuliert passiert es bei der Definition mathematischer Funktionen manchmal, dass die
Abbildungsvorschrift an irgendeiner Stelle eine nicht eindeutig bestimmte Wahl erfordert. Wenn
dies wie im Beispiel des Signums oben der Fall ist, ist es klar, dass wir am Ende iiberpriifen miissen,
dass das Endresultat der Vorschrift nicht von dieser Wahl abhéngt. Die mathematische Sprechweise
hierfiir ist, dass wir iiberpriifen miissen, ob die Funktion durch die gegebene Vorschrift wohldefiniert
ist.

Besonders oft tritt dies bei der Untersuchung von Aquivalenzrelationen wie in Kapitel 5 auf. Ist
~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M und will man eine Abbildung f: M/~ — N von
der Menge der zugehorigen Aquivalenzklassen in eine weitere Menge N definieren, so ist die Idee
hierfiir in der Regel, dass man eine Abbildung g: M — N wihlt und dann

fiM[~—=N, f(a):=gla)

setzt. Man mdochte das Bild einer Aquivalenzklasse unter f also dadurch definieren, dass man einen
Reprisentanten dieser Klasse wihlt und diesen Repridsentanten dann mit g abbildet. Damit diese
Vorschrift wohldefiniert ist, brauchen wir also offensichtlich, dass verschiedene Reprisentanten der-
selben Klasse das gleiche Endergebnis liefern, also dass gilt:

Fiir alle a,b € M mit@ = b ist g(a) = g(b).

Beispiel 6.2 (Verkniipfungen auf G/U). Wir wollen nun wieder unsere urspriingliche Situation be-
trachten, nimlich eine Menge G /U von Linksnebenklassen zu einer Untergruppe U einer gegebenen
Gruppe G. Es ist natiirlich sehr naheliegend, auf G/U eine Verkniipfung durch

a-b:=a-b
definieren zu wollen: Um zwei Aquivalenzklassen in G/U miteinander zu verkniipfen, verkniip-
fen wir einfach zwei zugehorige Reprisentanten in G und nehmen dann vom Ergebnis wieder die
Aquivalenzklasse.
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Als konkretes Beispiel betrachten wir noch einmal die Menge Zj, = {0,...,11} der Stinde
einer Uhr aus Beispiel 5.2 (b) bzw. Beispiel 5.8 (a). Wir wiirden also die Addition von Z auf
Z1, Ubertragen wollen, indem wir z. B.

6+8=6+8=14=2

rechnen: Wenn seit Mitternacht zuerst 6 und dann nochmal 8 Stunden vergehen, zeigt die
Uhr anschlieBend auf die 2. Nach Bemerkung 6.1 miissen wir allerdings noch iiberpriifen,
ob diese neue Verkniipfung auf Z, wirklich wohldefiniert ist: Im Beispiel hitten wir statt
der Reprisentanten 6 und 8 von 6 und 8 ja z. B. auch 18 bzw. 20 wihlen konnen. In der Tat
hitten wir dann allerdings ebenfalls wieder dasselbe Endergebnis

64+8=184+20=38=2

erhalten: Auch wenn zuerst 18 und dann nochmal 20 Stunden vergehen, zeigt die Uhr danach
auf die 2. In diesem Beispiel scheint die Situation also erst einmal in Ordnung zu sein. In
der Tat ist die Verkniipfung in diesem Fall wohldefiniert, wie wir gleich in Beispiel 6.15
noch allgemein sehen werden. Leider ist dies jedoch nicht immer der Fall, wie das folgende
Beispiel zeigt.

Wir betrachten noch einmal das Beispiel 5.8 (b) der Untergruppe

U=((12))={id,(12)}
von S3 mit den drei Linksnebenklassen
d={id.(12)}, a1={123).(13)}, G={132),23)}
wobei 61 = (1 2 3) und 0 = (1 3 2). Angenommen, wir konnten auch hier die Nebenklas-
sen dadurch miteinander verkniipfen, dass wir einfach Reprisentanten der beiden Klassen
miteinander verkniipfen und vom Ergebnis wieder die Nebenklasse nehmen. Um z. B. ido 67

zu berechnen, konnten wir also den jeweils ersten oben aufgefiihrten Repridsentanten wihlen
und

ido6] =ido(123)=(123)=07
rechnen. Hitten wir fiir die erste Nebenklasse id jedoch den zweiten Reprisentanten gewihlt,
so hitten wir als Ergebnis

idoo1=(12)0(123)=(23)=03

erhalten, also nicht das gleiche wie vorher! Die Verkniipfung auf der Menge der Nebenklas-
sen ist hier also nicht wohldefiniert.

Wir wollen diese Situation nun kldren und herausfinden, in welchen Fillen die Gruppenverkniipfung
in G auf eine in G/U iibertragen werden kann. Die Eigenschaft von U, die wir hierfiir benotigen, ist
die folgende.

Definition 6.3 (Normalteiler). Eine Teilmenge U einer Gruppe G heif3t ein Normalteiler, in Zeichen
U 4G, wenn gilt:

(a)
(b)

U ist eine Untergruppe von G;
firallea € Gundu € U istaua™' € U.

Bemerkung 6.4. Da die Bedingung (b) in Definition 6.3 fiir alle a € G gelten muss, kdnnen wir dort
auch genauso gut a durch a~! ersetzen und erhalten die squivalente Bedingung a~'ua € U.

Lemma 6.5. Eine Untergruppe U einer Gruppe G ist genau dann ein Normalteiler, wenn aU = Ua
fiir alle a € G gilt, also wenn die Links- und Rechtsnebenklassen von U iibereinstimmen.

Beweis. Nach Definition gilt

UG gé firallea € Gundu € U istaua ' € U und a 'ua € U

& firalleae GistalUa™' cUunda 'UaC U.
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Durch Multiplikation dieser Inklusionen mit @ von rechts bzw. links erhalten wir also

UG & firalleace GistalU C Uaund Ua C aU,
was natiirlich dquivalent ist zu aU = Ua fiir alle a € G. O
Beispiel 6.6.

(a) Ist G abelsch, so ist jede Untergruppe U von G ein Normalteiler: Die Eigenschaft (b) aus
Definition 6.3 ist hier natiirlich stets erfiillt, denn es ist ja aua™' = aa~'u = u € U fiir alle
aceGunduecl.

(b) Die trivialen Untergruppen {e} und G sind immer Normalteiler von G: In beiden Fillen sind
die Eigenschaften aus Definition 6.3 offensichtlich.

(c) Die in Beispiel 6.2 (b) betrachtete Untergruppe U = ((1 2)) von S3 ist kein Normalteiler: In
der Tat haben wir in Beispiel 5.8 (b) konkret nachgepriift, dass die 4quivalente Normalteiler-
bedingung aus Lemma 6.5 in diesem Fall nicht erfiillt ist.

Ein weiteres, sehr wichtiges Beispiel von Normalteilern ist das folgende:
Lemma 6.7. Ist f: G — H ein Gruppenhomomorphismus, so ist Ker f ein Normalteiler von G.

Beweis. Wir wissen bereits (siehe Definition 4.17), dass Ker f eine Untergruppe von G ist. Weiterhin
gilt fiir alle @ € G und u € Ker f nach Lemma 4.4

flaua™) = f(a) f(u) fla™") = fla) fa™") = flaa™!) = fe) =e,
~~
=e

also aua™! € Ker f. Damit ist Ker f ein Normalteiler von G. O
Beispiel 6.8. Die alternierende Gruppe (siehe Definition 4.19)

Ap={oc €S, signoc =1}
ist als Kern der Signumsabbildung ein Normalteiler von S,,.
Aufgabe 6.9. Es sei U eine Untergruppe einer endlichen Gruppe G. Man zeige:

(a) Gibt es keine weitere Untergruppe von G, die genauso viele Elemente wie U hat, so ist U
ein Normalteiler von G.

(b) Ist|U| = 1|G], so ist U ein Normalteiler von G.

Aufgabe 6.10. Welche der folgenden Teilmengen U C G sind Normalteiler?
(@ G=7Z,U={1,-1};
(b) G=S8,,U={0€S,:0(n) =n}fireinn € N>p;

(c) G eine beliebige Gruppe, U = f~!(N) fiir einen Gruppenhomomorphismus f: G — H und
N<H,

(d) G eine Gruppe mit |G| =24, U = (a,b) fiir gewisse a,b € G mit ord(a) = 4 und ord(b) = 3.

Aufgabe 6.11. Man zeige: Sind U eine Untergruppe und N ein Normalteiler in einer Gruppe G, so
ist UN eine Untergruppe, aber im Allgemeinen kein Normalteiler von G.

Aufgabe 6.12. Es sei U eine Untergruppe einer Gruppe G.
Zeige, dass
V:={(a,ua):a€e GueU} CGxG
genau dann eine Untergruppe von G X G ist, wenn U ein Normalteiler von G ist.
Wie bereits angekiindigt wollen wir nun sehen, dass sich die Gruppenverkniipfung von G auf eine in

G/U ibertrigt, wenn U ein Normalteiler ist.

Satz und Definition 6.13 (Faktorgruppen). Es sei G eine Gruppe und U < G. Dann gilt:
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(a) Die Verkniipfung @-b := ab ist wohldefiniert auf G /U und macht G/ U zu einer Gruppe. Das
neutrale Element dieser Gruppe ist €, das zu @ inverse Element ist a—'. Die Gruppe G/U
wird als eine Faktorgruppe von G bezeichnet.

(b) Die Abbildung n: G — G/U, n(a) = a ist ein surjektiver Morphismus mit Kern U. Man
nennt sie die Restklassenabbildung von G/U.
Beweis.
(a) Die Verkniipfung ist wohldefiniert: Sind a,a’,b,b' € G mit @ = @’ und b = V/, gilt also
ald =ueUundb 'V =veU,soist
(ab) (@b =b"ta 'd' b = b7 ub' = b~ ubb™ 0 = b ubv € U,
——
ev

wobei b~'ub € U aus der Normalteilereigenschaft folgt. Also ist ab = a’b’ und die Verkniip-
fung damit wohldefiniert. Die Gruppenaxiome fiir G/U rechnet man nun ganz einfach nach:

(G1) Firalle a,b,c € G gilt
(@-b)-c=ab-c=(ab)c = a(bc)=a-bc=a- (b-7),

wobei (x) die Assoziativitdt in G ist und alle anderen Gleichungen einfach nur die
Definition der Verkniipfung auf G/U sind.

(G2) Firalleace Giste-a=ea=a.

(G3) Firalleac Gista—'-a=a la=c¢.
(b) Die Abbildung 7 ist nach Definition der Verkniipfung auf G/U ein Morphismus: Fiir alle
a,b € G gilt nimlich
n(a-b)=a-b=a-b=rn(a) n(b).
Nach Definition von G/U ist & surjektiv. Der Kern von 7 ist
Kert={acG:a=e}=e=U. O
Bemerkung 6.14.

(a) Die Normalteilereigenschaft von U ist fiir Satz 6.13 wirklich notwendig: Ist die Verkniip-
fung auf G/U wohldefiniert, so muss wegen au = a fiir alle a € G und u € U insbesondere

au-a'=a-a~' =, also aua—' € U gelten, und damit U ein Normalteiler sein.

(b) Ist G eine abelsche Gruppe, so auch jede Faktorgruppe G/U: Fiir alle a,b € G ist dann
ndmlicha-b=ab=ba=b-a.

(c) Wir hatten in Lemma 6.7 gesehen, dass jeder Kern eines Morphismus ein Normalteiler ist.
Nach Satz 6.13 (b) gilt hier auch die Umkehrung: Jeder Normalteiler kann als Kern eines
Morphismus geschrieben werden (ndmlich als Kern der Restklassenabbildung).

Beispiel 6.15 (Z, als Gruppe). Es sei n € N.g. Die Untergruppe nZ von Z

ist natiirlich ein Normalteiler, da Z abelsch ist (siche Beispiel 6.6 (a)). Also ———
ist die Menge Z, mit der Verkniipfung k +1 := k+ I, wie wir sie schon in | T 012
Beispiel 6.2 (a) untersucht haben, nach Satz 6.13 und Bemerkung 6.14 (b) |0 |0 1 2
eine abelsche Gruppe. Wir konnen uns die Verkniipfung dort vorstellen als die 11T 2 o
gewdhnliche Addition in Z, wobei wir uns bei der Summe aber immer nurden | | =~
Rest bei Division durch n merken. Die Tabelle rechts zeigt die Verkniipfung | 2 |2 0 1

dieser Gruppe im Beispiel n = 3.
Diese Gruppen (Z,,+) sind sicher die wichtigsten Beispiele von Faktorgruppen.

Bemerkung 6.16. Eine interessante Anwendung von Faktorgruppen besteht darin, dass man mit
ihnen ,,aus jedem Morphismus einen Isomorphismus machen kann*. Dies ist oft niitzlich, denn in
Bemerkung 4.10 haben wir ja schon gesehen, dass Isomorphismen (also bijektive Morphismen)



6. Faktorgruppen 47

besonders schon sind, weil bei ihnen Start- und Zielraum ,,als Gruppen ununterscheidbar® sind und
daher miteinander identifiziert werden konnen.

Um zu sehen, was damit gemeint ist, betrachten wir einmal einen beliebigen Gruppenhomomor-
phismus f: G — H, der im Allgemeinen natiirlich weder surjektiv noch injektiv sein muss. Dies
lasst sich aber beheben: Klar ist zunichst einmal, dass man f natiirlich immer zu einem surjektiven
Morphismus machen kann, indem man den Zielraum H einfach durch die Untergruppe Im f ersetzt.
Wie kann man f nun auch noch injektiv machen, d. h. (nach Lemma 4.21) den Kern von f zur tri-
vialen Untergruppe machen, die nur aus einem (nimlich dem neutralen) Element besteht? Die Idee
hierfiir besteht darin, alle Elemente in Ker f miteinander zu identifizieren, so dass sie zu einem ein-
zigen Element werden — mit anderen Worten also, beim Startraum von G zur Faktorgruppe G/ Ker f
tiberzugehen.

Kombinieren wir diese Ideen miteinander, so erhalten wir den folgenden wichtigen Satz:

Satz 6.17 (Homomorphiesatz fiir Gruppen). Es sei f: G — H ein Morphismus von Gruppen. Dann
ist die Abbildung

g: G/Kerf —Imf
ar f(a)
zwischen der Faktorgruppe G/ Ker f von G und der Untergruppe Im f von H (wohldefiniert und) ein
Isomorphismus.

Beweis. Wir miissen die folgenden Dinge iiberpriifen:

e Ker f ist nach Lemma 6.7 ein Normalteiler von G, so dass G/ Ker f nach Satz 6.13 wirklich
eine Gruppe ist.

e g ist wohldefiniert: Fiir alle a,b € G mit @ = b, also a'b € Ker f, gilt
e=f(a"'b)=f(a)”'f(b)
und damit f(a) = f(b).
e g ist ein Morphismus: Fiir alle a,b € G gilt
g(a . E) = g(%) (Definition der Verkniipfung in G/ Ker f)
= f(ab) (Definition von g)
= f(a)- f(b) (f ist Morphismus)
= g(ﬁ) ~g@). (Definition von g)
e gistsurjektiv: Ist b ein Element in der Zielgruppe Im f, so gibt es also ein a € G mit f(a) = b,
d.h. mit g(a) = b.
e g ist injektiv: Ist @ € G mit g(a) = f(a) = e, so ist also a € Ker f und damit @ = € nach
Bemerkung 5.7 (a). Also ist Kerg = {e} und g damit nach Lemma 4.21 injektiv. O
Folgerung 6.18. Fiir jeden Morphismus f: G — H mit endlicher Startgruppe G gilt
1G] = |Ker || 1m f1.
Beweis. Nach dem Satz 5.10 von Lagrange (angewendet auf die Untergruppe Ker f von G) und dem
Homomorphiesatz 6.17 ergibt sich unmittelbar
1G] = | Ker f|-|G/Ker f] = |Ker f| | Im f1. O

Beispiel 6.19.

(a) Wir betrachten fiir n € N>, noch einmal den Morphismus sign: S, — R\{0} aus Beispiel
4.3 (d). Der Kern dieser Abbildung ist nach Definition 4.19 die alternierende Gruppe A,,, das

Bild ist {+1} und hat damit Ordnung 2. Mit Folgerung 6.18 erhalten wir demnach
25 n!

1 K
|Sh| =2+|A,], also |A,,\:§|Sn| =7

07
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(b) Ist G eine beliebige Gruppe und f =id: G — G die Identitit, so ist natiirlich Ker f = {e} und
Im f = G. Nach dem Homomorphiesatz ist also G/{e} = G (mit der Abbildung @ — a). Dies
ist auch anschaulich klar: wenn man aus G ,,nichts herausteilt”, also keine nicht-trivialen
Identifizierungen von Elementen aus G vornimmt, so ist die resultierende Gruppe immer
noch G.

(c) Im anderen Extremfall, dem konstanten Morphismus f: G — G, a > e, ist umgekehrt
Kerf = G und Im f = {e}. Hier besagt der Homomorphiesatz also G/G 2 {e} (mit Iso-
morphismus @ — ¢): Wenn man aus G ,,alles herausteilt”, so bleibt nur noch die triviale
Gruppe {e} iibrig.

Eine sehr schone Anwendung des Homomorphiesatzes findet sich im Bereich der sogenannten
Gruppenklassifikation. Natiirlich wire es wiinschenswert, eine ,,vollstindige Liste aller Gruppen*
hinschreiben zu konnen — also konkrete Beispiele von Gruppen so anzugeben, dass jede beliebige
Gruppe zu (genau) einer dieser angegebenen Gruppen isomorph ist. Da isomorphe Gruppen ja un-
unterscheidbar sind, wiirde das namlich bedeuten, dass wir dann eigentlich gar keine allgemeinen
Gruppen mehr studieren miissten, sondern dass es reichen wiirde, stattdessen einfach nur alle Bei-
spiele dieser Liste zu untersuchen. Falls ihr aus den Grundlagen der Mathematik schon Vektorriume
kennt, werdet ihr vielleicht gemerkt haben, dass ihr dort auf genau diese Art vorgegangen seid: Thr
habt gezeigt, dass jeder (endlich-dimensionale) Vektorraum iiber R isomorph ist zu R" fiir einn € N
—und aus diesem Grund dann oft nur noch diese speziellen Vektorrdume R" untersucht (z. B. wenn
man lineare Abbildungen durch Matrizen beschreibt).

Da wir uns dennoch schon seit Beginn dieser Vorlesung mit allgemeinen Gruppen beschiftigen,
werdet ihr euch schon denken konnen, dass die Situation bei Gruppen hier nicht ganz so einfach
ist. In der Tat wire eine solche ,,Liste aller Gruppen® so lang und kompliziert, dass man mit ihr
eigentlich kaum noch etwas anfangen konnte. Wir konnen aber mit Hilfe des Homomorphiesatzes ein
einfaches, aber dennoch verbliiffendes Resultat in dieser Richtung zeigen: Wenn wir eine endliche
Gruppe G haben, deren Ordnung eine Primzahl p ist (d. h. so dass p > 2 keine natiirliche Zahl au3er
1 und p als Teiler hat — ein Konzept, das wir in Kapitel 11 noch genauer untersuchen werden),
so muss G bereits isomorph zu Z, sein. Im Gegensatz zur Liste aller Gruppen ist die Liste aller
Gruppen mit Primzahlordnung also wieder sehr einfach.

Um diese Aussage zeigen zu konnen, bendtigen wir zuerst noch eine Definition.

Definition 6.20 (Zyklische Gruppen). Eine Gruppe G heif3it zyklisch, wenn sie von einem Element
erzeugt werden kann, also wenn es ein a € G gibt mit G = (a).

Satz 6.21 (Klassifikation zyklischer Gruppen). Es sei G eine Gruppe.
(a) Ist G zyklisch, so ist G isomorph zu Z oder zu Z,, fiir ein n € Nxy.
(b) Ist G endlich und p := |G| eine Primzahl, so ist G isomorph zu Z,.
Bewelis.
(a) Esseia € G mit G = (a). Wir betrachten die Abbildung
f1Z—G k— d~,
die nach Beispiel 4.3 (c) ein Morphismus ist. Nach Beispiel 3.13 (a) ist dann
Imf={d:kecZ}=(a)=G,
d.h. f ist surjektiv. Es ergeben sich nun zwei Fille:

e Die Abbildung f ist auch injektiv. Dann ist f: Z — G ein Isomorphismus, also Z = G.

e Die Abbildung f ist nicht injektiv, nach Lemma 4.21 also Ker f # {0}. Als Untergrup-
pe von Z muss Ker f nach Satz 3.18 dann die Form nZ fiir ein n € N> haben. Aus
dem Homomorphiesatz folgt damit Z, = Z/nZ = G (mit Isomorphismus k — a*).
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(b) Es sei a € G\{e} beliebig. Nach Folgerung 5.12 (a) ist orda dann ein Teiler der Gruppen-
ordnung p. Da p eine Primzahl ist, kommt also nur orda = 1 oder orda = p in Frage. Wegen

a # eist hierbei aber nur orda = p moglich, d. h. esist |{a)| L orda = pund damit G = (a).
Also ist G zyklisch, und die Behauptung folgt aus Teil (a). d

Bemerkung 6.22 (S3 als kleinste nicht-abelsche Gruppe). Wir hatten in Aufgabe 1.18 bereits gese-
hen, dass jede nicht-abelsche Gruppe mindestens 5 Elemente haben muss. Dieses Ergebnis konnen
wir jetzt verbessern: Da jede Gruppe der Ordnung 5 nach Satz 6.21 (b) isomorph zu Zs und damit
abelsch ist, muss jede nicht-abelsche Gruppe also sogar mindestens 6 Elemente haben.

In der Tat gibt es natiirlich auch eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung 6, nimlich die symme-
trische Gruppe S3. Man kann zeigen, dass S3 und Zg bis auf Isomorphie die einzigen Gruppen der
Ordnung 6 sind.

Aufgabe 6.23. Es sei G=R/Z.
(a) Fiir welche a,b € Rist f: G — G, X — ax+ b eine wohldefinierte Abbildung?

1

n

(b) Zeige, dass fiir jedes n € N die von
Aufgabe 6.24.

(a) Es seien G und H zwei endliche Gruppen, deren Ordnungen |G| und |H| keinen gemeinsa-
men Teiler (groBer als 1) besitzen. Zeige, dass es dann nur einen Morphismus von G nach H
gibt.

erzeugte Untergruppe von G isomorph zu Z,, ist.

(b) Bestimme alle Morphismen von Zg nach Z; sowie von Zg nach Z1;.

Aufgabe 6.25. Es sei G eine Gruppe mit |G| = 10. Zeige, dass G entweder kein Element der Ordnung
10 oder genau vier Elemente der Ordnung 10 besitzt, und gib fiir jeden dieser beiden Fille ein
Beispiel an.

Aufgabe 6.26. Es sei G eine Gruppe. Man zeige:
(a) Sind a,b € G und ist orda = ordb eine Primzahl, so gilt (a) = (b) oder (a) N (b) = {e}.
(b) Ist |G| =35, so gibt es a,b € G mit orda = 5 und ordb =17.
(c) Ist |G| = 35 und G abelsch, so ist G = Z3s.

Aufgabe 6.27. Man zeige: Ist G eine Gruppe, die genau drei Untergruppen besitzt, so ist G = Z
fiir eine Primzahl p.

Aufgabe 6.28. Es seien n € N~ und U eine Untergruppe einer endlichen Gruppe G mit |U| = % |G|
Man zeige fiir alle a € G:
(a) IstU ein Normalteiler von G, so gilta"* € U.

(b) Im Allgemeinen liegt zwar mindestens eines der Elemente a',a?,...,a" in U, aber nicht
notwendig a”.

Aufgabe 6.29.
(a) Essei N ein Normalteiler einer Gruppe G. Zeige, dass die Abbildung
{U: U ist Untergruppe von G mit U D N} — {V:V ist Untergruppe von G/N}
U+~ U/N

bijektiv ist. (Die Untergruppen einer Faktorgruppe G/N entsprechen in diesem Sinne also
genau den Untergruppen von G, die N enthalten.)

(b) Bestimme mit Hilfe von (a) alle Untergruppen von Z,, fiir n € N+.

Aufgabe 6.30. Der Satz 5.10 von Lagrange besagt bekanntlich, dass die Ordnung jeder Untergruppe
einer endlichen Gruppe G ein Teiler von |G| sein muss. Wir wollen nun in zwei einfachen Fillen die
umgekehrte Fragestellung untersuchen, ob es zu jedem Teiler von |G| auch eine Untergruppe dieser
Ordnung geben muss. Zeige dazu fiir eine endliche Gruppe G:
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(a) Ist 2 ein Teiler von |G|, so besitzt G ein Element der Ordnung 2 (und damit auch eine Unter-
gruppe der Ordnung 2).

(b) Ist G abelsch und 2" ein Teiler von |G| fiir ein n € N, so hat G eine Untergruppe der Ordnung
2",

Hinweis: Fiir (a) zeige man, dass G aufler dem neutralen Element noch mindestens ein weiteres
Element a mit a~! = a besitzen muss. Fiir (b) empfiehlt sich Induktion iiber # und die Untersuchung
einer geeigneten Faktorgruppe von G.

Aufgabe 6.31. Man zeige:

(a) Eine Gruppe der Ordnung 60 hat hochstens einen Normalteiler der Ordnung 12.
(b) Eine Gruppe der Ordnung 60 kann mehrere Untergruppen der Ordnung 12 haben.



