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5. Aquivalenzrelationen

Wenn man eine grofe und komplizierte Menge (bzw. Gruppe) untersuchen will, so kann es sinnvoll
sein, zunéchst kleinere, einfachere Mengen (bzw. Gruppen) zu betrachten, die mit dieser zusammen-
hingen. Eine solche Moglichkeit ist natiirlich, Teilmengen (bzw. Untergruppen) zu betrachten, also
einfach einige Elemente wegzulassen. Es gibt aber noch eine andere Moglichkeit, bei der man keine
Elemente weglassen muss: Man kann Elemente, die in gewissem Sinne ,,dhnlich sind* (also fiir die
betrachtete Anwendung gleiche Eigenschaften haben) miteinander identifizieren, also quasi gleich
setzen. Formal heif8t das, dass man solche ,,dhnlichen Elemente* zu einer sogenannten Aquivalenz-
klasse zusammenfasst und statt mit den urspriinglichen Elementen dann mit diesen Klassen weiter
rechnet.

Ein einfaches und sehr anschauliches Beispiel hierfiir ist eine (analoge) Uhr, bei der wir der Ein-
fachheit halber annehmen, dass wir nur ganze Stunden ablesen wollen. Eine solche Uhr kann z. B.
zwischen 9 Uhr und 21 Uhr nicht unterscheiden, sie betrachtet also diese Zeiten — oder allgemeiner
alle Zeiten, die sich nur um ein Vielfaches von 12 unterscheiden — als dquivalent, bzw. fasst sie zu
einer Aquivalenzklasse zusammen.

Um diese Idee in ein mathematisch exaktes Konzept umzuwandeln, bendtigen wir den Begriff der
Aquivalenzrelation, das vielleicht auch schon aus den ,,Grundlagen der Mathematik* bekannt ist [G,
Abschnitt 2.B].

Definition 5.1 (Aquivalenzrelationen). Es sei M eine Menge.

(a) Eine Relation auf M ist eine Teilmenge R des Produkts M x M. Fiir (a,b) € M x M schreibt
man statt (a,b) € R in der Regel aRb und sagt ,,a steht in Relation zu »*“. Man kann eine
Relation also einfach dadurch angeben, dass man festlegt, fiir welche a,b € M gelten soll,
dass aRb ist.

Einfache Beispiele fiir Relationen auf R sind die Gleichheitsrelation (fiir die a in Relation zu
b steht, wenn a = b) und die Kleiner-Relation (fiir die a in Relation zu b steht, wenn a < b).
Aufgrund dieser bekannten Schreibweisen verwendet man als Namen fiir Relationen gerne
Symbole wie ,,=* oder ,,<‘ statt Buchstaben. Wir werden unsere Relationen im Folgenden
in der Regel mit dem Symbol ,,~* bezeichnen.

(b) Eine Relation ~ auf M heiBt Aquivalenzrelation, wenn die folgenden Eigenschaften gelten:
(A1) Fir alle a € M gilt a ~ a (Reflexivitiit).
(A2) Sind a,b € M mit a ~ b, so gilt auch b ~ a (Symmetrie).
(A3) Sind a,b,c € M mita ~ b und b ~ c, so gilt auch a ~ c (Transitivitit).
(c) Ist~ eine Aquivalenzrelation, so sagt man statt a ~ b auch, dass a (beziiglich dieser Relation)
zu b dquivalent ist. Zu a € M heifit dann die Menge
a:={beM:b~a}

aller Elemente, die zu a dquivalent sind, die Aquivalenzklasse bzw. einfach Klasse von a;
jedes Element dieser Menge nennt man einen Reprisentanten dieser Klasse. Die Menge
aller Aquivalenzklassen bezeichnen wir mit

M/~ = {a:aeM}.

Beachte, dass sich die Notation @ einer Aquivalenzklasse immer auf eine gegebene Aquiva-
lenzrelation bezieht, die aus dieser Schreibweise nicht ersichtlich ist und aus dem Zusam-
menhang klar sein muss.
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Beispiel 5.2.

(a) Die Gleichheitsrelation auf einer beliebigen Menge M ist offensichtlich eine Aquivalenzre-
lation, da sie die Bedingungen aus Definition 5.1 (b) erfiillt. Fiir alle a € M ist in diesem Fall
a = {a}: Jedes Element a ist nur zu sich selbst dquivalent; es werden keinerlei verschiedene
Elemente miteinander identifiziert.

(b) Um das Uhrenbeispiel aus der Einleitung zu diesem Kapitel in unserer neuen Sprache zu
formulieren, definieren wir auf M = Z die Relation

a~b &= b—a=12kfireinkecZ < b—acl2Z,

d.h. es gilt genau dann a ~ b, wenn eine Uhr a und b Stunden nicht unterscheiden kann.
Man sieht sofort, dass dies eine Aquivalenzrelation ist, also die Eigenschaften aus Definition
5.1 (b) erfiillt:

(Al) Firallea e Zista—a =0 € 127 und damit a ~ a.

(A2) Sinda,b €Z mita~b,alsob—a =12k fireink € Z,sofolgta—b=12-(—k) € 127Z
und damit auch b ~ a.

(A3) Sind a,b,c € Z mita~ b und b ~ c, also b —a = 12k und ¢ — b = 12[ fiir gewisse
k,l €Z,soistauchc—a=12(k+1) € 12Z und damit a ~ c.

Beziiglich dieser Relation ist z. B.
9={beZ:b-9€c12Z}y={...,—15,-3,9,21,...}

die Menge aller Zeiten, die von der Uhr als zu 9 Uhr dquivalent angesehen werden. Die
Menge aller Aquivalenzklassen ist

Z)~ = {0.1,...,T1)
und entspricht den moglichen Stinden der Uhr.

Wir sehen in diesem Beispiel, dass jede ganze Zahl in genau einer Aquivalenzklasse ent-
halten ist — ndmlich in der, die dem zugehorigen Stand der Uhr entspricht. Die Vereinigung
aller Aquivalenzklassen ist also die gesamte Menge Z, und zwei verschiedene Aquivalenz-
klassen sind immer disjunkt, d. h. haben einen leeren Durchschnitt. Man sagt auch, dass die
Aquivalenzklassen eine Partition der Menge Z bilden.

Wir wollen jetzt sehen, dass dies bei jeder Aquivalenzrelation so ist.

Satz 5.3 (Eigenschaften von Aquivalenzrelationen, siehe auch [G, Satz 2.29]). Fiir jede Aquivalenz-
relation ~ auf einer Menge M gilt:

(a) Fiir a,b € M gilt a ~ b genau dann, wenn @ = b.

(b) Jedes Element a € M liegt in genau einer Aquivalenzklasse. Insbesondere ist M also die
disjunkte Vereinigung aller Aquivalenzklassen.

Beweis.
(a) Esseiena,b € M.

., = Es sei a ~ b und damit nach (A2) auch b ~ a; wir miissen die Gleichheit @ = b zeigen.
Wir tun dies, indem wir beweisen, dass die linke Menge in der rechten enthalten ist
und umgekehrt.

,C“: Seice aLalso ¢ ~ a. Wegen a ~ b ist nach (A3) dann auch ¢ ~ b, also ¢ € b.
Damit gilta C b.
,,0"“: Die umgekehrte Inklusion folgt analog durch Vertauschen von a und b.

13

.<": BEsseinuna = b. Nach (A1) ist a € @, also auch a € b. Damit folgt sofort a ~ b nach

Definition 5.1 (c).

(b) Wegen der Reflexivitit liegt natiirlich jedes a € M in seiner eigenen Aquivalenzklasse a. Ist
nun auch a € b fiir ein b € M, also a ~ b nach Definition 5.1 (c), so gilt nach (a) bereits
@ = b. Also liegt a in genau einer Aquivalenzklasse von ~, nimlich in a. 0
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Aufgabe 5.4. Zwei Permutationen o, 7 € S, heiflen konjugiert zueinander, in Zeichen ¢ ~ 7, wenn
esein a € S, gibt mit 6 = ata~'. Man beweise:

(a) Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation auf S,,.

(b) Alle Transpositionen in S, sind zueinander konjugiert.

(c) Die konstante Abbildung 1 und das Signum sind die einzigen Gruppenhomomorphismen
von S, nach R\{0}.

Aufgabe 5.5. Es seien U und V zwei Untergruppen einer endlichen Gruppe G. Man zeige:
(a) Durch

(uv)~ V) & w=uV

wird eine Aquivalenzrelation auf U x V definiert.
(b) Die Aquivalenzklasse von (u,v) € U x V ist (u,v) = {(ua,a='v) : a € UNV} und besitzt
genau |[U NV| Elemente.

(c) Es gilt die Produktformel fiir Untergruppen

Ul-\v
UV

wobei UV ={uv:uecU,veV}.

Auch wenn Aquivalenzrelationen verschiedenster Arten an vielen Stellen in der Mathematik auftre-
ten, werden wir in dieser Vorlesung fast ausschlieBlich eine ganz spezielle benétigen. Diese Aqui-
valenzrelation, die man immer definieren kann, wenn man eine Gruppe und eine darin liegende
Untergruppe hat, wollen wir jetzt einfiihren; sie ist analog zu [G, Lemma und Definition 15.12] in
der Linearen Algebra.

Lemma und Definition 5.6 (Linksnebenklassen). Es seien G eine Gruppe und U < G.
(a) Die Relation
a~b &= albeU
(fiir a,b € G) ist eine Aquivalenzrelation auf G.
(b) Fiir die Aquivalenzklasse @ eines Elements a € G beziiglich dieser Relation gilt
a=alU :={au:uecU}.
Man nennt diese Klassen die Linksnebenklassen von U (weil man das Element a € G links
neben alle Elemente von U schreibt). Die Menge aller Aquivalenzklassen dieser Relation,
also die Menge aller Linksnebenklassen, wird mit
G/U:=G/~={aU :a € G}

bezeichnet. Man liest G/U oft als ,,G modulo U “ und sagt, dass man G/U aus g erhdilt,
indem man U ,, herausteilt“. Dementsprechend schreibt man fiir a,b € G statta=>b € G/U
bzw. a ~ b auch ,,a=>b mod U “ (gesprochen: a = b modulo U).

Beweis.

(a) Wir miissen die drei Eigenschaften aus Definition 5.1 (b) zeigen. In der Tat entsprechen diese
Eigenschaften in gewissem Sinne genau den drei Eigenschaften des Untergruppenkriteriums
aus Satz 3.3:

(A1): Fiir alle a € G gilt a~'a = e € U nach (U2), und damit a ~ a nach Definition von ~.

(A2): Sind a,b € G mit a ~ b, also a~'b € U, so ist nach Lemma 1.10 (b) und (U3) auch
b~'a= (a~'b)~! € U und damit b ~ a.

(A3): Sind a,b,c € Gmita~bund b ~ ¢, also a~'b € U und b~'c € U, so ist nach (Ul)
aucha~'c= (a'b)(b~'c) € U und damit a ~ c.
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Fira € Gist
a={becG:b~a} (Definition von a)
={beG:a~b} (A2)
={bcG:a 'b=ufireinucU} (Definition von ~)
={beG:b=aufireinucU}
=aU
genau die Linksnebenklasse von a. g

Bemerkung 5.7. Es seien G eine Gruppe und U < G.

(a)

(b)

Nach Satz 5.3 (a) und Definition 5.6 gilt also fiir a,b € G und die dort betrachtete Aquiva-
lenzrelation

a=b & a'beU.
Wenn wir im Folgenden mit dieser Aquivalenzrelation arbeiten, ist dies vermutlich das Ein-
zige, was wir dafiir benotigen werden, da es uns erméglicht, jede Gleichung zwischen Aqui-
valenzklassen auf Relationen in der urspriinglichen Gruppe zuriickzufiihren.

Insbesondere ist also b = € genau dann, wenn b € U: Es werden genau die Elemente von G
mit dem neutralen Element identifiziert, die in U liegen — was noch einmal anschaulich die
Sprechweise des ,,Herausteilens* von U erklart.

Es war in Definition 5.6 etwas willkiirlich, dass wir @ ~ b durch a—'b € U und nicht umge-
kehrt durch ba~! € U definiert haben. In der Tat konnten wir genauso auch fiir diese ,,umge-
kehrte* Relation eine zu Lemma 5.6 analoge Aussage beweisen, indem wir dort die Reihen-
folge aller Verkniipfungen umdrehen. Wir wiirden dann demzufolge als Aquivalenzklassen
also auch nicht die Linksnebenklassen, sondern die sogenannten Rechtsnebenklassen

Ua={ua:ucU}

erhalten. Ist G abelsch, so sind Links- und Rechtsnebenklassen natiirlich dasselbe. Im nicht-
abelschen Fall werden sie im Allgemeinen verschieden sein, wie wir im folgenden Beispiel
5.8 (b) sehen werden — allerdings wird auch hier spéter (sieche Lemma 6.5) der Fall, in dem
Links- und Rechtsnebenklassen iibereinstimmen, eine besonders grof3e Rolle spielen.

Wir vereinbaren im Folgenden, dass wie in Definition 5.6 die Notationen @ bzw. G/U stets
fiir die Linksnebenklasse aU bzw. die Menge dieser Linksnebenklassen stehen. Wollen wir
zwischen Links- und Rechtsnebenklassen unterscheiden, miissen wir sie explizit als aU bzw.
Ua schreiben.

Beispiel 5.8.

(a)

Ist G=7Z, n € Nyg und U = nZ, so erhalten wir die Situation wie in Beispiel 5.2 (b): Fiir
a,b € 7 ist a ~ b nach Definition 5.6 genau dann, wenn b — a € nZ (beachte, dass wir die
Gruppenverkniipfung hier additiv schreiben), und die Aquivalenzklassen (also die Linksne-
benklassen) sind

a=a+nZ=A{...,a—2n,a—n,a,a+n,a+2n,...},

also fiir a € {0,...,n— 1} alle ganzen Zahlen, die bei Division durch n den Rest a lassen.
Demzufolge ist die Menge aller Linksnebenklassen die n-elementige Menge

Z/nZ = {@T,...,n—l},

also die ,,Menge aller moglichen Reste bei Division durch n*. Da dieses Beispiel besonders
wichtig ist, hat die Menge Z/nZ eine besondere Bezeichnung: Wir setzen

Zy:=7/nZ,
und schreiben statt ¢ = b mod nZ (also @ = b in Z,) oft auch kurz a = b mod n.

Wir konnen die Stinde einer analogen Uhr also mit der Menge Z, identifizieren.
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(b) Wir betrachten die Gruppe G = S3 und darin die Untergruppe
U=((12))={id,(12)}.

Istnun 67 = (1 2 3) und 3 = (1 3 2), so bilden die drei Linksnebenklassen
id=idoU ={id,(12)},
Gi=010U={(123),(123)(12)} ={(123),(13)},
6= 020U = {(132),(132)(12)} ={(132),23)}

offensichtlich eine disjunkte Zerlegung von S3. Also sind dies nach Satz 5.3 (b) bereits alle
Linksnebenklassen, und wir erhalten

S3/U ={id, 61,62}
Berechnen wir auerdem noch die Rechtsnebenklasse von oy, so sehen wir weiterhin, dass
Uoo; ={(123),(12)(123)}={(123),(23)}#0,0U.

Links- und Rechtsnebenklassen sind hier also verschieden.

An Beispiel 5.8 (b) fillt auf, dass dort alle Linksnebenklassen gleich viele Elemente haben. Dies ist
in der Tat allgemein so, wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 5.9. Es seien G eine Gruppe und U < G eine endliche Untergruppe. Dann hat jede Links-
und jede Rechtsnebenklasse von U genauso viele Elemente wie U.

Beweis. Fiir a € G betrachten wir die Abbildung
f:U—aU, f(u) =au.

Nach Definition von aU ist f surjektiv. Die Abbildung f ist aber auch injektiv, denn aus f(u) = f(v),
also au = av, folgt mit der Kiirzungsregel in Lemma 1.10 (c) natiirlich sofort u = v. Also ist f
bijektiv, und damit miissen die Startmenge U und die Zielmenge aU gleich viele Elemente haben.
Die Aussage fiir Ua ergibt sich analog. g

Eine sehr einfache, aber dennoch méchtige Folgerung aus diesem Lemma ist der folgende Satz, der
oft beim Auffinden aller Untergruppen einer gegebenen (endlichen) Gruppe niitzlich ist.

Satz 5.10 (Satz von Lagrange). Fiir jede Untergruppe U einer endlichen Gruppe G gilt
Gl =1U]-|G/U|.
Insbesondere ist die Ordnung jeder Untergruppe von G also ein Teiler der Ordnung von G.

Beweis. Nach Satz 5.3 (b) ist G die disjunkte Vereinigung aller Linksnebenklassen. Die Behauptung
des Satzes folgt nun sofort daraus, dass es |G/U| Linksnebenklassen gibt und nach Lemma 5.9 jede
von ihnen |U| Elemente hat. O

In der Tat werden wir jetzt sehen, dass in einer endlichen Gruppe G nicht nur die Ordnung jeder
Untergruppe, sondern auch die Ordnung jedes Elements ein Teiler von |G| ist. Dies liegt daran, dass
Ordnungen von Elementen und Untergruppen wie folgt miteinander zusammenhéngen:

Lemma 5.11 (Ordnungen von Elementen und Untergruppen). Es seien G eine Gruppe und a € G.

(a) Istorda =:n# oo, so gilt (a) = {d°,...,a" "'}, und alle diese n Elemente sind verschieden.

(b) Ist orda = o, so gilt (a) = {d* : k € Z}, und alle a* fiir k € Z sind verschieden.

Insbesondere ist in jedem Fall also orda = |{a)|.
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Beweis. Nach Beispiel 3.13 (a) ist in jedem Fall zunzichst einmal (a) = {a* : k € Z}. Fir k,l € Z
mit k </ und n := orda gilt auBerdem
d=d & d¥t=e & n#coundl—kenZ < n#cundk=1I1¢€7Z,.

Fiir n = oo zeigt dies bereits Teil (b). Fiir n # o bedeutet diese Aquivalenz, dass die verschiedenen
Potenzen von a genau den Restklassen in Z, wie in Beispiel 5.8 (a) entsprechen und damit wie in
(a) behauptet a°,a',... a" ! sind. O

Folgerung 5.12. Es seien G eine endliche Gruppe und a € G. Dann gilt:

(a) orda ist ein Teiler von |G|.

(b) (Kleiner Satz von Fermat) a/®! = e.

Beweis.

(a) Nach Lemma 5.11 ist orda = |(a)|, und nach dem Satz 5.10 von Lagrange ist diese Zahl ein
Teiler von |G|.

(b) Da orda nach (a) ein Teiler von |G| ist, folgt diese Aussage sofort aus Lemma 1.15. ]

Beispiel 5.13 (Untergruppen von S3). Mit unseren Ergebnissen konnen wir nun sehr schnell eine
vollstindige Liste aller Untergruppen der symmetrischen Gruppe S3 angeben: Natiirlich gibt es zu-
niichst die trivialen Untergruppen {id} und S3. Ist U eine andere Untergruppe von S3, muss U sicher
ein Element o # id enthalten. Da alle diese Elemente 2-Zykel oder 3-Zykel sind und damit die
Ordnung 2 oder 3 haben, konnen wir die folgenden Fille unterscheiden:

(a) ordo =2,d.h. o isteine Transposition: Dann ist 2 ein Teiler von |U| nach Folgerung 5.12 (a)
und |U| ein Teiler von 6 nach Satz 5.10. Wegen U # G ist also [U| =2 und damit U = (o).
Wir erhalten so die drei Untergruppen

((12)), ((13)) und ((23)).

(b) ordo =3, d.h. o ist ein Dreierzykel: Wie oben ist dann 3 ein Teiler von |U| und |U]| ein
Teiler von 6, also |U| = 3 und damit wieder U = ( 5'). In diesem Fall gibt es nur eine solche
Untergruppe, die beide Dreierzykel von S3 enthilt, nimlich

((123)) = {id, (12 3),(13 2)} = Aq
wie in Beispiel 4.20.
Insgesamt hat S3 also die sechs Untergruppen {id}, {(1 2)),{(1 3)),{((2 3)),((1 2 3)) und S5.

Aufgabe 5.14. Welche Ordnungen konnen Untergruppen der symmetrischen Gruppe S4 haben? Man
gebe fiir jede mogliche Ordnung eine solche Untergruppe in der Form (o) oder (o, 7) fiir geeignete
0,T €S, an.

(Hinweis: Um die Ordnung einer Untergruppe der Form (0, 7) zu berechnen, ohne alle ihre Ele-
mente explizit zu bestimmen, ist das Ergebnis von Aufgabe 5.5 niitzlich.)

Aufgabe 5.15. Bestimme alle Untergruppen der Diedergruppe D5 aus Aufgabe 3.17.

Aufgabe 5.16. Es sei U < Ss die von allen 5-Zykeln erzeugte Untergruppe. Wie viele Elemente hat
U?



