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11. Primfaktorzerlegungen

Euch ist sicher aus der Schule bekannt, dass sich jede positive ganze Zahl a als ein Produkt
a=pi- - pp von Primzahlen schreiben lisst, und dass diese Darstellung bis auf die Reihenfolge
der Faktoren eindeutig ist. Bei der Betrachtung von Teilern spielt diese sogenannte Primfaktorzer-
legung eine grofe Rolle: Kennt man die Primfaktorzerlegung von a, so kann man daraus sofort alle
Teiler von a ablesen, da dies genau die Zahlen sind, die sich als Produkte von einigen der Faktoren
P1,---,Pn schreiben lassen. Der grofite gemeinsame Teiler zweier Zahlen a und b (im Sinne von No-
tation 10.31 (a)) ist dann also genau das Produkt aller Primfaktoren (mit entsprechenden Potenzen),
die in beiden Zahlen auftreten.

Wir wollen nun untersuchen, in wie weit etwas Analoges auch in beliebigen Integritétsringen exis-
tiert. Es ist klar, dass wir dafiir zunzchst erst einmal definieren miissen, was wir unter einem ,,Prim-
element in einem beliebigen Integrititsring tiberhaupt verstehen wollen. Denken wir hierfiir noch
einmal an den uns bekannten Fall des Ringes Z: Was genau ist eigentlich eine Primzahl? Die meisten
von euch wiirden hierauf wahrscheinlich antworten, dass eine Zahl p (positiv und grofer als 1) eine
Primzahl heif3t, wenn sie auler 1 und p keine weiteren (positiven) Teiler besitzt. Diese Antwort ist
natiirlich letztlich auch richtig — allerdings ist dies nicht die Eigenschaft, durch die man in allgemei-
nen Integritétsringen Primelemente definiert. Stattdessen wird ein Element mit dieser Eigenschaft
irreduzibel genannt und die Primeigenschaft zunichst einmal anders definiert:

Definition 11.1 (Primelemente und irreduzible Elemente). Es seien R ein Integritétsring und p € R
mit p #0und p ¢ R*.

(a) p heiBt irreduzibel, wenn fiir alle a,b € R mit p = a- b gilt, dass a € R* oder b € R* ist.
(b) p heiBt prim, wenn fiir alle a,b € R mit p|a- b gilt, dass p|a oder p|b ist.

Bemerkung 11.2.

(a) Nach Definition 11.1 (a) ist p genau dann irreduzibel, wenn jeder Teiler von p (also a in
der Gleichung p = a- b) entweder eine Einheit oder zu p assoziiert ist, d. h. wenn 1 und p
bis auf Multiplikation mit Einheiten die einzigen Teiler von p sind. Dies ist also genau die
Eigenschaft, tiber die normalerweise Primzahlen definiert werden.

(b) Denken wir wieder an die Primfaktorzerlegung in Z, so ist es dort einleuchtend, dass auch
die Eigenschaft (b) aus Definition 11.1 (fiir positive Zahlen) genau die Primzahlen charak-
terisiert: Wenn eine Primzahl p als Faktor im Produkt a - b enthalten ist, muss sie natiirlich
in der Primfaktorzerlegung von a oder b enthalten sein. Ist p hingegen keine Primzahl und
kann auf nicht-triviale Art als Produkt k - / geschrieben werden, so konnte hingegen z. B. der
Faktor k in a und [ in b enthalten sein, so dass p = k- [ zwar ein Teiler von a - b, aber nicht
von a oder b ist.

In Z scheinen die beiden in Definition 11.1 eingefiihrten Begriffe also iibereinzustimmen. In der Tat
werden wir dies in Bemerkung 11.6 auch noch beweisen. Gilt dies auch in allgemeinen Integritits-
ringen? Eine der beiden Implikationen ist einfach:

Lemma 11.3 (,,prim = irreduzibel®). In einem Integritditsring ist jedes Primelement irreduzibel.

Beweis. Es seien R ein Integritdtsring und p € R prim. Ferner seien a,b € R mit p = a-b. Dann
gilt natiirlich auch p|a- b, und daher muss p als Primelement ein Teiler von a oder b sein. Nach
evtl. Umbenennen der Elemente konnen wir p|a annehmen, also a = pc fiir ein ¢ € R. Einsetzen
in p = a- b liefert dann p = pcb, nach der Kiirzungsregel aus Lemma 7.8 (c) also 1 = cb. Also ist
b € R* und p somit irreduzibel. O
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Leider gilt die Umkehrung dieses Lemmas jedoch nicht — wie ihr wohl schon vermuten werdet, wenn
es zwei unterschiedliche Namen fiir diese beiden Eigenschaften gibt.

Beispiel 11.4 (,irreduzibel # prim“). Es sei R = Z[v/5i] wieder der Ring aus Konstruktion 7.24.
Wie in Aufgabe 10.10 zeigt man schnell, dass die Zahl 2 bis auf Einheiten nur die Teiler 1 und 2 in
R besitzt und damit irreduzibel in R ist. Allerdings gilt in R auch

(1+v51)(1—+/5i) =6=2-3 unddamit 2|(14+/5i)(1—V/51),

und da 2 wegen %‘5‘ ¢ R kein Teiler von 1 + /51 ist, ist 2 nicht prim in R.

In diesem Ring R ist also nicht jedes irreduzible Element prim. Das Gegenbeispiel, das wir hier fiir
die Umkehrung von Lemma 11.3 gefunden haben, ist damit effektiv wieder das gleiche wie das,
mit dem wir in Kapitel 10 gesehen haben, dass in beliebigen Integrititsringen nicht notwendig ein
groBiter gemeinsamer Teiler zweier Elemente existieren muss.

Wir wollen nun aber sehen, dass die Umkehrung von Lemma 11.3 zumindest in Hauptidealringen
gilt.

Satz 11.5. In einem Hauptidealring ist jedes irreduzible Element prim.
Beweis. Es sei p ein irreduzibles Element in einem Hauptidealring R. Ferner seien a,b € R mit
pla-b. Wir miissen zeigen, dass p|a oder p|b gilt.

Da R ein Hauptidealring ist, existiert nach Satz 10.13 (a) ein grofter gemeinsamer Teiler von a und
p. Allerdings ist p nach Voraussetzung irreduzibel und hat daher nach Bemerkung 11.2 (a) bis auf
Multiplikation mit Einheiten iiberhaupt nur die Teiler 1 und p. Der grofite gemeinsame Teiler von a
und p muss also einer von diesen beiden sein:

o Ist p € ggT(a,p), so gilt natiirlich p|a und wir sind fertig.

e Ist 1 € ggT(a,p), so haben wir nach Lemma 10.13 (b) eine Darstellung 1 = da + ep fiir
gewisse d, e € R. Multiplizieren wir diese Gleichung mit b, so erhalten wir wegen p | ab, also
ab € (p), auch

b=dab+epb e (p) unddamit p|b. O
Bemerkung 11.6. Fiir Hauptidealringe, nach Beispiel 10.23 also z. B. fiir Z oder Polynomringe iiber
einem Korper, stimmen die Begriffe ,,irreduzibel” und ,,prim*“ nach Lemma 11.3 und Satz 11.5 also

tiberein. Im Ring Z sind die positiven Elemente mit dieser Eigenschaft nach Definition genau die
Primzahlen.

Aufgabe 11.7. Es seien R ein Integritiitsring und p € R\(R*U{0}). Ferner sei ¢ € R* eine Einheit.
Man zeige:

(a) p ist genau dann irreduzibel, wenn c- p es ist.
(b) p ist genau dann prim, wenn c - p es ist.
Aufgabe 11.8.
(a) Zeige, dass das Polynom t* 4¢3 41> +¢ 4 1 prim in Z;[t] ist.
(b) Ist das Polynom r* — 13¢> +37¢> 4 3t — 99 irreduzibel in Z[t]?

Mit diesen Vorbereitungen wollen wir nun Primfaktorzerlegungen untersuchen. Da wir hierfiir bei-
de Eigenschaften aus Definition 11.1 bendtigen werden, konnen wir dies nur in Hauptidealringen
durchfiihren.

Satz 11.9 (Primfaktorzerlegung in Hauptidealringen). Es seien R ein Hauptidealring und a € R mit
a+#0und a ¢ R*. Dann gilt:

(a) Es gibt ein n € N5g und Primelemente p1,...,p, € R, so dass a = p; - --- - p,. Man nennt
eine solche Darstellung eine Primfaktorzerlegung von a.
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(b) Die Darstellung aus (a) ist ,,bis auf die Reihenfolge und bis auf Multiplikation mit Einheiten

eindeutig®, d. h. sinda=py-----ppunda=q - --- - qn zwei Primfaktorzerlegungen wie in
(a), so gilt n = m, und nach evtl. Umbenennen der q\, .. .,qn ist q; = c; p; fiir gewisse ¢; € R*
undallei=1,...,n.

Beweis.

(a) Angenommen, a hitte keine solche Primfaktorzerlegung. Wir konstruieren dann wie folgt
rekursiv eine Folge ag,aj,as,... von Elementen aus R\(R* U {0}), die ebenfalls allesamt
keine Primfaktorzerlegung besitzen: Als Startwert wihlen wir ag := a. Ist nun a, fiir ein
n € N bereits konstruiert und besitzt keine Primfaktorzerlegung, so ist a, natiirlich insbe-
sondere nicht selbst prim, nach Satz 11.5 also auch nicht irreduzibel, und kann damit in der
Form a, = a,+ - by4+1 geschrieben werden, wobei weder a,+; noch b, eine Einheit ist.
Von diesen beiden Elementen kann mindestens eines keine Primfaktorzerlegung besitzen, da
sonst a, = a,+1b,+1 auch eine hétte. Nach evtl. Vertauschen von @, mit b, konnen wir
also annehmen, dass a,; keine Primfaktorzerlegung besitzt, und das Verfahren so rekursiv
fortsetzen.

Nach Konstruktion gilt nun a, € (a,4+;) und damit (a,) C (a,4+1) fiir alle n. Dabei ist
die Gleichheit (a, ) = (a1 ) ausgeschlossen, denn sonst wire a,41 = a,c, fiir ein ¢, € R,
woraus aber a, = dp+1b,+1 = ancpby+1 und damit nach der Kiirzungsregel 1 = ¢, b, folgen
wiirde — was ein Widerspruch dazu wire, dass b, | keine Einheit ist. Wir erhalten also eine
unendliche aufsteigende Kette von Idealen

(ao) G {ar) S (az) G-
in R, die nach Aufgabe 10.37 (b) aber in einem Hauptidealring nicht existieren kann.

(b) Esseiennun py-----p, =q1 - -+ - g zWei Primfaktorzerlegungen von a. Wir konnen ohne
Einschriankung n < m annehmen und zeigen nun die behauptete Gleichheit der Zerlegungen
mit Induktion iiber n.

Da p; prim und ein Teiler von g - --- - gy, ist, muss pj nach Definition 11.1 (b) einen der
Faktoren qi,...,gn teilen. Nach evtl. Umnummerieren konnen wir also p; |¢; annehmen,
d.h. esist g = ¢y p; fiir ein ¢; € R. Da aber auch g prim und somit nach Lemma 11.3 auch
irreduzibel ist, muss ¢; € R* gelten. Teilen wir aus dem Ausdruck fiir @ nun mit Hilfe der
Kiirzungsregel aus Lemma 7.8 (c) den Faktor p; heraus, so erhalten wir

p2-pn=1(c192) 43" " qm- (%)
Wir kdnnen nun die bereits angekiindigte Induktion iiber n durchfiihren:

e n = 1: In diesem Fall besagt (x) gerade 1 =ci1g2-93- -+ - qm, d.h. g2,...,q, sind
Einheiten. Da Primelemente aber nach Definition 11.1 keine Einheiten sein konnen,
muss m = 1 gelten, und der Beweis ist in diesem Fall fertig.

e n— 1 — n: Beachte, dass in (x) nach Aufgabe 11.7 mit g5 auch cg, prim ist. Anwen-
den der Induktionsannahme auf (x) liefert also sofort die Behauptung. O

Bemerkung 11.10. In den wichtigsten Hauptidealringen Z und K[¢] fiir einen Korper K konnen wir
die Eindeutigkeit bis auf Einheiten in Satz 11.9 noch auf einfache Art durch eine ,,echte Eindeutig-
keit* ersetzen:

(a) In Z sind die Einheiten genau +1. Beschriinken wir uns hier also auf positive Zahlen und
Zerlegungen in positive Primfaktoren, so besagt Satz 11.9 gerade, dass sich jedes n € N5
(bis auf die Reihenfolge) eindeutig als Produkt von (positiven) Primzahlen schreiben ldsst.
Diese Aussage, die ihr ja sicher schon aus der Schule kennt, wird oft als Hauptsatz der
elementaren Zahlentheorie bezeichnet.

(b) Im Polynomring K|[¢] iiber einem Korper K ist K[t]* = K* = K\ {0} nach Lemma 9.9 (c) und
Definition 7.6 (b), d. h. die Einheiten in K[t] sind genau die konstanten Polynome ungleich
Null. Es gibt also offensichtlich zu jedem Polynom f = a,t" +a,_1"~' +--- +at +ag (mit
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n=degf €N, also a, # 0) genau ein normiertes Polynom, das sich von f nur durch Mul-
tiplikation mit einer Einheit unterscheidet, nimlich % - f. Aus Satz 11.9 erhalten wir damit
die Aussage, dass sich jedes normierte Polynom in K[t] bis auf die Reihenfolge eindeutig als
Produkt von normierten irreduziblen Polynomen schreiben lésst.

Aufgabe 11.11. Zerlege die Zahl 15 im Ring Z[i] (der nach Aufgabe 10.24 ein Hauptidealring ist)
in Primfaktoren.

Kennt man die Primfaktorzerlegung von Elementen, so lassen sich damit wie folgt sehr einfach
grofite gemeinsame Teiler (und auch kleinste gemeinsame Vielfache) bestimmen.

Folgerung 11.12 (GroBte gemeinsame Teiler und kleinste gemeinsame Vielfache aus Primfaktorzer-
legungen). Es seien a,b € R\(R*U{0}) zwei Elemente in einem Hauptidealring R, die wir bis auf
Multiplikation mit Einheiten als Primfaktorzerlegungen a = ag pllc] <o pRnund b = by plll R
schreiben, wobei ag,by € R* und ky,...,ky,11,...,l, € N gilt und die py,...,p, paarweise nicht
assoziierte Primelemente sind.

(a) Es gilt b|a genau dann wenn I; < k; fiir alle i.

(b) Ein grofster gemeinsamer Teiler von a und b ist pllmn(kl ) 'piinimk”’l”).
(c) Ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b ist pTaX(k' o pnmax(k"’l”).

Insbesondere existiert zu a und b also immer ein kleinstes gemeinsames Vielfaches (und ist
dann nach Bemerkung 10.9 bis auf Multiplikation mit Einheiten eindeutig bestimmt).

Beweis.

(a) ,,=*: Es gelte b|a, also a = bc fiir ein ¢ € R. Schreiben wir auch c¢ in seiner Primfaktor-
zerlegung ¢ = ¢y p'l"1 - +-o - pitmmit ¢g € R* (wobei wir die vorkommenden Primfaktoren bei
Bedarf erginzen und die zugehorigen Exponenten fiir a und b gleich 0 setzen), so bedeutet
die Gleichung a = bc gerade

k k, l1+m I}
aopll.....pn":boc()pll 1.....17’;1

Wegen der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung folgt hieraus nun sofort k; = /; + m; (und
ap = bocop), und damit [; < k; fiir alle i.

+my,

=" Ist I; < k; fiir alle i, so gilt natiirlich a = bc mit ¢ = Z—gplf'fl' cees ~p§”_1”, und damit
b|a.

(b) Dies ergibt sich unmittelbar daraus, dass ein Element pq'” -+« pin yon R nach (a) genau
dann ein gemeinsamer Teiler von a und b ist, wenn m; < k; und m; < I;, also m; < min(k;, ;)
gilt.

(c) Analog zu (b) folgt dies daraus, dass ein Element p'ln1 -----pin yon R nach (a) genau dann ein
gemeinsames Vielfaches von @ und b ist, wenn m; > k; und m; > I; gilt, also m; > max(k;, ;)
gilt. g

Aufgabe 11.13. Es seien m,n € Z mit m,n # 0. Nach Folgerung 11.12 (c) gibt es dann zu m und n
ein kleinstes gemeinsames Vielfaches, das nach Bemerkung 10.9 bis auf das Vorzeichen eindeutig
bestimmt ist. Analog zu Notation 10.31 (a) bezeichnen wir das eindeutig bestimmte positive kleinste
gemeinsame Vielfache von m und n mit kgv(m,n).

Zeige, dass ggt(m,n) -kgv(m,n) = |mn|. Lisst sich dieses Ergebnis auf andere Hauptidealringe ver-
allgemeinern?

Bemerkung 11.14.

(a) Ein Integrititsring R, in dem jedes Element von R\(R* U {0}) eine bis auf Einheiten ein-
deutige Primfaktorzerlegung wie in Satz 11.9 besitzt, wird als ein faktorieller Ring oder
ZPE-Ring (von ,,Zerlegung in Primfaktoren, eindeutig*) bezeichnet. Satz 11.9 besagt damit
also, dass jeder Hauptidealring faktoriell ist. Es gibt jedoch noch weitaus mehr faktorielle
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Ringe. So kann man z. B. zeigen, dass jeder Polynomring R|[t] iiber einem faktoriellen Ring
R, also z.B. Z[t], selbst wieder faktoriell ist — momentan wissen wir dies nur, wenn R ein
Korper und R[t] damit ein Hauptidealring ist.

Der Ring Z[+v/5i] hingegen ist nicht faktoriell, denn nach Beispiel 11.4 ist in ihm 2 nicht
prim, allerdings irreduzibel und damit nicht weiter zerlegbar, und besitzt damit also insbe-
sondere keine Primfaktorzerlegung.

(b) Der Beweis der Existenz einer Primfaktorzerlegung in Satz 11.9 ist nicht konstruktiv. In der
Tat gibt es fiir die konkrete Berechnung einer Primfaktorzerlegung (und sogar schon fiir die
Untersuchung, ob ein gegebenes Element prim ist) selbst im einfachsten Hauptidealring Z
keine brauchbare Methode — also keine Methode, die wesentlich besser ist als einfach der
Reihe nach von allen von der Grofle her in Frage kommenden Zahlen nachzupriifen, ob
sie ein Teiler der gegebenen Zahl sind. In der Regel wird man grofite gemeinsame Teiler
daher nicht mit Folgerung 11.12, sondern mit dem euklidischen Algorithmus aus Satz 10.27
berechnen.

Im Polynomring iiber einem Korper gibt es allerdings noch ein wichtiges Hilfsmittel, das bei
der Untersuchung der Irreduzibilitit bzw. der Bestimmung der Primfaktorzerlegung niitzlich
ist:
Lemma 11.15 (Abspalten von Nullstellen in Polynomen). Es seien K ein Korper und f € K[t] ein
Polynom vom Grad n € N>q. Dann gilt:

(a) Ist a € K eine Nullstelle von f, so giltt —al| f.
(b) f hat hochstens n Nullstellen.

Beweis.

(a) Wir koénnen f mit Rest durch ¢ — @ dividieren und erhalten f = g(r — a) + r fiir gewisse
q,r € K[t] mit degr < deg(r —a) = 1. Insbesondere ist r also ein konstantes Polynom. Setzen
wir in diese Gleichung nun den Wert a ein, so erhalten wir

0=f(a)=gq(a)(a—a)+r(a)=r(a) €K.

Da r ein konstantes Polynom ist, dessen Wert an einer Stelle a gleich Null ist, muss r bereits
das Nullpolynom sein. Also ist f =g (t —a),d.h.t —a]| f.

(b) Wir zeigen die Aussage mit Induktion iiber n.

e 1 =0: Indiesem Fall ist die Aussage trivial, da ein konstantes Polynom f # 0 natiirlich
keine Nullstellen besitzt.

e n—1 — n: Hat f keine Nullstellen, so sind wir fertig. Ist andernfalls a € K eine Null-
stelle von f, so konnen wir dieses Polynom nach (a) als (¢ —a) - g fiir ein g € K[t]
schreiben, das nach Lemma 9.9 (a) Grad n — 1 haben muss und nach Induktionsvor-
aussetzung daher hochstens n— 1 Nullstellen besitzt. Damit hat f = (f —a) g hochstens
n Nullstellen, ndmlich a und die Nullstellen von g. O

Eine wesentliche Folgerung aus diesem Lemma ist, dass der Unterschied zwischen Polynomen und
Polynomfunktionen, den wir in Bemerkung 9.16 (b) gesehen hatten, nur in Kérpern mit endlich
vielen Elementen auftritt.

Folgerung 11.16. Es sei K ein Korper mit unendlich vielen Elementen. Sind dann f,g € K[t] zwei
Polynome mit f(a) = g(a) fiir alle a € K, so gilt bereits f = g € K[t] (d. h. ,,in unendlichen Korpern
sind Polynome und Polynomfunktionen dasselbe ).

Beweis. Das Polynom f — g hat nach Voraussetzung unendlich viele Nullstellen — ndmlich alle Ele-
mente von K. Also muss f — g nach Lemma 11.15 (b) das Nullpolynom sein, d.h.esist f =g. [

Bemerkung 11.17. Fiir Polynome von kleinem Grad ist es nun in der Regel einfach, eine Primfak-
torzerlegung zu finden bzw. zu untersuchen, ob sie irreduzibel sind. Es seien dazu K ein Korper und

f €Kt
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(a) Ist degf =1, so ist f immer irreduzibel, denn in einer moglichen Zerlegung f = gh mit
g,h € K|t] muss eines der Polynome g und % nach der Gradformel aus Lemma 9.9 (a) Grad
0 haben und damit konstant, also eine Einheit sein.

(b) Analog ist das Polynom f irreduzibel, wenn es keine Nullstellen hat und sein Grad gleich
2 oder 3 ist: In einer Zerlegung f = gh in nicht-konstante Polynome miisste dann né@mlich
mindestens einer der Faktoren Grad 1 haben, so dass dieser Faktor und damit auch f eine
Nullstelle haben miisste. So sind z.B. die Polynome >+ 1 € R[f] und >+t + 1 € Z,[f]
irreduzibel, da sie vom Grad 2 sind und in dem jeweils betrachteten Grundkorper keine
Nullstellen haben.

(c) Hat umgekehrt f eine Nullstelle und ist deg f > 1, so ist f sicher nicht irreduzibel, da wir
die Nullstelle dann nach Lemma 11.15 abspalten konnen und so eine Zerlegung in Nichtein-
heiten erhalten.

(d) Der sogenannte Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass jedes nicht-konstante Polynom
iiber dem Korper C der komplexen Zahlen eine Nullstelle in C besitzt. Einen Beweis dieser
Aussage werdet ihr erst in spiteren Vorlesungen sehen (z. B. in der , Einfiihrung in die Alge-
bra‘“ oder der ,,Einfiihrung in die Funktionentheorie*), da er Methoden benutzt, die deutlich
iiber den Inhalt dieses Skripts hinaus gehen. Mit (a) und (c) konnen wir hier aber schon ein-
mal festhalten, dass ein Polynom iiber C nach diesem Fundamentalsatz der Algebra genau
dann irreduzibel ist, wenn es Grad 1 hat. Dementsprechend besteht die Primfaktorzerlegung
eines komplexen Polynoms also ausschlielich aus linearen Faktoren.

Aufgabe 11.18 (Irreduzibilitit fiir reelle Polynome). Es sei f € R[t] ein reelles Polynom. Man be-
weise:

(a) Ist a € C eine Nullstelle von f, so ist auch die komplex konjugierte Zahl @ eine Nullstelle
von f.

(b) Das Polynom f ist genau dann irreduzibel in R[¢], wenn
e deg f =1, oder
e deg f =2 und f keine reellen Nullstellen besitzt.

(Hinweis: Fiir Teil (b) konnt (und miisst) ihr den Fundamentalsatz der Algebra aus Bemerkung 11.17
(d) verwenden.)

Aufgabe 11.19. Essei f =190 45¢190 142 1 ¢ R[¢].
(a) Istt—1 ein Teiler von f in R[¢]?
(b) Istz— 1 invertierbar in R[r]/{ f)?
Da wir nun in einfachen Féllen bestimmen konnen, ob ein gegebenes Polynom tiber einem Korper

irreduzibel (und damit prim) ist, ist es niitzlich, die Aussage aus Satz 7.10, dass Z, = Z/( p) genau
dann ein Korper ist, wenn p eine Primzahl ist, auf allgemeine Hauptidealringe zu erweitern.

Satz 11.20 (Faktorringe als Korper). Es sei p ein Element in einem Hauptidealring R. Dann sind
dquivalent:

(a) R/(p) ist ein Kdrper.

(b) R/{p) ist ein Integritiitsring.

(c) pist prim.

Beweis.
(a) = (b): Dies ergibt sich sofort aus Lemma 7.8 (b).

(b) = (c): Es seien a,b € R mit p|ab, also ab € (p). Dann giltab=01in R/(p). DaR/{p) ein
Integrititsring ist, bedeutet dies aber gerade @ = 0 oder b = 0, und damit p |a oder p|b.
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(c) = (a): Es sei p prim, und damit nach Lemma 11.3 auch irreduzibel. Bis auf Multiplikation
mit Einheiten sind 1 und p also die einzigen Teiler von p. Ist nun @ € R/(p) nicht gleich 0,
also p [ a, so ist 1 damit der einzige gemeinsame Teiler von p und a, und daher ist @ nach
Folgerung 10.32 eine Einheit in R/{p). Also ist R/(p) ein Korper. O

Beispiel 11.21.

(a) Fiir den Hauptidealring R = Z erhalten wir aus Satz 11.20 wieder exakt die Aussage aus Satz
7.10 zuriick.

(b) Da das Polynom ¢ + 1 € R[¢] nach Bemerkung 11.17 (b) irreduzibel ist, ist R[¢]/(¢> 4 1)
nach Satz 11.20 ein Korper — und zwar gerade C, wie wir in Aufgabe 10.21 (b) bereits
gesehen hatten.

In der Tat ist dies algebraisch die eleganteste Art, die komplexen Zahlen als Korper zu kon-
struieren, indem man sie einfach als C := R[t]/(#*> + 1) definiert. Diese Definition sagt sehr
anschaulich, was die Idee der komplexen Zahlen ist und wie man damit rechnen kann: Wir
nehmen zu R ein neues Element hinzu (das hier ¢ heif3t, aber iiblicherweise dann natiirlich
als i bezeichnet wird), das genau die eine Gleichung 1> + 1 = 0 erfiillt.

(c) Auch das Polynom f :=1t>+1t+ 1 € Z,[t] ist nach Bemerkung 11.17 (b) irreduzibel, und
damit ist auch R := Z[t]/{ f) ein Korper. Da jede Klasse in R nach Aufgabe 10.21 (a) einen
eindeutigen Reprisentanten der Form at + ag mit ag,a; € Z, hat, ist R ein Korper mit genau
4 Elementen. Er wird in der Literatur aufgrund des englischen Worts ,.field* fiir ,,Korper*
mit F4 bezeichnet.

Beachte, dass [F4 natiirlich nicht isomorph zu Z4 ist, weil Z4 ja kein Korper ist.

Zum Abschluss wollen wir nun als Anwendung der Primfaktorzerlegung und unserer Ergebnisse zur
Teilbarkeit in Ringen noch einen héufig vorkommenden Typ von Gleichungssystemen betrachten:
Angenommen, wir suchen alle ganzen Zahlen x € Z, die modulo bestimmter Zahlen vorgegebene
Restklassen darstellen, d. h. alle Zahlen, die ein Gleichungssystem der Form

x=a; mod n X=uay € Ly,
: bzw. :
x=a; mod ny X=a; € Ly,
mit gegebenen ay,...,a;y € Zund ny,...,n; € Ny erfiillen (beachte, dass wir die Notation X hierbei
fiir die Restklassen von x in verschiedenen Faktorringen Z,,,...,Z,, verwendet haben). Das ent-

scheidende Hilfsmittel bei der Losung derartiger Gleichungssysteme ist der sogenannte chinesische
Restsatz (der so genannt wird, da er in China bereits im 3. Jahrhundert bekannt war). In der Tat liefert
der Beweis dieses Satzes bereits einen Algorithmus zur Losung des obigen Gleichungssystems.

Satz 11.22 (Chinesischer Restsatz). Es seien ny,...,n; € Ns| paarweise teilerfremde Zahlen, d. h.
es gelte ggt(n;,n;) =1 fiiralle i,j =1,... .k mit i # j. Dann ist die Abbildung

fiZn — Zpy X X Ly,
a — (a,...,a)

mit N :=ny - --- - ny ein Ringisomorphismus. (Beachte, dass auch hierbei wieder die Notation a fiir
die Restklassen von a in verschiedenen Faktorringen Zy, Ly, , . .., Ly, verwendet wurde.)

Beweis. Als Erstes miissen wir die Wohldefiniertheit von f tiberpriifen (siche Bemerkung 6.1): Sind
a,beZmita=>beZy,alsob—a€NZ,soist wegen NZ C n; Z fiir alle i = 1,..., k natiirlich auch

b—a € n;Z und damit @ = b € Z,,. Also ist dann auch (a,...,a) = (b,...,b) € Zy, X -+ X Zy,, d.h.
f ist wohldefiniert.

Als Néchstes stellen wir fest, dass f in der Tat ein Ringhomomorphismus ist: Es ist f(1) = (1,...,1),

fur alle a,b € Z ist
f@a+b)=f(a+b)=(a+b,....a+b)=(a,...,a)+ (b,...,b) = f(@)+ f(b),
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und eine analoge Aussage gilt natiirlich genauso fiir die Multiplikation.

Es bleibt also nur noch die Bijektivitit von f zu zeigen. Da der Start- und Zielraum von f die gleiche
(endliche) Anzahl N von Elementen haben, geniigt es hierfiir zu zeigen, dass f surjektiv ist. Es seien
dazuay,...,a; € Z beliebig. Wir miissen zeigen, dass es ein a € Z gibt, das f(a) = (aj, .. ., ax) erfiillt
und damit das oben betrachtete Gleichungssystem X = @; € Z,, fiir alle i = 1,...,k 16st. Der Beweis
hierfiir ist konstruktiv und ermoglicht damit auch eine explizite Losung dieses Gleichungssystems:

(1) Furi=1,... k setzen wir

]\fi::—:nl.....ni_l.ni+1.....nk.
n;

(2) Nach Voraussetzung ist ggt(n;,n;) = 1 fiir i # j, d.h. jede Primzahl tritt in der Primfak-
torzerlegung von hochstens einer der Zahlen ny,...,n; auf. Damit gilt dann natiirlich auch
get(n;,N;) = 1 fiiralle i = 1,... k. Nach Folgerung 10.32 ist N; also eine Einheit in Z,,, und
wir kdnnen mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus 10.28 ihr multiplikatives Inverses
M; in Z,,, also ein M; € Z mit

M, Ni=1 ei, ()
berechnen.

(3) Wir setzen nun

Dann ist a eine (und damit, wie wir schon gesehen haben, modulo N die einzige) Losung des
Gleichungssystems X = a; € Zj, fiir alle 7, denn fiir alle i gilt in Z,,

k
a= Z ajM;N;
j=1
=a;M;N; (N; enthdlt fiir j # i den Faktor n;, also ist dann N; = 0 € Zy,,)
()
= da;.
Mit anderen Worten ist die Restklasse @ € Zy ein (und damit das einzige) Urbild von (ar,...,a)
unter f, d.h. f ist surjektiv. O

Beispiel 11.23. Mit Hilfe des chinesischen Restsatzes konnen wir nun Gleichungssysteme von Rest-
klassen, wie wir sie oben betrachtet haben, leicht umformen. Dabei konnen wir den Isomorphismus
aus Satz 11.22 ,,sowohl von links nach rechts als auch von rechts nach links lesen®:

(a) Betrachten wir fiir ein gegebenes a € Z die Gleichung ¥ = @ in einem Restklassenring Zy
und konnen wir dieses N als Produkt N = ny - - - ny von Zahlen mit ggt(n;,n;) = 1 fiir i # j
schreiben, so ldsst sich die betrachtete Gleichung durch Anwenden des Isomorphismus aus
dem chinesischen Restsatz 11.22 vom Ring Zy nach Z,, x --- x Z,, iibertragen, d.h. wir
erhalten die Aquivalenz von Gleichungssystemen

X=0a € Ln,.
Konkret sind z. B. die folgenden Gleichungssysteme dquivalent:

x=5 mod 2 x=1 mod 2

x=5 mod 6 = x=5 mod 3 = x=2 mod 3,

wobei sich die zweite Aquivalenz natiirlich einfach durch Reduktion der rechten Seiten mo-
dulo 2 bzw. 3 ergibt.
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(b) Deutlich niitzlicher ist die Anwendung des Isomorphismus aus Satz 11.22 ,;in der umgekehr-
ten Richtung®: Indem wir die explizite Konstruktion des Umkehrisomorphismus aus dem
Beweis des Satzes verwenden, konnen wir mehrere Gleichungen zu einer zusammenfassen.
Als konkretes Beispiel hierfiir wollen wir alle x € Z finden, die das Gleichungssystem

x=1 mod 2
x=1 mod 5
x=2 mod 7

erfiillen. Dazu gehen wir die drei Schritte aus dem Beweis des chinesischen Restsatzes durch:
(1) Esistzunichst einmal n; =2, np =5 und n3 =7, wir haben damit alsoN =2-5-7 =70
und setzen Ny =5-7=35,N, =2-7=14und N3 =2-5=10.
(2) Die Inversen von N; modulo n; fiir alle i sehen wir in diesem Fall auch ohne den
erweiterten euklidischen Algorithmus sofort:

e In Z,, = Z, ist das Inverse von N, = 1 gleich 1, also setzen wir M| = 1.

35 =
e InZ,, = Zs ist das Inverse von N, = 14 = 4 gleich 4, also setzen wir M, = 4.

e In Z,, = Z7 ist das Inverse von N3 =10 = 3 gleich 5, also setzen wir M3 = 5.
(3) Mit den rechten Seiten a; = 1, ap = 1 und a3 = 2 des Gleichungssystems bilden wir
nun die Zahl
a=a M|N\+ay M, N+a3M3N3;=1-1-354+1-4-144+2-5-10=191.

Die Losung des gegebenen Gleichungssystems sind also alle x € Z mit X = 191 = 51 € Z7,
d.h.allexe 514+70Z.

Eine Kontrolle dieses Ergebnisses ist natiirlich sehr einfach moglich, da man ja schnell nach-
priifen kann, dass die Zahl 51 wirklich das gegebene Gleichungssystem erfiillt.

Aufgabe 11.24. Bestimme alle x € Z, fiir die die folgenden Gleichungssysteme erfiillt sind:

(@) x=2 mod 4 (b)) x= 5 mod 6 (¢c) x=1 mod nfirallen=2,...,10
x=6 mod 7 3x=-—1 mod 14
x=3 mod 9

Aufgabe 11.25. Zeige die folgende Umkehrung des chinesischen Restsatzes: Sind n,m € N+ nicht
teilerfremd, so ist Z,,, nicht isomorph zu Z,, X Zy,.

Der chinesische Restsatz lisst sich schlielich noch einfach auf die Einheitengruppen iibertragen:
Folgerung 11.26. Es seien ny,...,n; € Noj paarweise teilerfremde Zahlen. Dann ist die Abbildung
[1Zy = Ly x- XDy,

a — (a,...,a)
mit N :==ny - --- - ny ein Gruppenisomorphismus.

Beweis. Die Abbildung f aus dem chinesischen Restsatz 11.22 ist ein Ringisomorphismus und bil-
det damit die Einheiten von Zy genau auf die Einheiten von Z,, x --- X Zy, ab. Letztere sind nach
Aufgabe 7.15 aber genau die Elemente von Z;, x --- X Z,, , woraus die Behauptung folgt. g

Aufgabe 11.27. Man beweise oder widerlege:
() Z35 = Zs x Z3;
(b) ZT5 > 7y X L.
Aufgabe 11.28. Es sei k € N, so dass die drei Zahlen 6k + 1, 12k+ 1 und 18k + 1 prim sind.
Man zeige: Fiir n:= (6k+1)(12k+1)(18k+ 1) und alle a € Z mit ggt(a,n) = 1 gilta"' =1 mod n.



